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СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Ïîáóäîâàíî òà äîñë³äæåíî íîâèé äâîñòîðîíí³é àíàëîã ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íîãî 
ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü À. Ì. Ñàìîéëåíêà äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåð³îäè÷íèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Êîíñòðóêö³ÿ ïîñë³äîâ-
íèõ íàáëèæåíü òà óìîâè ¿õ çá³æíîñò³ äî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ´ðóíòóþòüñÿ íà 
âëàñòèâîñò³ B -ìîíîòîííîñò³ (çà Þ. Â. Ïîêîðíèì) ïðàâèõ ÷àñòèí â³äïîâ³ä-
íèõ ð³âíÿíü. 

 
×èñåëüíî-àíàë³òè÷íèé ìåòîä À. Ì. Ñàìîéëåíêà [3] íàëåæèòü äî âàæëè-

âèõ çàñîá³â ïðàêòè÷íîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷, çîêðåìà, ïåð³îäè÷íî¿ 
çàäà÷³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç çâè÷àéíèìè ïîõ³äíèìè. Ïîºäíàííÿ 
³äåé öüîãî ìåòîäó ç ³äåÿìè äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíèõ ìåòîä³â (äèâ. [1]) ïðè-
çâîäèòü äî ìîæëèâîñò³ îòðèìàííÿ ìåòîä³â, ùî îõîïëþþòü ïåðåâàãè ÷èñåëü-
íî-àíàë³òè÷íîãî ³ äâîñòîðîíí³õ ìåòîä³â (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 4, 5]). Ïðîïîíî-
âàíå äîñë³äæåííÿ ´ðóíòóºòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ³ç [1, 4, 5] ³ âèêîðèñòîâóº 
ï³äõ³ä ³ç [6] ùîäî ïðèíöèï³â ïîáóäîâè äâîñòîðîíí³õ ìåòîä³â äëÿ ð³âíÿíü ³ç 
íåäèôåðåíö³éîâíèìè îïåðàòîðàìè. 

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñë³äæåííþ äâîñòîðîííüîãî àëãîðèòìó äëÿ íàáëè-
æåíîãî â³äøóêàííÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè  

 ( ) ( , ( ))x t f t x t′ = , (1) 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 
 ( ) ( ),      ( ) ,     ( , )x t x t T a x t b t= + ≤ ≤ ∈ − ∞ + ∞ . (2) 

Òóò ( , ) : ( , ) ,f t x a b− ∞ + ∞ × → E[ ]  – íåïåðåðâíà çà ñóêóïí³ñòþ àðãóìåíò³â, 

ïåð³îäè÷íà çà t  ç ïåð³îäîì T  ôóíêö³ÿ; ,  (a b ∈ E E – íàï³âóïîðÿäêîâàíèé 
áàíàõ³â ïðîñò³ð). Çðó÷í³ îö³íêè çâåðõó ³ çíèçó øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó, ÿê³ äà-
þòü çìîãó ÿê³ñíî îõàðàêòåðèçóâàòè éîãî ïîâåä³íêó, îïðàâäîâóþòü äîö³ëü-
í³ñòü äîñë³äæåííÿ äâîñòîðîíí³õ ìîäèô³êàö³é ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó 
À. Ì. Ñàìîéëåíêà [3] ó çàñòîñóâàíí³ äî çàäà÷³ (1), (2) òà ³íøèõ êðàéîâèõ 
çàäà÷. Ìåòîäèêà ïðîïîíîâàíîãî äîñë³äæåííÿ áëèçüêà äî ìåòîäèêè ³ç [1], äå 
îñíîâíèì º ïðèïóùåííÿ, ùî ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ (1) ìîæíà ïîäàòè ó 
âèãëÿä³ íåïåðåðâíî¿ çà ñóêóïí³ñòþ àðãóìåíò³â íåñïàäíî¿ çà y  íåçðîñòàþ÷î¿ 

çà z  ³ ïåð³îäè÷íî¿ çà t  ç ïåð³îäîì T  ôóíêö³¿ ( , , )F t y z , äëÿ ÿêî¿ 

 ( , ) ( , , )f t x F t x x≡ . 

Âèêîðèñòàííÿ â ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ äåùî çàãàëüí³øèõ ïðèïóùåíü ïîêëè-
êàíå ðîçøèðèòè êëàñ ð³âíÿíü, äî ÿêèõ çàñòîñîâí³ àíàëîãè äâîñòîðîíí³õ ìå-
òîä³â ³ç [1, 4, 5]. Ïîñòóëüîâàí³ äàëüøå âëàñòèâîñò³ ôóíêö³¿ ( , , )F t y z  º áëèçü-

êèìè äî ïîíÿòòÿ B -ìîíîòîííîñò³, çàïðîâàäæåíîãî òà äîñë³äæåíîãî â [2]. 
Ââàæàòèìåìî ôóíêö³þ ( , , )F t y z  íåïåðåðâíîþ çà ñóêóïí³ñòþ àðãóìåíò³â 

â îáëàñò³ 0, , ,D T a b a b= × ×[ ] [ ] [ ] ïåð³îäè÷íîþ çà t  ç ïåð³îäîì T  ³ òàêîþ, ùî 
ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ.  

 1°. Çàäàíî ìàòðèö³ (1) (2)
1 2( , , ) ( , , ) ,  ( , , ) ( , , ) ,  ,ij ijA t y z a t y z B t y z b t y z i j= = ={ } { }  

1,N= , íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïí³ñòþ àðãóìåíò³â íåçðîñòàþ÷èõ ùîäî y  íå-

ñïàäíèõ ùîäî z  äîäàòíèõ ïðè 0, ,  , ,t T y z a b∈ ∈[ ] [ ]  ä³éñíèõ ôóíêö³é, äëÿ 

ÿêèõ ç³ ñï³ââ³äíîøåíü ,  0, ,  , ,y z t T y z a b≤ ∈ ∈[ ] [ ] , âèïëèâàþòü íåð³âíîñò³ 

 1( , , )( ) ( , , ) ( , , )A t y z z y F t z x F t y x− − ≤ − , 

 2( , , ) ( , , ) ( , , )( )F t x z F t x y B t y z z y− ≤ − . 
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 2°. Ïðè 0, ,  , ,t T y z a b∈ ∈[ ] [ ]  ïðàâäèâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )m F t y z A t y z B t y z z y M≤ − + − ≤( ) , 

 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )m F t y z A t y z B t y z z y M≤ + + − ≤( ) . 

 3°. Çàäàíî ìàòðèö³ (2) (1)
2 1( , , ) ( , , ) ,  ( , , ) ( , , )ij ijA t y z a t y z B t y z b t y z= ={ } { }  íå-

ïåðåðâíèõ çà ñóêóïí³ñòþ àðãóìåíò³â íåçðîñòàþ÷èõ çà y  íåñïàäíèõ çà z  

äîäàòíèõ ïðè 0, ,  , ,t T y z a b∈ ∈[ ] [ ]  ä³éñíèõ ôóíêö³é, òîáòî çàäàíî ë³í³éí³ 

íåïåðåðâí³ äîäàòí³ ùîäî w  îïåðàòîðè 2 1( , , ) ,  ( , , )A t y z w B t y z w , äëÿ ÿêèõ ç³ 

ñï³ââ³äíîøåíü ,  0,y z t T≤ ∈ [ ]  âèïëèâàþòü íåð³âíîñò³ 

 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )F t z x F t y x B t y z z y− ≤ − , 

 2 ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )A t y z z y F t x z F t x y− − ≤ − . 

 4°. Ôóíêö³þ ( , , )F t y z  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 ( , , ) ( , , )F t y z H t y z Kz= − , 

äå K  – ñòàëà ìàòðèöÿ òàêà, ùî 1,  K K −≥ θ ≥ θ , ³ ôóíêö³ÿ ( , , )H t y z  çàäî-

âîëüíÿº â îáëàñò³ D  ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 1 1 2 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )m H t y z A t y z B t y z K z y M≤ − + + − ≤( ) , 

 1 1 2 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )m H t y z A t y z B t y z K z y M≤ + + + − ≤( ) , 

à, êð³ì öüîãî, ìàº ì³ñöå íåð³âí³ñòü 

 1 1
1 1

5 5( ) ( )
12 12

a K M T M m b K m T M m− −+ + − ≤ + − − . > 

Ïîáóäóºìî äâîñòîðîíí³é ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çà ôîðìóëàìè 

 (0)
1( ) ( , , )n y n nny t x G t y z+ = + , 

 (0)
1( ) ( , , )n n z n nz t x G t y z+ = + , (3) 

 (0) 1
1 2

0

1 ( , , ) ( , , ) ( )
T

n n n n n nnx K A t y z B t y z K y z
T

−= + + − +∫ { ( )[  

 ( , , ) ( , , )n n z n nH t y z G t y z dt+ − }] , 

 (0) 1
1 2

0

1 ( , , ) ( , , ) ( )
T

n n n n n n nx K A t y z B t y z K z y
T

−= + + − +∫ { ( )[  

 ( , , ) ( , , )n n y n nH t z y G t y z dt+ − }] , (4) 

äå  
 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , );y n n n n n n n n n nG t y z L A t y z B t y z y z F t y z= + − +( )[  

 1 2( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )n n n n n n n nA t y z B t y z z y F t y z+ − +( ) ] , 

 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , );z n n n n n n n n n nG t y z L A t y z B t y z z y F t y z= + − +( )[  

 1 2( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )n n n n n n n nA t y z B t y z y z F t y z+ − +( ) ], 

 
0

( ); ( ) 1 ( ) ( )
t T

t

t tL t t s ds s ds
T T

 ϕ ψ = − ϕ − ψ 
  ∫ ∫[ ] . (5) 

Ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ âèçíà÷èìî çà ôîðìóëàìè 

 1 2 2
0

1 1( ) ( )
6

y t K m Tt t T M m
T

−  = − − + − 
 

, 
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 1 2 2
0

1 1( ) ( )
6

z t K M Tt t T M m
T

−  = + − + − 
 

, (6) 

à (0)
0x  òà (0)

0x  îòðèìóºìî çà äîïîìîãîþ (4). 

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü, âèçíà÷åíèõ çà 
ôîðìóëàìè (3)–(6), çà ïðàâäèâîñò³ óìîâ 1°, 2°, 4° ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³â-
â³äíîøåííÿ 

 1 1n n n ny y z z+ +≤ ≤ ≤ , 

 (0) (0) (0) (0)
11 ,       0,1,n nn nx x x x n++≤ ≤ ≤ =  . 

Îçíà÷èìî ìàòðèöþ AB ijM m= { }  çà äîïîìîãîþ ôîðìóë 

 (1) (2) (2) (1)

0,
, ,

max 2 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )ij ij ij ij ij
t T
y z a b

m a t y z b t y z a t y z b t y z
∈

∈

= + + +
[ ]

[ ]

( )[ ] . 

Òåîðåìà. Íåõàé â îáëàñò³ D  ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 1° – 4° ³ ñï³ââ³ä-

íîøåííÿ 1Q q= < , äå 1
AB ABQ K M E TM−= + + . Òîä³ â îáëàñò³ D  ³ñíóº 

ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ( )x t∗  çàäà÷³ (1), (2), äî ÿêîãî ð³âíîì³ðíî ùîäî 0,t T∈ [ ]  

çá³ãàþòüñÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( ) , ( )n ny t z t{ } { } , âèçíà÷åí³ çà ôîðìóëàìè (3)–(6). 

Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),     0,1,n n n ny t y t x t z t z t n∗
+ +≤ ≤ ≤ ≤ =  , 

³ ìàº ì³ñöå îö³íêà 

 1
1 1

5( ) ( ) ( ) ( )
6

n
n n

Tz t y t q M m K M m− − ≤ − + − 
 

. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Óìîâè òåîðåìè çàáåçïå÷óþòü ïðàâäèâ³ñòü íåð³âíîñ-
òåé 

 (0)(0)
1 1 1 22 ( , , ) ( , , )nn n n n n n nz y x x L A t y z B t y z+ +− ≤ − + + +( ( )[  

 2 1 1( , , ) ( , , ) ( ) ; 2 ( , , )) ( (n n n n n n n nA t y z B t y z z y A t y z+ + − +  

 2 2 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )n n n n n n n nB t y z A t y z B t y z y z+ + + −) ) ], 

 (0)(0) 1
11 1 2 2

0

1 2 ( , , ) ( , , ) ( , , )
T

nn n n n n n nx x K A t y z B t y z A t y z
T

−
++ − ≤ + + +∫{ ( ( )  

 1 1 2( , , ) ( ) 2 ( , , ) ( , , )n n n n n n n nB t y z K z y L A t y z B t y z+ + − + + +) ( ( )[  

 2 1 1( , , ) ( , , ) ( ); 2 ( , , )n n n n n n n nA t y z B t y z z y A t y z+ + − +) ( (  

 2 2 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )n n n n n n n nB t y z A t y z B t y z y z dt+ + + −) ) }] , 

 1
1 1n n AB AB n n n nz y K M E TM z y q z y−

+ +− ≤ + + ⋅ − = − , 

äå q Q= . Çâ³äñè ïðè 1q <  íà ï³äñòàâ³ ïðèíöèïó Øàóäåðà âèïëèâàº ³ñíó-

âàííÿ ñï³ëüíèõ ãðàíèöü ( )x t∗  òà 0x∗  ïîñë³äîâíîñòåé ny{ }  ³ nz{ }  òà (0)
nx{ }  ³ 

(0)
nx{ }  â³äïîâ³äíî. Îñê³ëüêè ïðè n → ∞  ç (3) ³ (4) îòðèìóºìî 

 0
0

( ) 1 ( , ( )) ( , ( ))
t T

t

t tx t x f s x s ds f s x s ds
T T

∗ ∗ ∗ ∗ = + − − 
  ∫ ∫ , 

 1
0

0 0

1 ( , ( )) ( ) 1 ( , ( )) ( , ( ))
T t T

t

t tx K f t x t x t f s x s ds f s x s ds dt
T T T

∗ − ∗ ∗  = + − − +  
  ∫ ∫ ∫ , 
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îòæå, 

 1
0 0

0

1 ( , ( ))
T

x K f t x t x dt
T

∗ − ∗ ∗= +∫ { } , 

òî ( )x t∗  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (2). ◊ 
Çàóâàæèìî, ùî ïîñë³äîâíîñò³ ( ),  ( )n ny t z t  º íàáëèæåííÿìè äî ðîçâ’ÿçêó 

( )x t∗  çàäà÷³ ëèøå äëÿ â³äð³çêà 0,T[ ] , çà ìåæàìè öüîãî â³äð³çêà éäåòüñÿ ïðî 

ïåð³îäè÷íå ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é ( ),  ( )n ny t z t . 

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ì³ñòÿòü ÿê ÷àñòêîâ³ âèïàäêè â³äïîâ³äí³ ðåçóëüòà-
òè ç [1, 4, 5]. Çîêðåìà, ó âèïàäêó 1 2 2( , , ) ( , , ) ,  ( , , )A t y z B t y z A t y z≡ ≡ Θ ≡  

1( , , )B t y z K≡ ≡ , constK = , àëãîðèòì (3), (4) ñï³âïàäàº ç äâîñòîðîíí³ì ³òå-
ðàö³éíèì ïðîöåñîì, äîñë³äæåíèì ó [4]. Ïåðñïåêòèâîþ ïîäàëüøèõ ðîçâ³äîê ó 
öüîìó íàïðÿìêó ìîæíà ââàæàòè ïîøèðåííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ñïîñîáó ïîáó-
äîâè äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü íà ³íø³ êëàñè êðàéîâèõ çàäà÷, à òàêîæ êîí-
êðåòèçàö³þ äîñë³äæåíü àëãîðèòìó ç ìåòîþ éîãî ðåàë³çàö³¿ çà äîïîìîãîþ 
ñó÷àñíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîá³â. 
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ДВУСТОРОННИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ К ПЕРИОДИЧЕСКИМ РЕШЕНИЯМ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
Ïîñòðîåí è èññëåäîâàí íîâûé äâóñòîðîííèé àíàëîã ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñîãî ìåòî-
äà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé À. Ì. Ñàìîéëåíêà â ïðèìåíåíèè ê îòûñêàíèþ 
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 
Êîíñòðóêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé è óñëîâèÿ èõ ñõîäèìîñòè ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è áàçèðóþòñÿ íà ñâîéñòâå B -ìîíîòîííîñòè (ïî Þ. Â. Ïîêîðíîìó) ïðà-
âûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. 
 
BILATERAL APPROXIMATION TO PERIODIC SOLUTIONS OF SYSTEMS 
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 
A new bilateral analogue of Samojlenko’s numerical-analytical method of consecutive 
approaches for determining the periodic solutions of systems of ordinary differential 
equations is constructed and investigated. The consecutive approaches construction and 
conditions of their convergence to solutions of the problem are based on the property of 
B -monotonicity (by J. V. Pokorny) of the right parts of the respective equations. 
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