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ÓÄÊ 519.1 
 

Н. М. Дяків, Р. А. Заторський  
 

ДО F -ПАРАВИЗНАЧНИКІВ І F -ПАРАПЕРМАНЕНТІВ 
ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ 
 

Äîâåäåíî, ùî F -ïàðàâèçíà÷íèêè òà F -ïàðàïåðìàíåíòè º ÷àñòêîâèì âèïàä-
êîì â³äïîâ³äíî ïàðàâèçíà÷íèê³â ³ ïàðàïåðìàíåíò³â [2]. Âñòàíîâëåíî äåÿê³ 
òâåðäæåííÿ äëÿ F -ïàðàïåðìàíåíò³â, àíàëîã³÷í³ äî òâåðäæåíü ïðî F -ïà-
ðàâèçíà÷íèêè, ðîçãëÿíóòèõ â [1], à òàêîæ òâåðäæåííÿ ïðî âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ 
âåðõí³ìè òà íèæí³ìè F -ïàðàâèçíà÷íèêàìè òà âåðõí³ìè é íèæí³ìè F -
ïàðàïåðìàíåíòàìè. 

 
Çàäà÷³ áàëîòóâàííÿ ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ñòàòèñòèêè òà çàäà÷³ ïðî âèïàäêîâ³ 

áëóêàííÿ íà ðåø³òêàõ çâîäÿòüñÿ äî ï³äðàõóíêó ÷èñëà òðàºêòîð³é íà ö³ëî-
÷èñëîâèõ ðåø³òêàõ. ×àñòêîâèì êëàñîì òàêèõ çàäà÷ º çàãàëüíà çàäà÷à ïðî 
ï³äðàõóíîê íàéêîðîòøèõ òðàºêòîð³é [3] íà ïîõèëèõ ä³àãðàìàõ. Ó ðîáîò³ [1] 
äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ âèêîðèñòîâóþòü F -ïàðàâèçíà÷íèêè òà F -ïàðà-
ïåðìàíåíòè. 

1. Íåõàé çàäàíî òðèêóòíó ìàòðèöþ âèãëÿäó 
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Êîæíîìó åëåìåíòó ,  ija i j≤ , ìàòðèö³ (1) ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü 

1i j− +  åëåìåíò³â ,  , ,ika k j i=  , ÿê³ íàçèâàþòüñÿ ïîõ³äíèìè åëåìåíòàìè 

ìàòðèö³, ïîðîäæåíèìè êëþ÷îâèì åëåìåíòîì ija  [3]. Êëþ÷îâèé åëåìåíò îä-

íî÷àñíî º ³ éîãî ïîõ³äíèì åëåìåíòîì. Äîáóòîê óñ³õ ïîõ³äíèõ åëåìåíò³â, ïî-
ðîäæåíèõ êëþ÷îâèì åëåìåíòîì ija , ïîçíà÷èìî ÷åðåç ija{ }  ³ íàçâåìî ôàê-

òîð³àëüíèì äîáóòêîì êëþ÷îâîãî åëåìåíòà ija , òîáòî 
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 Íàá³ð êëþ÷îâèõ åëåìåíò³â ìàòðèö³ (1) íàçèâàþòü íîðìàëüíèì íàáîðîì 
ö³º¿ ìàòðèö³, ÿêùî âîíè ïîðîäæóþòü ìíîæèíó ïîõ³äíèõ åëåìåíò³â ïîòóæ-
íîñò³ n , êîæí³ äâà ç ÿêèõ íå ì³ñòÿòüñÿ â îäíîìó ñòîâïö³ ö³º¿ ìàòðèö³. 
 Êîæíîìó íîðìàëüíîìó íàáîðó a  êëþ÷îâèõ åëåìåíò³â ïðèïèøåìî çíàê 

( )( 1) aε− , äå ( )aε  – ñóìà âñ³õ ³íäåêñ³â êëþ÷îâèõ åëåìåíò³â öüîãî íàáîðó. ×å-

ðåç ( )n  ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñ³õ óïîðÿäêîâàíèõ ðîçáèòò³â 1( , , )rα = α α  
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n . 

Ïàðàâèçíà÷íèêîì ³ ïàðàïåðìàíåíòîì òðèêóòíî¿ ìàòðèö³ (1) íàçèâàþòü 
[2] â³äïîâ³äíî ÷èñëà  
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äå ( ), ( )i s j sa  – êëþ÷îâèé åëåìåíò, ùî â³äïîâ³äàº s -é êîìïîíåíò³ ðîçáèòòÿ 

1( , , )rα = α α ( )n∈  . 
Ïðÿìîêóòíó òàáëèöþ åëåìåíò³â ìàòðèö³ (1) íàçâåìî âïèñàíîþ ó öþ 

ìàòðèöþ, ÿêùî îäíà ¿¿ âåðøèíà çá³ãàºòüñÿ ³ç åëåìåíòîì 1na , à ïðîòèëåæíà 

äî íå¿ – ç åëåìåíòîì ,  1, ,iia i n=  . Öþ òàáëèöþ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )T i . 

 ßêùî â òàáëèö³ ( )T i  ïîêëàñòè 1i =  àáî i n= , òî ïðÿìîêóòíà òàáëèöÿ 
âèðîäæóºòüñÿ â³äïîâ³äíî ó ïåðøèé ñòîâïåöü ÷è n -é ðÿäîê. 
 Âåðõí³ì ³ íèæí³ì F -ïàðàâèçíà÷íèêàìè ìàòðèö³ (1) íàçèâàþòü â³äïî-
â³äíî ÷èñëà [1]  
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äå ,s si ja  – êëþ÷îâèé åëåìåíò, ùî â³äïîâ³äàº s -é êîìïîíåíò³ ðîçáèòòÿ α ; 
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– â³äïîâ³äíî âåðõí³é ³ íèæí³é ôàêòîð³àëüí³ äîáóòêè êëþ÷îâîãî åëåìåíòà 

ija ; ìíîæíèê ( )( 1) aε−  âèçíà÷àº çíàê íîðìàëüíîãî íàáîðó a  êëþ÷îâèõ 

åëåìåíò³â. 
Àíàëîã³÷íî äî F -ïàðàâèçíà÷íèêà ââîäÿòüñÿ ïîíÿòòÿ âåðõíüîãî ³ íèæ-

íüîãî F -ïàðàïåðìàíåíòà: 

 
1

0 0
,

( , , ) ( ) 1

pper ( )
s s

r

r

i j
n s

A a
α α ∈ =

= ∑ ∏


{ }


, 

 
1

0 , 0
( , , ) ( ) 1

pper ( )
s s

r

r

i j
n s

A a
α α ∈ =

= ∑ ∏


{ }


. 

Êîæíîìó åëåìåíòó ija  ìàòðèö³ (1) ñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü òðèêóòíó 

òàáëèöþ åëåìåíò³â ö³º¿ ìàòðèö³ ç åëåìåíòîì ija  ó ë³âîìó íèæíüîìó êóò³ (¿¿ 

íàçèâàþòü [2] ðîãîì ìàòðèö³ (1) ³ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ijR ). Î÷åâèäíî, ùî ð³ã 

ijR  º ìàòðèöåþ ( 1i j− + )-ãî ïîðÿäêó. Ó ð³ã ijR  âõîäÿòü ò³ëüêè ò³ åëåìåíòè 

rsa  ìàòðèö³ (1), ³íäåêñè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ j s≤ ≤  

r i≤ ≤ . Ââàæàòèìåìî, ùî  

 01 , 1 01 , 1ddet ( ) ddet ( ) pper ( ) pper ( ) 1n n n nR R R R+ += = = = . 

Àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì ijP  äî ôàêòîð³àëüíîãî äîáóòêó êëþ÷îâîãî 

åëåìåíòà ija  ìàòðèö³ (1) íàçèâàþòü ÷èñëî 

 1,1 , 1pper ( ) pper ( )ij j n iP R R− += , 

äå 1,1jR −  ³ , 1n iR +  – ðîãè ìàòðèö³ (1). 



23 

2. Äîâåäåìî òåîðåìó ïðî çâ’ÿçîê F -ïàðàâèçíà÷íèê³â ³ F -ïàðàïåðìà-
íåíò³â ³ç ïàðàâèçíà÷íèêàìè òà ïàðàïåðìàíåíòàìè. 

Òåîðåìà 1. ßêùî A  – òðèêóòíà ìàòðèöÿ (1), òî ñïðàâäæóþòüñÿ 
òàê³ òîòîæíîñò³: 
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äå ijδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ùîá äîâåñòè òîòîæí³ñòü (2), äîâåäåìî, ùî âåðõí³é ôàê-

òîð³àëüíèé äîáóòîê åëåìåíòà ,  1ija j i n≤ ≤ ≤ , F -ïàðàâèçíà÷íèêà 0ddet ( )A  
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Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè òîòîæíîñò³ (3)–(5). ◊ 
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 ìîæíà çàïèñàòè òàêîæ ó âèãëÿä³ 
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1
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Ñôîðìóëþºìî òåîðåìó ïðî ê³ëüê³ñòü íàéêîðîòøèõ øëÿõ³â íà ïîõèë³é 
ä³àãðàì³ [1] ó òåðì³íàõ ïàðàâèçíà÷íèê³â. 

Òåîðåìà 2. Íåõàé ïîõèëó ä³àãðàìó diagr ( , )λ µ  [1] çàäàíî äåÿêèìè 

ìóëüòèìíîæèíàìè 1 2 1 2, , , ,   , , , , 0, 0 ,  n s s nλ = λ λ λ µ = µ µ µ <  { } { } , ïðè-

÷îìó ,  1, ,i i i sµ ≤ λ =  . Òîä³ ê³ëüê³ñòü íàéêîðîòøèõ òðàºêòîð³é íà ö³é 

ä³àãðàì³ â³ä êðàéíüî¿ ï³âäåííî-ñõ³äíî¿ òî÷êè A  äî êðàéíüî¿ ï³âí³÷íî-
çàõ³äíî¿ òî÷êè B  ç ðóõîì mot ( , )↑ ←  äîð³âíþº çíà÷åííþ ïàðàâèçíà÷íèêà 
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 Çàóâàæåííÿ. ßêùî äëÿ ³íäåêñ³â ïàðàâèçíà÷íèêà (6) âèêîíóºòüñÿ íåð³â-
í³ñòü 1 0i j j iλ − µ + − + ≤ , òî â³äïîâ³äíèé åëåìåíò öüîãî ïàðàâèçíà÷íèêà º 

íóëåì. 
Äîâåäåìî òåîðåìó ïðî çâ’ÿçîê âåðõí³õ ³ íèæí³õ F -ïàðàâèçíà÷íèê³â òà 

çâ’ÿçîê âåðõí³õ ³ íèæí³õ F -ïàðàïåðìàíåíò³â. 
 Òåîðåìà 3. ßêùî A  – ìàòðèöÿ (1), òî âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 0
1 0 1ddet ( ) ( 1) ddet ( )n

ij j i n ij j i na a≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ⋅ − , (7) 

 0
0 1 1ddet ( ) ( 1) ddet ( )n

ij j i n ij j i na a≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ⋅ − , (8) 

 0
1 0 1pper ( ) ( 1) pper ( )n

ij j i n ij j i na a≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ⋅ − , (9) 

 0
0 1 1pper ( ) ( 1) pper ( )n

ij j i n ij j i na a≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤= − ⋅ − . (10) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó âèêîíàííÿ ð³âíîñòåé 

 0 1
0( 1)i j

ij ija a− += − ⋅ −{ } { } , (11) 

 1 0
0 ( 1)i j

ij ija a− += − ⋅ −{ } { } . (12) 

Çà îçíà÷åííÿì ôàêòîð³àëüíîãî äîáóòêó åëåìåíòà ija  ìàòðèö³ A  çàïèøåìî 
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òîáòî ð³âí³ñòü (11) ñïðàâäæóºòüñÿ. Ïîêëàâøè â ð³âíîñò³ (11) çàì³ñòü åëåìåí-

òà ija  åëåìåíò ( ija− ) ³ ïîìíîæèâøè îòðèìàíó ð³âí³ñòü íà 1( 1)i j− +− , ä³ñòàíå-

ìî ð³âí³ñòü (12). 
Äîâåäåìî ð³âí³ñòü (7). Íà ï³äñòàâ³ îçíà÷åííÿ F -ïàðàâèçíà÷íèêà ìàºìî 
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Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè ð³âíîñò³ (8)–(10). ◊ 
 Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äëÿ F -ïàðàïåðìàíåíò³â º àíàëîãîì òâåðäæåíü 
äëÿ F -ïàðàâèçíà÷íèê³â [1] ³ äîçâîëÿº ñïðîñòèòè ¿õ îá÷èñëåííÿ.  
 Òåîðåìà 4. Äëÿ òðèêóòíî¿ ìàòðèö³ (1) âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 0pper ( )A =  

 0 0 0 0
1,1 , 1 , 1pper pper ( ) pper ( ) pper ( )

1 j n j n j j
j

A R R R− + +
  = + ⋅ +  −   /( ) ,  (13) 

 0pper ( )A =  

 0 0 1,1 0 , 1 0 , 1/pper pper ( ) pper ( ) pper
1 1j n j n j j
j j

A R R R− + +
      = + ⋅ +      − −      

. (14) 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Äîâåäåìî ð³âí³ñòü (13) äëÿ 1j = : 

 0pper ( )A =  

 0 0 0 0
0,1 ,2 ,2/1

1
pper pper ( ) pper ( ) pper ( )

1 n nA R R R  = + ⋅ +  −  
( ) . (15) 

Äëÿ öüîãî ðîçâèíåìî âåðõí³é ïàðàïåðìàíåíò 0pper ( )A  çà åëåìåíòàìè ïåð-
øîãî ñòîâïöÿ: 

 0pper ( )A =  

 
1

0 01 1 1
, 1 , 1

1 1

( 1)
pper ( ) pper ( )

! ! ( 1) !

r r rn n
r r r

n r n r
r r

a a a
R R

r r r

−

+ +
= =

 −
= ⋅ = + ⋅ =  − 

∑ ∑  

 
1

0 01 1
, 1 , 1

1 1

( 1)
pper ( ) pper ( )

! ( 1) !

r rn n
r r

n r n r
r r

a a
R R

r r

−

+ +
= =

−
= ⋅ + ⋅ =

−∑ ∑  

 
1

0 0 01
,2 , 1

2

1
pper pper ( ) pper ( )

1 ( 1) !

rn
r

n n r
r

a
A R R

r

−

+
=

  = + + ⋅  − −   ∑ . 

Ïîêëàâøè â îñòàíí³é ñóì³ 1r s= + , ä³ñòàíåìî  

 
1

1,10 0 0 0
,2 , 2

1

1
pper ( ) pper pper ( ) pper ( )

1 !

sn
s

n n s
s

a
A A R R

s

−
+

+
=

  = + + ⋅ =  −   ∑  

 0 0 0
,2 ,2/1

1
pper pper ( ) pper ( )

1 n nA R R  = + +  −  
, 

òîáòî äëÿ 1j =  ð³âí³ñòü (13) âèêîíóºòüñÿ.  

 Äîâåäåìî ð³âí³ñòü (13) äëÿ 1 j i n≤ ≤ ≤ . Äëÿ öüîãî çðîñòàþ÷èé F -ïàðà-

ïåðìàíåíò 0pper
1
j

A    −  
 ðîçêëàäåìî çà åëåìåíòàìè âïèñàíî¿ ïðÿìîêóòíî¿ 

òàáëèö³ ( )T j :  

 
111

0 0 0

1

( 1)
pper

1 ( 1) ! ( 1) !

s jr sjn n
sjrs

rs sj
r j s s j

aaj
A P P

r s s j

− +− +−

= = =

−  = + − − + − +  ∑ ∑ ∑ . (16) 

Äðóãèé äîäàíîê ð³âíîñò³ (16) â³äïîâ³äàº ðîçâèíåííþ öüîãî F -ïàðàïåðìàíåí-
òà çà åëåìåíòàìè j -ãî ñòîâïöÿ. Ïîçíà÷èìî ïåðøó ñóìó ÷åðåç ϕ . Òåïåð 

ðîçâèíåìî âåðõí³é F -ïàðàïåðìàíåíò 0pper ( )A  çà åëåìåíòàìè òàáëèö³ ( )T j : 

 
1

0 0 0 0
1,1pper pper ( ) pper ( )

( 1) !

s jn
sj

sj j nj
s j

a
A P R R

s j

− +

−
=

= ϕ + = ϕ + ⋅
− +∑ . 

Ïîäàâøè åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâïöÿ ðîãó njR  ó âèãëÿä³ ( 1) 1sj sja a= − + , 

, ,s j n=  , ³ âèêîðèñòàâøè ð³âí³ñòü (15) äëÿ ïåðøîãî ñòîâïöÿ, ä³ñòàíåìî 
òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 0pper ( )A = ϕ +  

 0 0 0 0
1,1 , 1 , 1/pper ( ) pper pper ( ) pper ( )

1j nj n j n j j
j

R R R R− + +
    + ⋅ + + =    −    

 

 0 0
1,1pper ( ) pper

1j nj
j

R R−
  = ϕ + ⋅ +  −  

 

 0 0 0
1,1 , 1 , 1/pper ( ) pper ( ) pper ( )j n j n j jR R R− + ++ ⋅ +( ) . 
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Âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü [1]  
1

0 0 0
1,1

( 1)
pper ( ) pper

1 ( 1) !

s jn
sj

j nj sj
s j

aj
R R P

s j

− +

−
=

−  ⋅ =  − − +   ∑ , 

à òàêîæ (16), ä³ñòàíåìî ð³âí³ñòü (13) äëÿ äîâ³ëüíîãî j , ùî çàäîâîëüíÿº íå-

ð³âíîñò³ 1 j i n≤ ≤ ≤ . Ð³âí³ñòü (14) äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî. ◊ 
 3. Òàêèì ÷èíîì, F -ïàðàâèçíà÷íèêè òà F -ïàðàïåðìàíåíòè º ï³äêëàñîì 
ïàðàâèçíà÷íèê³â ³ ïàðàïåðìàíåíò³â, òîìó ïåðø³ ìàþòü âëàñòèâîñò³ îñòàíí³õ 
[2]. Îäíàê âîíè ìàþòü âëàñòèâîñò³, ïðèòàìàíí³ ò³ëüêè ¿ì (òåîðåìà 4). Îòæå, 
çâàæàþ÷è íà âàæëèâ³ çàñòîñóâàííÿ F -ïàðàâèçíà÷íèê³â òà F -ïàðàïåðìà-
íåíò³â, àêòóàëüíîþ º çàäà÷à ïîäàëüøîãî äîñë³äæåííÿ ¿õí³õ âëàñòèâîñòåé.  
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К F - ПАРАОПРЕДЕЛИТЕЛЯМ И F -ПАРАПЕРМАНЕНТАМ ТРЕУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ 
 
Äîêàçàíî, ÷òî F -ïàðàîïðåäåëèòåëè è F -ïàðàïåðìàíåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì 
ñëó÷àåì ïàðàîïðåäåëèòåëåé è ïàðàïåðìàíåíòîâ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âåðõ-
íèìè è íèæíèìè F -ïàðàîïðåäåëèòåëÿìè è âåðõíèìè è íèæíèìè F -ïàðàïåðìà-
íåíòàìè, à òàêæå äîêàçàíû íåêîòîðûå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ î F -ïàðàïåðìàíåí-
òàõ, àíàëîãè÷íûå èçâåñòíûì óòâåðæäåíèÿì î F -ïàðàîïðåäåëèòåëÿõ.  
 
ON F -PARADETERMINANTS AND F -PARAPERMANENTS OF TRIANGULAR MATRICES 
 
It is proved that F -paradeterminants and F -parapermanents are particular cases of 
paradeterminants and parapermanents. The relation between the upper and lover F -
paradeterminants and upper and lover F -parapermanents is established. Certain im-
portant statements on F -parapermanents, being counterparts of the known facts about 
F - parapermanents, are proved. 
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