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ПРО ОДНУ КОНСТРУКЦІЮ СКІНЧЕННОВИМІРНИХ 
РЕДУКЦІЙ НА ФУНКЦІОНАЛЬНИХ МНОГОВИДАХ  
 

Ñôîðìóëüîâàíî îñíîâí³ çàñàäè ñõåìè ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é ó òåðì³íàõ 
ñó÷àñíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîâè ç âèêîðèñòàííÿì ìàòåìàòè÷íèõ îá’ºêò³â 
äæåò-àíàë³çó, âñòàíîâëåíî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ö³º¿ ñõåìè òà ïðî³ëþñòðî-
âàíî ¿¿ íà ïðèêëàä³ êîíêðåòíèõ çàñòîñóâàíü. 

 
 Îñê³ëüêè â îñíîâ³ ôàêòè÷íî êîæíîãî ìåòîäó ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóê-
ö³é íåë³í³éíèõ çàäà÷ ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ëåæèòü ïåâíà ìàòåìàòè÷íà 
îá’ºêòíî-îð³ºíòîâàíà ñõåìà, òî ðîçêðèòòÿ ¿¿ çì³ñòó ÿê ïðåäìåòó ñó÷àñíî¿ 
ìàòåìàòèêè é ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè âèêëèêàº ïðèðîäíèé ³íòåðåñ. Ñõåìà 
êëàñè÷íîãî ï³äõîäó äî ïîáóäîâè ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é íåë³í³éíèõ 
åâîëþö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè áóëà çàïðîïîíîâàíà ùå ó 
19 ñò. êëàñèêàìè ìàòåìàòèêè é ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè òà äîïîâíåíà â 70-õ 
ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîë³òòÿ òàêèìè ìàòåìàòèêàìè, ÿê Ï. Ä. Ëàêñ, Ñ. Ï. Íîâ³-
êîâ, À. Âèíîãðàäîâ, Á. Êóïåðøì³äò, Í. ²áðàã³ìîâ, Ë. Â. Îâñÿíí³êîâ, À. Á. Øà-
áàò, Â. Ñîêîëîâ, Â. ². Ôóùè÷, Ï. Îëâåð, À. Ôîêàñ òà ³íøèìè (äèâ. á³áë³îãðà-
ô³þ ó [8]). Ó ö³é ñòàòò³ çóïèíèìîñÿ íà ôîðìóëþâàíí³ îñíîâíèõ çàñàä ñõåìè 
ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é ó òåðì³íàõ ñó÷àñíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîâè, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ìàòåìàòè÷í³ îá’ºêòè òàê çâàíîãî äæåò-àíàë³çó, âñòàíîâèìî 
îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ö³º¿ ñõåìè òà ïðî³ëþñòðóºìî ¿¿ íà ïðèêëàä³ êîíêðåòíèõ 
çàñòîñóâàíü. 
 1. Íåõàé åâîëþö³éíó ñèñòåìó ð³âíÿíü çàäàíî ó âèãëÿä³ 

 du K u
dt

= [ ] , (1) 

äå ( )( ; )k n mu J∈[ ]    º òî÷êîþ äæåò-ìíîãîâèäó ( ) ( ; )k n mJ    ïîðÿäêó k ∈ 

+∈   [6] òà 
1, ,

max i
i n

k k
∈

=
{ }

 ç áàçîþ n , âèçíà÷åíîãî ÿê òîïîëîã³÷íà ñóìà 

âñ³õ ìîæëèâèõ îðá³ò ( )
0 0 ( ), ,k

kOr x u g( )[ ] , çàäàíèõ ð³âíÿííÿìè 

 
( ) ( 1 )

,          j
i i

j j
j

du u i k
dx

+
= < , 

 
( )

( )
( ) ,     

i
j k

j jk
j

du g u i k
dx

= =( )[ ] , (2) 

äå   
1,

0,   1, , : ,  1, ,  1m m j ij i n
i k m n m j j n

=
= ∀ ∈ ≠ = = δ{ } { } , ç ïî÷àòêîâèìè 

óìîâàìè 

 
0

( ) ( )
0

k k

x x
u u

=
=[ ] [ ] , 

äå 1,   ( , , )n
nx i i i∈ =   – ìóëüòè³íäåêñ, 1( , , )( ) (0, ,0)

0 , , nk kku u u= ∈ ( )[ ]  

( )m p∈ ⊗   òà 
1

( 1)
n

j
j

p k
=

= +∏ . Îðá³òè ( )
0 0 ( ), ,k

kOr x u g( )[ ]  ï³äñóìîâóºìî ÿê òîïî-

ëîã³÷í³ ïðîñòîðè âåêòîðíèõ ïîë³â, çàëåæíèõ â³ä ïàðàìåòðà nx ∈  , çà óñ³ìà 

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ( )
0
ku[ ]  ³ â³äîáðàæåííÿìè ( )

( ) ;j m p m
kg C∞∈ ⊗( )  , j =  

1,n= , âèáðàíèìè òàê, ùîá îðá³òà ( )
0 0 ( ), ,k

kOr x u g( )[ ]  áóëà êîìïàêòíîþ ³ çà 

ïàðàìåòðîì nx ∈   – ãëîáàëüíîþ. Îòæå, îòðèìóºìî ñê³í÷åííîâèì³ðíèé 
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äæåò-ìíîãîâèä ( ) ( ; )k n mJ   , ÿêèé çà ñâîºþ ïîáóäîâîþ ãîìåîìîðôíèé ñê³í-

÷åííîâèì³ðíîìó ôóíêö³îíàëüíîìó ï³äïðîñòîðó pmM M⊂  ìíîãîâèäó M , 

ù³ëüíî òà íåïåðåðâíî âêëàäåíîãî â ( ; )n mC∞   . Ïîâíèé äæåò-ìíîãîâèä 

( ; )n mJ    âèçíà÷àºòüñÿ, ÿê ³íâåðñíà ãðàíèöÿ ( ; )n mJ =   
( )

( )

inv lim ( ; )
n

k n m

k

J
+∈

=


  . Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîáóäîâàíèé òàêèì ñïîñîáîì ïîâ-

íèé äæåò-ìíîãîâèä ( ; )n mJ    ëîêàëüíî äèôåîìîðôíèé çâè÷àéíîìó íåñê³í-

÷åííîâèì³ðíîìó ôóíêö³îíàëüíîìó ìíîãîâèäó ( ; )n mM C∞⊂   . Ç îãëÿäó íà 

öå ñèñòåìó (1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âåêòîðíå ïîëå /d dt  íà íåñê³í÷åííîâè-

ì³ðíîìó ìíîãîâèä³ M  ç ïàðàìåòðîì åâîëþö³¿ t ∈  . Î÷åâèäíî, íà M  çàäàí³ 

òàêîæ ñòàíäàðòí³ âåêòîðí³ ïîëÿ / ,  1,jd dx j n= , ÿê³ ä³þòü íà òî÷êè u ∈[ ]  

( ) ( ; )s n mJ∈    äæåò-ìíîãîâèäó ÿê çâè÷àéíå äèôåðåíö³þâàííÿ: ( )s

j

d u
dx

=  

( 1 ) ( 1)( ; )js s n mu J
+ += ∈   . Î÷åâèäíî, ùî âñ³ ö³ âåêòîðí³ ïîëÿ àïð³îð³ êîìóòó-

þòü: , 0,  1,
j

d d j n
dt dx

  = =  
. 

 2. Ìåòîä ðåäóêö³¿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) äî ñê³í÷åííîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ íà 
M  ïîëÿãàº àáî (à) â ³ñíóâàíí³ äîäàòêîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ /du d uτ = α[ ] , 

( ) ( ; )r n mu J∈[ ]    íà ôóíêö³îíàëüíîìó ìíîãîâèä³ M  ÿê åëåìåíòà äîòè÷íîãî 

ïðîñòîðó ( )T M  äî M , àáî (á) â ³ñíóâàíí³ ïåâíîãî åëåìåíòà ( )u T M∗ϕ ∈[ ] , 
( ) ( ; )r n mu J∈[ ]   , äå r +∈  º ñê³í÷åííèì, òàêèõ, ùî çàëèøàþòü ³íâàð³àíò-

íèìè â³äíîñíî (1) ï³äìíîãîâèä  

 : : 0M u M uα = ∈ α =[ ]{ }  (3) 

÷è â³äïîâ³äíî ï³äìíîãîâèä 

 : : 0M u M uϕ = ∈ ϕ =[ ]{ } . (4) 

Òîä³ êëàñè÷íèé ïðèíöèï ñê³í÷åííîâèì³ðíî¿ ðåäóêö³¿ ïîëÿãàº ó òîìó, ùî âè-
õ³äíå âåêòîðíå ïîëå (1), òîáòî ðîçãëÿäóâàíó çàäà÷ó, ìîæíà ³íâàð³àíòíî òà 
ïðè öüîìó «òî÷íî» çðåäóêóâàòè äî â³äïîâ³äíî¿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü íà ï³äìíîãîâèä Mα , çàäàíèé (3), ó âèïàäêó (à), òà Mϕ , çà-

äàíèé (4), ó âèïàäêó (á). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîãîâèäè (3) ³ (4) º ñê³í÷åííîâè-
ì³ðíèìè. Òàêèì ÷èíîì, îáìåæóºìî ôóíêö³îíàëüíèé êëàñ ìîæëèâèõ ðîçâ’ÿç-
ê³â (1), ïðîòå íå âòðà÷àºìî ¿õ òî÷íîñò³ ç îãëÿäó íà ³íâàð³àíòí³ñòü â³äïîâ³ä-
íèõ ï³äìíîãîâèä³â Mα  òà Mϕ . 

 Ðåçóëüòàòîì òàêî¿ ðåäóêö³¿ º ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü íà Mα  ÷è íà Mϕ , ÿêà òåïåð ñòàº îñíîâíèì îá’ºêòîì àíàë³çó òà äæåðå-

ëîì çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ, õî÷à é ÷àñòêîâèõ, ðîçâ’ÿçê³â âèõ³äíîãî ð³âíÿí-
íÿ (1). Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ñê³í÷åííîâèì³ðíî¿ ðåäóêö³¿ ð³âíÿííÿ (1) çâî-
äèòüñÿ äî àíàë³çó óìîâ, ùî ´àðàíòóþòü ³ñíóâàííÿ ï³äìíîãîâèä³â Mα  òà Mϕ , 

³ ñïîñîá³â ¿õ ïîáóäîâè. 
Â³äïîâ³äü íà ö³ ïèòàííÿ äàëè Ñ. Ë³, Å. Íüîòåð ³ Å. Êàðòàí: òðåáà çíàéòè 

â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü Íüîòåð 0KL α =  àáî 0KL ϕ = , äå KL  – ïîõ³äíà 

Ë³ [2], âçäîâæ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ÿê ãëàäêîãî â³äîáðàæåííÿ : ( )K M T M→ . 
Ö³ ð³âíÿííÿ ìàþòü â³äïîâ³äíî íàñòóïíèé ÿâíèé âèãëÿä: 
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 0d K u
dt
α ′− α =[ ] , (5) 

 0
d

K u
dt

∗ϕ ′− ϕ =[ ] , (6) 

äå K′  – ïîõ³äíà Ôðåøå, K ∗′  – ¿¿ ôîðìàëüíå ñïðÿæåííÿ â³äíîñíî ñòàíäàðò-

íî¿ á³ë³í³éíî¿ ôîðìè íà ( ) ( )T M T M∗ ×  [1]. 
Îñê³ëüêè ö³ ð³âíÿííÿ ë³í³éí³ â³äíîñíî íåâ³äîìèõ åëåìåíò³â, òî ç óìîâè 

0uα =[ ]  àáî 0uϕ =[ ]  ïðè 0t =  âèïëèâàº, ùî 0uα =[ ]  àáî â³äïîâ³äíî uϕ =[ ]  

0=  äëÿ óñ³õ t ∈  , à öå é îçíà÷àº ³íâàð³àíòí³ñòü ï³äìíîãîâèä³â Mα  ÷è Mϕ  

â³äïîâ³äíî. 

 3. ª ð³çí³ ñïîñîáè ïîøóê³â ñèìåòð³é ( )u T Mα ∈[ ]  ÷è ( )u T M∗ϕ ∈[ ] . 
Çîêðåìà, Ï. Ä. Ëàêñ [7] ³ Ñ. Ï. Íîâ³êîâ [5] (äèâ. òàêîæ [4]) çàïðîïîíóâàëè òà-
êó ïðîñòó ñõåìó ïîøóêó ³íâàð³àíòíîãî ï³äìíîãîâèäó Mϕ : çíàéòè ÿêèé-íå-

áóäü ôóíêö³îíàëüíèé ³íâàð³àíò : Mγ →   íà M  äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1), 
òîáòî òàêèé âèðàç  

 ( ),        ( ; )
n

r n mu dx u Jγ = γ ∈∫ [ ] [ ]

   , (7) 

ùî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
[ ]

0
tu K u

d
dt =

γ = . Òîä³ âåëè÷èíà grad :u uγ = ϕ ∈[ ] [ ]  

( )T M∗∈  çàäîâîëüíÿº (ç îãëÿäó íà ëåìó Ï. Ä. Ëàêñà [7]) òîòîæíî óìîâó Êàð-

òàíà – Íüîòåð 0KL
dt
∂ϕ + ϕ = . Öèì ìåòîäîì Ï. Ä. Ëàêñ, Ñ. Ï. Íîâ³êîâ òà ³íø³ 

îïèñàëè âñ³ òàê çâàí³ áàãàòîñîë³òîíí³ òà ñê³í÷åííîçîíí³ ðîçâ’ÿçêè íåë³í³é-
íèõ ð³âíÿíü òèïó Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà ùå â 70-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîë³òòÿ. 
 Ç ³íøîãî áîêó, ó ïðàöÿõ Ï. Îëâåðà, À. Ôîêàñà, Í. ²áðàã³ìîâà, À. Á. Øà-
áàòà, À. Ìèõàéëîâà òà ³íøèõ ó 80-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîë³òòÿ ðîçâèíóòî 
àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä, çàïî÷àòêîâàíèé ùå Áåêëóíäîì ó 19-ìó ñòîë³òò³, ÿêèé 
áàçóºòüñÿ íà ÿâíîìó êîíñòðóþâàíí³ ³íâàð³àíòíèõ ï³äìíîãîâèä³â (3) íà îñíîâ³ 
ñèìåòð³é Ë³ – Áåêëóíäà, ÿê³, çîêðåìà, çíàõîäèëè çà äîïîìîãîþ òåõí³êè 
ñèìâîë³â ïñåâäîäèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â ³ â³äïîâ³äíîãî óçàãàëüíåííÿ 
ìåòîäó ðÿä³â Ôóð’º. 
 4. Àíàëîã³÷íèé äî ïîïåðåäíüîãî àíàë³ç ìîæíà ïðîâåñòè ³ äëÿ âèïàäêó 

âåêòîðíîãî ïîëÿ (1), çàäàíîãî íà äæåò-ìíîãîâèä³ ( ; )n mJ   . À ñàìå, ìàºìî 

ïðèðîäíèì ÷èíîì çàäàí³ âåêòîðí³ ïîëÿ / ,  / ,  1,jd dt d dx j n= , íà ( ; )n mJ   , 

äå çà îçíà÷åííÿì ( 1 ) ( 1 )( )/ : ,    / /s sj jj
s s jdu dx u du dt d dx K u+ += = [ ]  äëÿ âñ³õ j ∈  

n
+∈   òà 1,s n= . Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîäàòêîâî äåÿêó óìîâó ñê³í÷åííîâèì³ð-

íî¿ ðåäóêö³¿ íà ñê³í÷åííîâèì³ðíèé äæåò-ï³äìíîãîâèä ( ; )n mJξ   , äå çà 

îçíà÷åííÿì 

 ( 1 )( )
( 1 ): ( ; ) : ,  1,s

s

rn m s r
rJ u J u u s n+

ξ += ∈ ξ = =[ ] [ ]{ }  . (8) 

 Öå îçíà÷àº, ùî âåêòîðí³ ïîëÿ, çàäàí³ íà ( ; )n mM J   , òðåáà ³íâàð³-

àíòíî ðåäóêóâàòè íà äæåò-ï³äìíîãîâèä ( ; )n mJ Jξ ⊂   . À ñàìå, ìàºìî ïðè-

ðîäíèì ÷èíîì çàäàí³ âåêòîðí³ ïîëÿ /d dt  ³ / ,  1,jd dx j n= , îçíà÷åí³ íà ïîâ-

íîìó äæåò-ìíîãîâèä ( ; )n mJ   , ÿê³ ìîæíà çðåäóêóâàòè íà ñê³í÷åííîâèì³ð-

íèé äæåò-ï³äìíîãîâèä ( ) ( ; )r n mJ Jξ   òàêèì ÷èíîì: 
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( )
( 1 )

( )
( )

( )
( 1 )

, ,
   

, ,

s

s

j
j

s s
s

sj
s r
r s s

s

du u j r
dx

D
du u j r
dx

+

ξ

+

= <  =
= ξ =


[ ]
, (9) 

 

(0)
( ) ( )
0

( )
( 1 )

( ) ( )

,
  

,
s

r

j t
r

j
s

du K u
dt D

du d K u
dt dx

ξ

ξ
+

ξ

= 
=

=


[ ]

[ ]
, (10) 

äå ( ) ( )r
jK uξ [ ] âèçíà÷åíî ðåêóðñèâíî ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
01 ,    

s

r r r
jj J

s J

dK u K u K u K u
dx ξ

ξ

ξ ξ ξ
+ = =] [ ][ ] [ ] [ . 

Îñê³ëüêè ðåäóêö³ÿ íà äæåò-ï³äìíîãîâèä ( ; )n mJ Jξ ⊂    ìàº áóòè ³íâà-

ð³àíòíîþ, òî îòðèìàí³ âåêòîðí³ ïîëÿ ( )
sD ξ  òà ( )

tD ξ  íà ( ) ( ; )r n mJ    ïîâèíí³ 

êîìóòóâàòè: ( ) ( ),  0s tD Dξ ξ =[ ] , ùî îçíà÷àº çâè÷àéíó íåçàëåæí³ñòü íà 
( ) ( ; )r n mJ    çì³ííèõ ,  1,sx s n∈ = , òà çì³ííî¿ åâîëþö³¿ t ∈  . Ïðè öüîìó, 

î÷åâèäíî, ïîâèíí³ òàêîæ êîìóòóâàòè ì³æ ñîáîþ âåêòîðí³ ïîëÿ ( ) ,  1,sD s nξ = , 

òîáòî ( ) ( ),  0s jD Dξ ξ =[ ]  äëÿ âñ³õ , 1,s j n= . Âñ³ ö³ óìîâè º íåîáõ³äíèìè äëÿ òî-

ãî, ùîá ³ñíóâàëà ñê³í÷åííîâèì³ðíà ðåäóêö³ÿ íà ( ) ( ; )r n mJ    âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ (1), ðîçãëÿíóòîãî íà äæåò-ìíîãîâèä³ ( ; )n mJ   , ÿêà çàäàíà äæåò-ñï³ââ³ä-
íîøåííÿì (8), ³ íà ÿêå ïðè âèêîíàíí³ âñ³õ çãàäàíèõ óìîâ òðåáà íàêëàñòè 
â³äïîâ³äí³ àíàë³òè÷í³ îáìåæåííÿ òà ¿õ ðîçâ’ÿçàòè. 

Çàóâàæèìî, ùî â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó, íà æàëü, íåìàº ïðîñòîãî 
àïð³îðíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ íà ïîðîäæóþ÷èé âèðàç ó (8), ÿêå áè ñïðàâäæó-
âàëîñÿ äëÿ öüîãî âèðàçó ñòîñîâíî âèõ³äíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ³ äàâàëî 
çìîãó çíàéòè ³íâàð³àíòíèé ï³äìíîãîâèä (8) ó ÿâí³é àáî íàáëèæåí³é ôîðì³. 

5. Ó íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó, 1,  2n m= = , ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ìîæíà 
ïîäàòè, íàïðèêëàä, ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 
1

2

( 1)
21 1

( 1)
2 2

, ; ,
  ( ; )

, ; ,

r

r

u x t u
J J

u x t u

+

ξ+

= ξ  ⇒ ⊂
= ξ 

[ ]

[ ]
  , (11) 

äå 1 2,r r +∈   ô³êñîâàí³. Óìîâà êîìóòàòèâíîñò³ ( ) ( ),  0s tD Dξ ξ =[ ]  áóäå ïåâíèì 
íàáîðîì ñï³ââ³äíîøåíü-îáìåæåíü, ùî ðåàë³çóþòü óìîâè ¿õ ñóì³ñíîñò³. 
 Òóò öåé ìîìåíò ìîæíà äîäàòêîâî ïðîàíàë³çóâàòè ç òî÷êè çîðó ïîïå-
ðåäíüîãî àíàë³çó êëàñè÷íî¿ ñõåìè ðåäóêö³¿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) íà ³íâàð³-
àíòíèé ï³äìíîãîâèä M Mα ⊂ . Íåõàé ³ñíóº äåÿêèé åëåìåíò ( )u T Mα ∈[ ]  òà-

êèé, ùî çàäîâîëüíÿº óìîâó ³íâàð³àíòíîñò³ Êàðòàíà – Íüîòåð 0KL
t

∂α + α =
∂

. 

Öüîìó åëåìåíòó íà ôóíêö³îíàëüíîìó ìíîãîâèä³ M  â³äïîâ³äàº äåÿêå âåê-

òîðíå ïîëå /d dτ  íà ïîâíîìó äæåò-ìíîãîâèä³ ( ; )n mJ   , äëÿ ÿêîãî ðåêó-
ðåíòíèì ÷èíîì çíàõîäèìî 

 

( 1 )

( 1 )

( )

: ,
  :

,       ,

s

s

j

j j
s

j
n

j

du d u u
d dx D

du u j
d

+

+

τ

= α = α τ =
= α ∈ τ

[ ] [ ]

[ ] 
. (12) 

Îñê³ëüêè âåêòîðí³ ïîëÿ /d dt  òà /d dτ  íà M  êîìóòóþòü, òîáòî º íåçàëåæ-
íèìè, òî âîíè, î÷åâèäíî, ïîâèíí³ êîìóòóâàòè ³ íà ëîêàëüíî äèôåîìîðôíîìó 
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äî íüîãî äæåò-ìíîãîâèä³ ( ; )n mJ   , òîáòî ,  0tD Dτ =[ ] . ßêùî îäíî÷àñíî 

ñêîíñòðóþâàòè âåêòîðí³ ïîëÿ ( ) ( ),  tD Dξ ξ
τ , ùî â³äïîâ³äàþòü óìîâ³ ³íâàð³àíò-

íîñò³ 0uα =[ ]  äëÿ ï³äìíîãîâèäó M Mα ⊂ , òî âîíè, î÷åâèäíî, áóäóòü àïð³îð³ 

êîìóòóâàòè ì³æ ñîáîþ òà ç â³äïîâ³äíèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè ( ) , 1,sD s nξ = , 

íà ðåçóëüòóþ÷îìó äæåò-ìíîãîâèä³ ( ) ( ; )r n mJ   , ïîáóäîâàíîìó íà îñíîâ³ ëî-

êàëüíî äèôåîìîðôíîãî éîìó ï³äìíîãîâèäó M Mα ⊂ . Îòæå, ëîã³÷íèì º ï³ä-

õ³ä, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ïðÿì³é ïîáóäîâ³ ôóíêö³îíàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â âèõ³ä-

íèõ ð³âíÿíü Êàðòàíà – Íüîòåð 0KL
t

∂ϕ + ϕ =
∂

 àáî 0KL
t

∂α + α =
∂

, äå ( )T Mα∈ , 

( )T M∗ϕ ∈ , ³ äå, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó 1, 2n m= =  ìîæíà øóêàòè ¿õ ðîç-
â’ÿçêè ó òàê³é ôîðì³: 

 ( ) 2
1 2, ; , , ; ( ),       ( ; )ru x t u x t u T M u Jα = α α ∈ ∈[ ] [ ] [ ] [ ]( )   , (13) 

àáî 

 ( ) 2
1 2, ; , , ; ( ),       ( ; )ru x t u x t u T M u J∗ϕ = ϕ ϕ ∈ ∈[ ] [ ] [ ] [ ]( )   . (14) 

 Î÷åâèäíî, ùî íàâåäåí³ âèðàçè (13), (14) äëÿ åëåìåíò³â ( )u T Mα ∈[ ]  ³ 

( )u T M∗ϕ ∈[ ]  ìîæóòü ñëóæèòè äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî àëãîðèòìó ¿õ çíàõîä-
æåííÿ ó ÿâíîìó âèãëÿä³. 
 Ðîçâèíóòèìè º òàêîæ «ïðÿì³» ìåòîäè ïîøóêó ìîæëèâèõ êëàñ³â ðîç-
â’ÿçê³â âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü Êàðòàíà – Íüîòåð, ùî ´ðóíòóþòüñÿ íà ìîäè-
ô³êîâàíîìó àñèìïòîòè÷íîìó ìåòîä³ ìàëîãî ïàðàìåòðà òà àñîö³éîâàíîìó ç 
íèì ìåòîä³ ïåðåòâîðåíü Ôóð’º [3, 8]. 

 6. Ùîá ïðî³ëþñòðóâàòè âèêëàäåíó âèùå ñõåìó ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðå-
äóêö³é íåë³í³éíèõ åâîëþö³éíèõ ð³âíÿíü, ðîçãëÿíåìî ÿê ïðèêëàä ìîäèô³êî-
âàíå íåë³í³éíå ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà  

 = = − −26t x xxxu K u u u u[ ] , (15) 

äå ( ) ( ; )u t M C∞∈ ⊂     º  -ïåð³îäè÷íîþ ôóíêö³ºþ çà çì³ííîþ x ∈  , ïàðà-

ìåòð åâîëþö³¿ t ∈  . 

Îñê³ëüêè îïåðàòîð 3 26K u∗′ = ∂ + ∂ , òî ð³âíÿííÿ (6) ó öüîìó âèïàäêó 
íàáóâàº âèãëÿäó 

 26t xxx xuϕ = − ϕ − ϕ , (16) 

äå ( )T M∗ϕ ∈ ⊗  . Ð³âíÿííÿ (16) äîïóñêàº ïðè λ → ∞  àñèìïòîòè÷íèé ðîç-
â’ÿçîê 

 

0

3( , ; ) exp ( , ; )
x

x

x t x t x t dx
 

ϕ λ = λ − λ + σ λ 
 

∫ , (17) 

äå 1 1,  xλ ∈ ∈  . Ïðè λ → ∞  äëÿ ëîêàëüíîãî ôóíêö³îíàëà ³ñíóº òàêå 
àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ: 

 ( , ; ) j
j

j

x t u
+

−

∈

σ λ σ λ∑ [ ]


. (18) 

²ç ôîðìóë (16), (17) òà (18) ìîæíà îòðèìàòè ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ 
ëîêàëüíèõ ôóíêö³îíàë³â ,  j u j +σ ∈[ ]  , ÿê³ äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè âñþ ¿õ 

³ºðàðõ³þ, ïåðø³ åëåìåíòè ÿêî¿ ìàþòü òàêèé ÿâíèé âèãëÿä: 

 2 2 4
0 1 2 30,       2 ,       4 ,       2 4 2x x xu uu u uu uσ = σ = − σ = σ = − − − , 

 3
4 4 4 16x x xx xuu u u u uσ = + + . (19) 
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Ëîêàëüíèì ôóíêö³îíàëàì ,  j u j +σ ∈[ ]  , â³äïîâ³äàþòü çàêîíè çáåðåæåííÿ 

0

0

,  
x

i j
x

u dx j
+

+γ = σ ∈∫


[ ]  . ßê óæå çàçíà÷àëîñÿ ó ï. 3, ÿêùî 
0

0

:
x

x

u dx
+

γ = γ∫


[ ]  

: M →   º ôóíêö³îíàëüíèì ³íâàð³àíòîì äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (15) íà M , òî 

âåëè÷èíà grad : ( )u u T M∗γ = ψ ∈[ ] [ ]  òîòîæíî çàäîâîëüíÿº óìîâó Êàðòàíà – 

Íüîòåð 0KL
t

∂ψ + ψ =
∂

. Íàãàäàºìî, ùî îïåðàòîð grad : ( ) ( )D M T M∗→ , âèçíà-

÷åíèé íà ïðîñòîð³ ( )D M  ãëàäêèõ çà Ôðåøå ëîêàëüíèõ ôóíêö³îíàë³â íà M , 

ä³º çà ïðàâèëîì grad FF
u

δ=
δ

, äå ( )F D M∈ , à 
( )
u

δ ⋅
δ

º âàð³àö³éíîþ ïîõ³äíîþ 

Åéëåðà, òîáòî 

 
( )

0

( ) ( )
( 1)

k
k

k
k

d
u dx u

∞

=

δ ⋅ δ ⋅ = −  δ   δ
∑ . (20) 

Çà ôîðìóëîþ (20) ìîæåìî òåïåð îá÷èñëèòè ãðàä³ºíòè ôóíêö³îíàë³â, çàäà-
íèõ âèðàçàìè (19): 

 0 2 4grad grad grad 0γ = γ = γ = , 

 3
1 3grad 4 ,      grad 4 8xxu u uγ = − γ = − . 

Ùîá ïîáóäóâàòè ³íâàð³àíòíèé ñê³í÷åííîâèì³ðíèé ï³äìíîãîâèä, çàäàíèé (4), 
â³äì³ííèé â³ä ìíîæèíè ç îäíèì ëèøå íóëüîâèì åëåìåíòîì, âèáåðåìî ψ =  

3
3 1grad grad 4 8 4xxc u u cu= γ + γ = − − , äå c ∈   – äîâ³ëüíà êîíñòàíòà. Òîä³ 

(2) (0) 3 (0)( ; ) : 2M u J u u cuψ = ∈ = +[ ]{ ( ) }  . Òàêèì ÷èíîì, çíàéäåíî ïîðîäæó-

þ÷èé âèðàç äëÿ (8): (1) (0) (1) (0) 3 (0)
(2) (2) , 2u u u u cuξ = ξ = +( ) ( )[ ] . Òåïåð çà ñõå-

ìîþ (9), (10) ìîæåìî çðåäóêóâàòè âåêòîðíå ïîëå (15) íà äâîâèì³ðíèé ï³ä-
ìíîãîâèä Mψ : 

 
(0)

(1)du u
dx

= , 

 
(1)

(0) 3 (0)2du u cu
dx

= +( ) , (22) 

 
(0)

(0) 2 (1) (1)12du u u cu
dt

= − −( ) , 

 
(1)

(0) (1) 2 (0) 5 (0) 3 2 (0)24 24 14du u u u c u c u
dt

= − − − −( ) ( ) ( ) . (23) 

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ôàçîâ³ êðèâ³ âåêòîðíîãî ïîëÿ (22) äëÿ 1c = −  

(ðèñ. 1à) ³ äëÿ 0c =  (ðèñ. 1á). Ñèñòåìà (22) çà óìîâè 0c <  ìàº òðè òî÷êè 

ð³âíîâàãè: (0,  0), /2,  0 , /2,  0  c c− − −( ) ( ) , ÿê³ º öåíòðîì ³ ñ³äëàìè â³äïî-

â³äíî (ðèñ. 1à). Ïðè 0c ≥  ñèñòåìà (22) ìàº ëèøå îäíó òî÷êó ð³âíîâàãè (0,0) , 
ÿêà º ñ³äëîì (äèâ. ðèñ. 1á). Çðîçóì³ëî, ùî âèáðàâøè ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ 

ñèñòåìè (22) ïðè 0c <  ó âèãëÿä³ (0)
10x

u
=

= β  ³ (1)
20x

u
=

= β  òàê, ùîá òî÷êà 

1 2( , )β β  ì³ñòèëàñü óñåðåäèí³ ãðàíè÷íîãî öèêëó ö³º¿ ñèñòåìè, îòðèìàºìî ïå-
ð³îäè÷íèé ÷àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíî¿ çàäà÷³ (15), åâîëþö³þ ÿêîãî â ÷àñ³ 
çàäàº ñèñòåìà (23). Îòæå, îïèñàíà âèùå ñõåìà ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é 
íåë³í³éíèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì äàº ìîæëèâ³ñòü çíàõîäæåííÿ ÷àñòêîâèõ ðîç-
â’ÿçê³â çàäà÷³ (1) ³ç íàïåðåä çàäàíèìè âëàñòèâîñòÿìè (íàïðèêëàä, ïåð³îäè÷-
íîñò³). 
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Рис. 1 

 Òî÷íèé ÷àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (15) îòðèìóºìî øëÿõîì íàêëàäàííÿ 
âåêòîðíèõ ïîë³â /d dx  (22) òà /d dt  (23). Äëÿ öüîãî ó êîæí³é òî÷ö³ = 0x x  

³íòåãðóºìî âåêòîðíå ïîëå /d dt  (23) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè 
=

=(0)

0t
u  

= (0)
0( )u x  òà 

=
=(1) (1)

00
( )

t
u u x , äå (0) (1)

0 0( ),  ( )u x u x  – çíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçêó 

ñèñòåìè (22) ó òî÷ö³ = 0x x . Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ÷àñòêîâ³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ 

(15), îòðèìàí³ øëÿõîì íàêëàäàííÿ âåêòîðíèõ ïîë³â /d dx  (22) ³ /d dt  (23), 

ïðè÷îìó äëÿ âèïàäêó = − 1c  (ðèñ. 2à) ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ñèñòåìè (22) âè-

áðàíî òàê, ùîá çàáåçïå÷èòè ïåð³îäè÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó: 
= =

= =(0) (1)

0 0
0,  

x x
u u  

= 0.1 . Ó âèïàäêó = 0c  (ðèñ. 2á) âèáðàíî 
= =

= =(0) (1)

0 0
0.02,  0

x x
u u . Ñèñ-

òåìè (22) òà (23) ïðî³íòåãðîâàíî ÷èñåëüíî ìåòîäîì Ðóíãå – Êóòòà 4-ãî ïî-
ðÿäêó ç êðîêîì = 0.01h  íà ïðîì³æêàõ ∈ 0, 10x [ ] òà ∈ 0, 10t [ ]â³äïîâ³äíî. 

  
 

Рис. 2 

 Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçàíî ìîäèô³êîâàíå ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà 

(16) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè 
=

= (0)

0
( )

t
u u x  ³ 

=
= (1)

0
( )x t

u u x , äå (0) ( )u x , 

(1) ( )u x  – â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (22). 
 ßê âèñíîâîê ñïåö³àëüíî ïðîâåäåíîãî âèùå àíàë³çó ìàòåìàòè÷íî¿ ñòðóê-
òóðè êëàñè÷íîãî ï³äõîäó äî îïèñó ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é íåë³í³éíèõ 
åâîëþö³éíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ìîæíà áåç çàñòåðåæåíü 
ñòâåðäæóâàòè éîãî âèíÿòêîâó åôåêòèâí³ñòü äëÿ áàãàòüîõ çàñòîñóâàíü. 

x x 

y y 

u 
u 

t x t x 
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ОБ ОДНОЙ КОНСТРУКЦИИ КОНЕЧНОМЕРНЫХ РЕДУКЦИЙ 
НА ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ  
 
Ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâû ñõåìû êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé â òåðìèíîëîãèè ñîâðå-
ìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáúåêòîâ äæåò-àíàëèçà, óñòà-
íîâëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõåìû, ïðîèëëþñòðèðîâàííûå íà ïðèìåðå.  
 
CONSTRUCTION OF FINITE-DIMENSIONAL REDUCTIONS 
ON FUNCTIONAL MANIFOLDS 
 
In this paper we state the basics of the finite reductions scheme in terms of modern 
mathematical language using the objects of jet analysis. We list the main properties of 
the scheme and illustrate it on the concrete applications.  
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