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УДК 517.956 
 
І. Д. Пукальський, Б. О. Яшан 
 
НЕЛОКАЛЬНА БАГАТОТОЧКОВА ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧА ЗІ CКІСНОЮ 
ПОХІДНОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ З ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Для параболічного рівняння другого порядку розглянуто багатоточкову за 
часом задачу зі скісною похідною. Коефіцієнти рівняння і крайової умови 
мають степеневі особливості довільного порядку за часовою і просторовими 
змінними на деякій множині точок. Знайдено умови існування і єдиності 
розв’язку поставленої задачі в гельдерових просторах зі степеневою вагою. 

 
 Особлива увага в останні десятиліття приділяється задачам з нело-
кальними умовами для рівнянь із частинними похідними. Інтерес до таких 
задач зумовлений як потребами загальної теорії крайових задач, так і бага-
тим практичним їх застосуванням (процес дифузії, коливань, соле- та воло-
гопереносу в ґрунтах, фізика плазми, математична біологія тощо). Встанов-
лено, що нелокальні умови можна використати для опису розв’язних роз-
ширень диференціальних операторів. У роботах Б. Й. Пташника та його 
учнів [1, 4, 6, 7] використано метричний підхід для дослідження умовно 
коректних задач з багатоточковими умовами за виділеною змінною для 
лінійних гіперболічних і безтипних рівнянь, а також деяких класів парабо-
лічних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. Було доведено метричні теореми 
про оцінки знизу малих знаменників, які виникають при побудові розв’яз-
ків розглядуваних задач, з яких випливає коректність задач для майже 
всіх (стосовно міри Лебеґа) параметрів задач. 
 У роботах [2, 8–10, 14] в обмежених циліндричних областях вивчено 
задачі з нелокальними та інтегральними умовами за часовою змінною для 
параболічних рівнянь зі степеневими особливостями довільного порядку в 
коефіцієнтах рівняння і крайової умови за будь-якими змінними на деякій 
множині точок. Класичним розв’язкам крайових задач з імпульсною дією 
для параболічних рівнянь другого порядку, коефіцієнти яких мають степе-
неві особливості за просторовими змінними, присвячено праці [3, 11, 13]. 
 У цій роботі досліджено багатоточкову за часовою змінною задачу зі 
скісною похідною для параболічного рівняння другого порядку зі степене-
вими особливостями і виродженням довільного порядку в коефіцієнтах рів-
няння і крайової умови за будь-якими змінними на деякій множині точок. У 
гельдерових просторах зі степеневою вагою знайдено умови існування та 
єдиності розв’язку цієї задачі. 
 1. Постановка задачі й основні обмеження. Нехай D  – обмежена об-

ласть в nR  з межею D∂ , dim D n= , Ω  – деяка обмежена область, DΩ ⊂ , 
dim 1nΩ ≤ − , η , 0t , 1t , … , Nt , 1Nt +  – фіксовані додатні числа, 0 10 t t≤ < <  

1Nt +< <… , 0 1Nt t +< η < , tλη ≠ , 1,2, ,Nλ ∈ …{ } . Позначимо: (0) ( , ) :Q t x t= ∈{  

0 1[ , ), ( , ) : ,Nt t x t x t x D+∈ ∈ Ω = η ∈∪} { } , ( )
1[ , )k

k kQ t t D+= × , 0,1, ,k N∈ …{ } , 
( )

1[ , )k
k kt t D+Γ = × ∂ . 

 В області 0 1[ , )NQ t t D+= ×  розглянемо задачу про знаходження функ-

ції ( , )u t x , яка при kt t≠ , (0)( , )t x Q∉  задовольняє рівняння 

 0
, =1 =1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n

t ij x x i xi j i
i j i

Lu t x A t x A t x A t x u t x = ∂ − ∂ ∂ + ∂ + = ∑ ∑  

 ( , ),f t x=  (1) 

багатоточкову умову за змінною t : 
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 ( 0, ) ( ),      \ ,    0,1, ,k ku t x x x D k N+ = ϕ ∈ Ω ∈ …{ } ,  (2) 

і крайову умову 

 0
1

lim ( )( , ) lim ( , ) ( , ) ( , ) 0
i

n

i x
x z D x z D i

Bu g t x b t x u b t x u g t x
→ ∈∂ → ∈∂ =

 − ≡ ∂ + − =  
∑  (3) 

 Степеневі особливості коефіцієнтів диференціальних виразів L  і B  у 

точці 0( , ) \P t x Q Q∈  характеризуватимуть функції (1)
1( , )is tβ  і (2)

2 ( , ) :is xβ  

 
(1)

(1)
1

, 1,( , )
1, 1,

i

i
t ts t

t

β − η − η ≤β = 
− η ≥

 
(2)

(2)
2

( ), ( ) 1,( , )
1, ( ) 1,

i

i
x xs x

x

βρ ρ ≤β = 
ρ ≥

 

( ) inf
z

x x z
∈Ω

ρ = − , ( ) ( , )i
νβ ∈ − ∞ ∞ , 1,2ν ∈ { } , ( ) ( ) ( )

1( , , )n
ν ν νβ = β β… , (1) (2)( , )β = β β . 

 Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(3). Позначимо через 

l , (1)q , (2)q , (1)γ , (2)γ , (1)
jµ , (2)

jµ , (1)δ , (2)δ  дійсні числа: 0≥l , l[ ]  – ціла час-

тина l , = −l{ }l l[ ] ; ( ) 0q ν ≥ , ( ) 0νγ ≥ , ( ) 0j
νµ ≥ , ( ) 0νδ ≥ , 1,2ν ∈ { } , j ∈  

0, ,n∈ …{ } ; ( , )P t x , (1) (1)
1( , )P t x , (2) (1)

2 ( , )P t x , (1) (2)( , )iR t x  – довільні точки із 
( )kQ , 1,2, ,i n∈ …{ }  

(1) (1) (1) (1)
1 2( , , , )nx x x x= … , (2) (1) (1) (2) (1) (1)

1 1 1( , , , , , , )i i i nx x x x x x− += … … . 

 Позначимо через ( ; ; ; )H q Qγ βl  множину функцій u , які мають непе-

рервні похідні в ( )
(0)\kQ Q  при kt t≠  вигляду s r

t x∂ ∂ , (тут 2s r+ ≤ l[ ] , r =  

1 nr r= + +… , = …1 2( , , , )nr r r r  – мультиіндекс), для яких є скінченною норма 

 
( )

0 0; ; ; 0; sup sup ;
kk Q

u Q u u Qγ β = ≡{ } , 

 ( ) ( )

2
2

; ; ; ; sup ; ; ; ; ; ; ; ;k k

s rk s r

u q Q u q Q u q Q
+

+ ≤

 γ β = γ β + γ β 
 

∑l l
l[ ]

, 

де, наприклад,  

 
( )

( ) (1) (1) (2) (2)
1 22

; ; ; ; sup ( 2 , ) ( 2 , )
k

k

s r
P Q

u q Q s q s t s q s x
+

∈

γ β ≡ + γ + γ ×
 

 (1) (1) (2) (2)
1 2

1

( ) ( ( ), ) ( ( ), )
n

s r
t x i i i i

i

u P s r t s r x
=

× ∂ ∂ γ − β γ − β ∏ , 

 
2

( ) (1) (1) (2) (2)
1 2

( , )2 =1

; , , ; ( 2 , ) (sup
n

k

P R Qs r k

u q Q s q s t s q
ν ⊂+ = ν

  γ β ≡ + γ +  
∑ ∑l

l[ ]

 

 (2) (1) (1) (2) (2) (2)
1 2

=1

2 , ) ( ( ), ) ( ( ), )
n

i i i i
i

s x s r t s r x+ γ γ − β γ − β ×∏% %  

 (1) (2)
2( ) ( )s r s r

t x t xu P u R x x
−

ν ν ν× ∂ ∂ − ∂ ∂ − ×
{ }l

 

 (1) (1) (2) (2) (2)
1 2( ), ( ),s t s xν ν

× γ − β γ − β +
%{ } { }( ) ( )l l  

 
1 2

(1) (1) (2) (2) (1)
1 2

( , )
, (2 ) ,sup

P P Qk

s q t s q s x
⊂

+ + γ + + γ ×
% { }( ) ( )l l  
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2(1) (2) (2) (1) (1) (2)

1 2
=1

, ( ),
n

i i i i
i

s r t s r x t t
−

× − β γ − β − ×∏ % { }
( ) ( )

l/
 

 1 2( ) ( )s r s r
t x t xu P u P

× ∂ ∂ − ∂ ∂  
, 

(1) (1) (2)
1 1 1( , ) min ( , ), ( , )s q t s q t s q t=% { } , (1) (2)

2 2 2( , ) min ( , ), ( , )s q x s q x s q x=% { } . 

 Нехай для задачі (1)–(3) виконуються умови: 
1°. Для довільного вектора 1( , , )nξ = ξ ξ…  і (0)( , ) \t x Q Q∀ ∈  виконується 

нерівність  

 2 2(1) (1) (2) (2)
1 1 1 2 2 2

, 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

ij i j i j i j
i j

A t x s t s t s x s x
=

π ξ ≤ β β β β ξ ξ ≤ π ξ∑ , (4) 

де 1π , 2π  – фіксовані додатні сталі, 2 2

1

n

i
i=

ξ = ξ∑ , (1) (2)
1 2( , ) ( , )i i is t s x Aµ µ ∈  

( ; ;0; )H Qα∈ γ β , 0, ,i n∈ …{ } , 0A a≥ − , 0a > , (1) (2) 1
1 2 0( , ) ( , ) ( ; ;0; )s t s x b H Q+αδ δ ∈ γ β , 

(1) (1) (2) (2)
1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ; ; 0; )i j i j ijs t s t s x s x A H Qαβ β β β ∈ γ β , (1) (2)

1 2( , ) ( , )i i is t s x bβ β ∈  

1 ( ; ; 0; )H Q+α∈ γ β , вектори ( ) ( ) ( )
1 , ,s s s

nb b b= …{ }  (де ( ) (1) (2)
1 2( , ) ( , )s

i i i ib s t s x b= β β ) і 

1, , ne e e= …{ }  (де 
1/2

2

1

n

i i k
k

e b b
−

=

 =  
 ∑ ) утворюють з напрямком зовнішньої 

нормалі n  до D∂  у точці ( , )P t x ∈ Γ  кут, менший від 
2
π , 0 1[ , )Nt t D+Γ = × ∂ , 

0 ( , ) 0b t x Γ > . 

2°. 0( ; ; ; )f H Qα∈ γ β µ , 2 ( ; ,0; ( ))k kH Q t t+αϕ ∈ γ β =%% ∩ , (2)(0, )γ = γ% , (2)(0, )β = β% , 

lim ( )( , ) 0k k
x z D

B g t x
→ ∈∂

ϕ − = , 0,1, ,k N∈ …{ } , 1 ( )( ; ; ; )kg H Q+α∈ γ β δ ,  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0max max (1 ),max ( ), , ,   1,2

2i i
i i

ν
ν ν ν ν νµ γ = + β γ − β δ ν ∈ 

 
{ } . 

 Справджується така 
Теорема 1. Нехай для задачі (1)–(3) виконуються умови 1°, 2°. Тоді 

існує єдиний розв’язок задачі (1)–(3) із простору 2 ( ; ; 0; )H Q+α γ β  i є пра-
вильною така нерівність:  

 ( ) ( )
2 2 1

; , , 0; sup ; ( ) ; ;k k
k k

k
u Q c Q t t f Q g Q+α +α α +α

γ β ≤ ϕ = + +∩( ) . 

  (5) 

 Якщо ( ; ;0; )f H Qα∈ γ β , 1 ( )( ; ;0; )kg H Q+α∈ γ β  і для задачі (1)–(3) викону-

ються умови 1°, 2°, то єдиний розв’язок задачі (1)–(3) в області ( )kQ  
визначається інтегралами Стілтьєса з борелівською мірою ( , ; )G t x Z : 

 
( )

( ) ( )
1 2( , ) ( , ; , ) ( , ) ( , ; ) ( )

k

k k
k

DQ

u t x G t x d d f G t x d= τ ξ τ ξ + ξ ϕ ξ +∫ ∫  

 
( )

( )
3 ( , ; , ) ( , )

k

kG t x d d S gξ
Γ

+ τ τ ξ∫ , (6) 

компоненти якої ( )
1
kG , ( )

2
kG , ( )

3
kG  задовольняють нерівності 
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( )

( ) 1 ( )
1 0 0

( , , , ) ;
k

k k

Q

G t x d d A Q−τ ξ ≤∫ , ( )
2 ( , ; ) 1k

D

G t x dξ ≤∫ , 

 
( )

( ) 1 ( )
3 0 0

( , ; , ) ;
k

k kG t x d d S b Q−
ξ

Γ

τ ≤∫ . (7) 

 Для д о в е д е н н я  теореми 1 встановимо спочатку коректну роз-
в’язність крайових задач з гладкими коефіцієнтами. З множини одержаних 
розв’язків виділимо збіжну підпослідовність, граничне значення якої буде 
розв’язком задачі (1)–(3). 

2. Оцінка розв’язків задач з гладкими коефіцієнтами. Нехай ( )k
mQ =  

( ) ( ) 1 1
1 1 2 2 1 2( , ) : (1, ) , (1, ) , ( , ), 1, 1,2k k

iQ t x Q s t m s x m m m m m i− −= ∈ ≥ ≥ = > ∈∩ { }{ }

– послідовність областей, яка при im → ∞  збігається до ( )kQ . 

 Розглянемо в області 0 1[ , )NQ t t D+= ×  задачу про знаходження роз-

в’язків рівняння 

 1 0
, 1 1

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n

m t ij x x i x mi j i
i j i

L u t x a t x a t x a t x u t x
= =

 ≡ ∂ − ∂ ∂ + ∂ + = ∑ ∑  

 ( , )mf t x= , (8) 

які задовольняють багатоточкові умови за змінною t : 

 ( )( 0, ) ( ),    0,1, ,k
m k mu t x x k N+ = ϕ ∈ …{ } , (9) 

а на бічній поверхні – крайову умову 

 1lim ( )( , )m m
x z D

B u g t x
→ ∈∂

− =  

 0
1

lim ( , ) ( , ) ( , ) 0
i

n

i x m m m
x z D i

h t x u h t x u g t x
→ ∈∂ =

 = ∂ + − =  
∑ . (10) 

 Тут коефіцієнти ija , ia , 0a , ih , 0h , а також функції mf , ( )k
mϕ , mg  ви-

значаються таким чином. Якщо ( )( , ) k
mt x Q∈ , то коефіцієнти ija , ia , 0a , ih , 

0h  і функції mf , ( )k
mϕ , mg  співпадають з ijA , iA , 0A , f , kϕ , g  відповідно, 

а в областях ( ) ( )\k k
mQ Q  є неперервними продовженнями коефіцієнтів ijA , 

iA , 0A , ib , 0b , функцій f , kϕ , g  із областей ( )k
mQ  в області ( ) ( )\k k

mQ Q  зі 

збереженням гладкості і норми [12, с. 82]. 
Справджується така 
Теорема 2. Нехай mu  – класичний розв’язок задачі (8)–(10) в області 

Q  і виконуються умови 1°, 2°. Тоді для ( , )mu t x  маємо таку оцінку: 

 ( ) 1 ( ) 1 ( )
0 00 0 0

( , ) sup ; ( ) ; ;k k k
m m k k m m

k
u t x Q t t f a Q g h Q− −≤ ϕ = + +∩( ) . 

  (11) 
 Д о в е д е н н я.  Правильність оцінки (11) встановлюємо за методи-
кою доведення теореми 2.2 з [5, с. 25]. Відмінність є лише у випадку, коли 

10 max ( )
k m m

Q
u u P< = , ( )

1
kP Q∈ . Враховуючи достатні умови існування мак-

симуму функції від багатьох змінних у точці 1P , отримуємо виконання спів-
відношень  
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 1( ) 0,t mu P∂ ≥  1( ) 0,
ix mu P∂ =   1 1

, 1

( ) ( ) 0
i j

n

ij x x m
i j

a P u P
=

∂ ≤∑ , (12) 

також при цьому задовольняється рівняння (8). 
 Остання з нерівностей (12) виконується, оскільки в точці максимуму 
другі похідні 

i jy y mu∂  за будь-яким напрямком 

 (1) (1) (2) (1) (1)
1 2

1

( , ) ( , )( ),    det 0
n

j ij i i i i ij
i

y s t s x x x
=

= α β β − α ≠∑ , 

є недодатними, а  

 1 1
, 1

( ) ( )
i j

n

ij x x m
i j

a P u P
=

∂ =∑  

 (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1)
1 1 2 2

, 1 , 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n

i k i k
j i k

s t s t s x s x
= =

= β β β β ×


∑ ∑
l

 

 1
1

( ) 0
j

n

k ij y y m y y mu P u
=

× α α ∂ = λ ∂ <


∑l l ll l
l

.  

 Оскільки 1, , nλ λ…  – характеристичні числа квадратичної форми, то 

вони є додатними згідно з обмеженням (4). З урахуванням (12) і рівняння 
(8) у точці 1P  отримуємо нерівність 

 1
1 1 0 1( ) ( ) ( )m mu P f P a P−≤ . 

Аналогічно, розглядаючи точку найменшого від’ємного значення функ-

ції у випадку 
( ) 2min ( ) 0
k m m

Q
u u P= < , ( )

2
kP Q∈ , маємо 

 1
2 2 0 2( ) ( ) ( )m mu P f P a P−≥ .  

 Знайдемо оцінки похідних від розв’язків ( , )mu t x . Введемо у просторі 

( )C Ql  норму ; ; ; ;mu q Qγ β l , еквівалентну при фіксованих 1m , 2m  гельде-

ровій нормі, яка визначається так само, як і норма ; ; ; ;u q Qγ β l , тільки за-

мість функцій (1)
1( , )s q t , (2)

2 ( , )s q x  беремо відповідно (1)
1( , )d q t , (2)

2 ( , )d q x : 

 

(1)

(1)

(1) (1)
(1) 1 1

1 (1) (1)
1 1

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0,

q

q

s q t m q
d q t

s q t m q

−

−

 ≥= 
<

{ }

{ }
 

 

(2)

(2)

(2) (2)
(2) 2 2

2 (2) (2)
2 2

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0.

q

q

s q x m q
d q x

s q x m q

−

−

 ≥= 
<

{ }

{ }
 

 Справджується 
 Теорема 3. Нехай виконуються умови 1°, 2°. Тоді для розв’язку задачі 
(8)–(10) є правильною оцінка 

 ( )
02 2

; , , 0; sup ; ; ;0; ( ) ; ; ; ;k
m m k m k

k
u Q c Q t t f Q+α α+α

γ β ≤ ϕ γ β = + γ β µ +%% ∩(  

 ( ) ( )

1 0
; ; ; ; ;k k

m mg Q u Q
+α

+ γ β δ + ) . (13) 

 Д о в е д е н н я.  В областях ( )kQ , 0,1, ,k N∈ …{ } , розглянемо задачу  

 1( )( , ) ( , )m mL u t x f t x= ,  
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 ( )1( )( , ) 0km mB u g t x Γ− = ,  

 ( )( 0, ) k
m k mu t x+ = ϕ . (14) 

Розв’язок крайової задачі (14) в ( )kQ  існує і є єдиним у просторі 
2 ( )( )kC Q+α  [5, с. 364]. Знайдемо його оцінку. Використовуючи інтерполяційні 

нерівності із [9, 12], маємо 

 ( ) ( ) ( )

2 2 0
; ; ; 0; (1 ) ; ; ;0; ( ) ;k k k

m m mu Q u Q c u Qα
+α +α

γ β ≤ + ε γ β + ε , 

де ε  – довільне дійсне число із (0,1) . Тому достатньо оцінити півнорму 
( )

2
; ; ; 0; k

mu Q
+α

γ β .  

 З означення півнорми випливає існування в ( )kQ  точок 1P , 2P , iR , для 
яких виконується одна із нерівностей  

 ( )

2

1 ; ; ; 0; ,      1,2
2

k
m eu Q E e

+α
γ β ≤ ∈ { } , (15) 

де 

 (1) (2) (2) (1) (1) (2)
1 1 2 1

2 2 1 =1

2 , 2 , ( ),
nn

i i
s r i

E d s t d s x d r t
+ = ν =

= γ γ γ − β ×


∑ ∑ ∏%( ) ( ) ( )  

 (2) (2)
2 2( ), ( ) ( )s r s r

i i t x m t x md r x u P u Rν× γ − β ∂ ∂ − ∂ ∂ ×%( )  

 
2(1) (2) (1) (1) (1) (2) (2)

1 2( ), ( ),x x d t d x
− α

ν ν ν ν
× − α γ − β α γ − β 


%( ) ( )
/

, 

 (1) (2) (1) (1)
2 1 2 1

1

(2 ) , (2 ) , ,
n

i i
i

E d t d s x d r t
=

= + α γ + α γ − β ×∏% %( ) ( ) ( )  

 
2(2) (2) (1) (1) (2)

2 ( ),i id r x t t
− α

× γ − β − ×( )
/

 

 1 2( ) ( )s r s r
t x m t x mu P u P× ∂ ∂ − ∂ ∂ . 

 Якщо (1) (2) (1) (2) (2)1
1 2 1

1 , ,
4

x x d t d x T
nν ν ν

ε
− ≥ γ γ − β ≡% %( ) ( ) , 1ε  – довільне дійс-

не число із (0,1) , то 

 ( )
1 1 2

2 ; ; ;0; k
mE u Q− α≤ ε γ β . (16) 

Якщо 
2

(1) (2) (1) (2)1
1 2 22 , 2 ,

16
t t d t d x T

ε
− ≥ γ γ ≡% %( ) ( ) , то 

 ( )
2 1 2

2 ; ; ;0; k
mE u Q−α≤ ε γ β . (17) 

Застосовуючи інтерполяційні нерівності до (16), (17), знаходимо 

 ( ) ( )

2 0
; ; ; 0; ( ) ; ,   1,2k k

e m mE u Q С u Q eα
+α

≤ ε γ β + ε ∈ { } . (18) 

 Нехай (1) (2)
1x x Tν ν− ≤ , (1) (2)

2t t T− ≤ . Будемо вважати, що (1)x zν ν− ≤  

14T≤ , z D∈ ∂ , і 

 (1) (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 1 1 1, min , , , ,d t d t d t d tγ = γ γ ≡ γ%( ) { ( ) ( )} ( ) , 

 (2) (2) (1) (2) (2) (2) (1)
2 2 2 2, min , , , ,d x d x d x d xγ = γ γ ≡ γ%( ) { ( ) ( )} ( ) ,  
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(1) (1) ( )
1( , ) kP t x Q∈ , 0,1, ,k N∈ …{ } . Приймемо для простоти, що nν = . Нехай 

( )PK  – куля радіуса 0R , 0 1 24( )R T n T≥ + , з центром в деякій точці ( )kP ∈ Γ  

і нехай точки ( )
1 2, , k

iP P R ∈ Γ{ } . Використовуючи обмеження на гладкість 

межі D∂ , можна розпрямити ( )D P∂ K∩  за допомогою взаємно однознач-
ного перетворення ( )x = η ξ  із [12, стор.126]. В результаті такого перетво-

рення область ( ) ( )kQ PK∩  перейде в область ( )kD , для точок якої 0nξ ≥ . 

Вважаємо, що ( , )mu t x , 1P , 2P , iR , Eµ , (2) (1)
2 ( , )d xγ , 1T , 2T  при цьому пе-

ретворенні переходять відповідно в ( , )mv t ξ , (1) (1)
1( , )M t ξ , (2) (1)

2 ( , )M t ξ , 
(2) (2)( , )iZ t ξ , (1)Eµ , (2) (1)

3 ( , )d xγ , (1)
1T , (1)

2T . Коефіцієнти диференціальних ви-

разів 1L , 1B  в області ( )kD  позначимо через ( , )ija t ξ% , ( , )ia t ξ% , 0 ( , )a t ξ% , 

( , )kh t ξ% , 0 ( , )h t ξ% . Тоді ( , )mv t ξ  буде розв’язком задачі 

 1 1
, 1 , 1

( ) ( , ) ( , ) ( )
i j i j

n n

t ij m ij ij m
i j i j

a M v t a t a M vξ ξ ξ ξ
= =

 ∂ − ∂ ξ = ξ − ∂ − ∑ ∑% % %[ ]  

 0
1

( , ) ( , ) ( , ( )) ( , ; )
i

n

i m m m m m
i

a t v a t v f t F t vξ
=

− ξ ∂ − ξ + η ξ ≡ ξ∑ % % , (19) 

 ( )( 0, ) ( ( ))k
m k mv t + ξ = ϕ η ξ , (20) 

 1 1 0
1 10

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
i i

n

n n

i m i i m m
i i

h M v t h M h t v h t vξ ξ
= =ξ =

∂ ξ = − ξ ∂ − ξ +


∑ ∑% % % %[ ]  

 
0

0

( , ( )) ( , , )
n

n

m m mg t G t v ξ =
ξ =

+ η ξ = ξ


. (21) 

 Нехай (1)
τΠ  – область із ( )kD :  

 (1) 1 (1) (1) 2 (1)
( ) 1 2( , ) : , 1, , ,kt D T n t t Tτ ν νΠ = ξ ∈ ξ − ξ ≤ τ ν ∈ − ≤ τ…{ }{ } .  

Зробивши в задачі (19)–(21) заміну  

 (1) (1) (2) (1)
1 3( , ) ( , ),     ( , ) ( , )m mv t t y d t d yν ν ν νξ = ω ξ = β β ξ , 

одержимо 

 (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1)
2 1 1 3 3

, =1

( )( , ) , , , ,
n

m t i j i j
i j

L t y d t d t d dω ≡ ∂ − β β β ξ β ξ × ∑ ( ) ( ) ( ) ( )  

 (1) (1), ( , ; )ij y y m m mi j
a t F t Y× ξ ∂ ω = ω
% ( ) ,  (22) 

 ( )( 0, ) ( ( ))k
m k mt y Yω + = ϕ η , (23) 

 (1) (1) (1) (1) (2) (1)
2 1 30

1 0

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
im

n

n

m i i i y my
i y

B t y h t d t d=
= =

 ω ≡ ξ β β ξ ∂ ω = ∑
%  

 
0

( , , )
nm m y

G t Y == ω , (24) 

де (1) (1) (2) (1) (1) (1) (2) (1)
1 1 3 1 1 1 3, , , , , ,n n nY d t d y d t d y= − β − β ξ − β − β ξ…( ( ) ( ) ( ) ( ) ) . 
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 Позначимо 

 (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 3, ,y d t d xν ν ν ν= − β − β ξ( ) ( ) , 

 (1) 2 (1) (1) (1)
2 2( , ) : ,V t y t t T y y T

nτ ν ν
 τ= − ≤ τ − ≤ 
 

 

і виберемо тричі диференційовну функцію ( , )t yψ : 

 ( , )t yψ =  

 1/2
(1) (1) (2) (1)

3/4 1 3

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,

0, ( , ) , (2 ) , (2 ) , ,s r
t x rs

t y V t y

t y V c d s r t d s r

∈ ≤ ψ ≤=  ∈ ∂ ∂ ψ ≤ − + γ − + γ ξ/ ( ) ( )
 

Тоді функція ( , ) ( , ) ( , )m mW t y t y t y= ω ψ  буде розв’язком крайової задачі  

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (2) (1)
2 1 1 3

, 1

( )( , ) , , , ,
n

m ij i j i
i j

L W t y a t d t d t d
=

≡ ξ β β β ξ ×∑ % ( ) ( ) ( ) ( )  

 (2) (1)
3 ,

i j j i i jj y m y y m y m y yd× β ξ ∂ ω ∂ ψ + ∂ ω ∂ ψ + ω ∂ ψ −{ }( )  

 (1) ( , , )m t m m mF F t Y− ω ∂ ψ + ψ ≡ ω , (25) 

 ( )( 0, ) ( , ) ( ( )) ( , )k
m k k m m kW t y t y Y t y+ = ψ ϕ η ≡ Φ , (26) 

 2 0
( )( , ) ( , ) ( , , )

mm m my
B W t y t y G t Y=

= ψ ω −


 

 (1) (1) (1) (1)
1

1

, ,
n

m i i
i

h t d t
=

− ω ξ β ×∑ % ( ) ( )  

 (2) (1)
3 0

0

, ( , ; )
i n

n

i y m m y
y

d t Y =
=

× β ξ ∂ ψ = Π ω


( ) . (27) 

 Коефіцієнти рівняння (25) і крайової умови (27) обмежені сталими, 
незалежними від точки 1M . Тому, зважаючи на теорему 6.1 [5, с. 364], для 

довільних точок 3 4 1/2( , )M M V⊂  буде виконуватись нерівність  

 
3/4

(1)
3 4 3 4 ( )

( , ) ( ) ( )s r s r
t y m t y m m C V

d M M M M c F−α
α

∂ ∂ ω − ∂ ∂ ω ≤ +


 

 1
3/4 3/4

2 ( ( )) ( )
,  2 2m mC V t t C Vk

s r+α+α =
+ Φ + Π + =
∩ , (28) 

3 4( , )d M M  – параболічна відстань між точками 3M , 4M . 

Враховуючи властивості функції ( , )t yψ , знаходимо оцінки норм ви-

разів (1)
mF , mΦ , mΠ : 

 
3/4

(1) (1) (1) (2) (1)
1 3( )

(2 ) , (2 ) ,m C V
F cd t dα ≤ − + α γ − + α γ ξ ×( ) ( )   

 3/4 3/4 3/40 2
; ; 0, 2 ; ; ; ; 0, 0;m m mf V V V

α
× γ γ + ω + ω γ( ) , (29) 

 
3/4

(1) (1) (2) (1)
2 1 3( ( ))

(2 ) , (2 ) ,m C V t tk
cd t d+α =Φ ≤ − + α γ − + α γ ξ ×∩ ( ) ( )  

 ( )
3/4 2

; ; 0;0; ( )k
m kV t t

+α
× ϕ γ =% ∩ , (30) 
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3/4

(1) (1) (2) (1)
1 1 3( )

(2 ) , (2 ) ,m C V
cd t d+αΠ ≤ − + α γ − + α γ ξ ×( ) ( )  

 3/4 3/4 3/40 2
; ; 0; ; ; ; ; 0, 0;m m mG V V V

α
× γ γ + ω + ω γ( ) . (31) 

 З означення ( ; ; ; )H q Qγ βl  випливає виконання нерівностей 

 (1)
1 3/4 3/4 2 3/4; ; 0;0; ; ; ;0; ; ;0; 0;m m mc V v c Vω γ ≤ γ β Π ≤ ω γ

l ll
  

Підставляючи (29)–(31) у (28) і повертаючись до змінних ( , )t x , одер-
жимо нерівності 

 2 ( ) ( )
1 2 0

( ( 2) ) ; ; ;0; ;k k
m mE n Сn u Q C u Qα

µ +α
≤ ε + + ε γ β + +(   

 ( ) ( )

1
; ; ; 2 ; ; ; ; ;k k

m mf Q g Q
α +α

+ γ β γ + γ β γ +  

 ( ) ( )

2
; ; ; 0; ( )k k

m kQ t t
+α

+ ϕ γ β =%% ∩ ) . (32) 

 Нехай (1) (2)
1x x Tν ν− ≤ , (1) (2)

2t t T− ≤ , (1)
14x z Tν ν− ≥ , z D∈ ∂ . В облас-

ті ( )kQ  задачу (14) запишемо у вигляді  

 1 1
, 1 , 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
i j i j i

n n n

t ij x x m ij ij x x m i x m
i j i j i

a P u a P a P u a P u
= = =

 ∂ − ∂ = − ∂ − ∂ − ∑ ∑ ∑[ ]  

 0 ( ) ( , ) ( , , )m m ma P u f t F t x u− + λ ≡ , 

 ( )( 0, ) ( )k
m k mu t x x+ = ϕ , 

 
( ) ( )

1 1 0
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i

k k

n n

i x m i i x m m m
i i

h P u h P h P u h P u g P
= =Γ Γ

 ∂ = − ∂ − + = 
 

∑ ∑ [ ]  

 ( )( , , ) km mt x u Γ= Φ . 

 Повторюючи наведені вище міркування і використовуючи теорему 5.3 
із [5, с. 364], одержимо нерівність  

 2 ( ) ( )
1 2 0

( ( 2) ) ; ; ;0; ;k k
m mE n Сn u Q C u Qα

µ +α
≤ ε + + ε γ β + +(  

 ( ) ( )

1
; ; ; 2 ; ; ; ; ;k k

m mf Q g Q
α +α

+ γ β γ + γ β γ +  

 ( ) ( )

2
; ; ; 0; ( )k k

m kQ t t
+α

+ ϕ γ β =%% ∩ ) . (33) 

 Об’єднуючи нерівності (15), (18), (32), (33), одержимо оцінку (13). 
 Д о в е д е н н я  теореми 1. Оскільки 

 ( ) ( )
0 0; ; ; ; ; ; ; ;k k

mf Q c f Q
α α

γ β µ ≤ γ β µ , 

 ( ) ( )

1 1
; ; ; ; ; ; ; ;k k

mg Q c g Q
+α +α

γ β δ ≤ γ β δ , 

 ( )

22
; ; ; 0; ( ) ; ; ;0; ( = )k

m k k kQ t t c Q t t
+α+α

ϕ γ β = ≤ ϕ γ β% %% %∩ ∩ , 

то враховуючи нерівності (11) і (13), маємо 

 ( )
02 2

; ; ; sup ; ; ;0; ( ) ; ; ; ; k
m k k

k
u Q c Q t t f Q+α +α α

γ β ≤ ϕ γ β = + γ β µ +%% ∩(  

 ( )

1
; ; ; ; kg Q

+α
+ γ β δ ) . (34) 



49 

Права частина нерівності (34) не залежить від 1m , 2m  і послідовності 

 (0) ( )m mU u P≡{ } , 

 (1) (1) (1) (2) (2)
1 2, ,m i i x mi

U d t d x u≡ γ − β γ − β ∂{ ( ) ( ) } , 

 (2) (1) (2)
1 22 , 2 ,m t mU d t d x u≡ γ γ ∂{ ( ) ( ) } , 

 (3) (1) (1) (1) (1) (2) (2)
1 1 2, , ,m i j iU d t d t d x≡ γ − β γ − β γ − β ×{ ( ) ( ) ( )  

 (2) (2) ( )
2 , ( , ),   k

j x x mi j
d x u P t x Q× γ − β ∂ ∈( ) } ,  

рівномірно обмежені і рівностепенево неперервні в ( )kQ . За теоремою Ар-

цела, існують підпослідовності ( )
( )mU µ{ }l , рівномірно збіжні до Uµ  в ( )kQ , µ∈  

0,1,2,3∈ { } . Переходячи до границі при ( )m → ∞l  в задачі (8)–(10), одер-

жимо, що (0)
0( , )u t x U=  – єдиний розв’язок задачі (1)–(3), 2 ( ; ;0; )u H Q+α∈ γ β  

і виконується оцінка (5). 

Оскільки ( ; ; ; ) ( ; ;0; )H q Q H Qγ β ⊂ γ βl l , то для ( , ) ( ; ;0; )f t x H Qα∈ γ β  і ( , )g t x ∈  
1 ( ; ; 0; )H Q+α∈ γ β  маємо оцінки 

 ( ) ( )
0; ; ; ; ; ; ; 0;k kf Q c f Q

α α
γ β µ ≤ γ β , 

 ( ) ( )

1 1
; ; ; ; ; ; ; 0;k kg Q c g Q

+α +α
γ β δ ≤ γ β . (35) 

Використовуючи оцінки (5) і (35) для розв’язку задачі (1)–(3), встанов-
люємо правильність оцінки  

 ( )
2 2

; ; ; 0; sup ; ; ; 0; ( ) ; ; ; 0; k
k k

k
u Q c Q t t f Q+α +α α

γ β ≤ ϕ γ β = + γ β +%% ∩(  

 ( )

1
; ; ; 0; kg Q

+α
+ γ β ) . (36) 

 Зазначимо, що простір ( ) 2( ; ;0; ) ( ; ;0; ( ))k
kH H Q H Q t tα +α

α = γ β × γ β =%% ∩  

вкладається у простір ( )( )kC Q , ( )( )kH C Qα ⊂ . Тому, використовуючи теоре-

му Рісса, можна вважати, що при фіксованих ( )( , ) kt x Q∈  лінійний непе-

рервний функціонал ( , )u t x  породжує борелівську міру ( )( , , )kG t x Z , яка ви-

значається на σ -алгебрі підмножин ( )kZ  області ( )kQ , включаючи ( )kQ  і всі 
її відкриті підмножини такі, що значення функціонала визначається фор-
мулою (6). 
 З теореми 2 випливає виконання для розв’язку задачі (1)–(3) нерів-
ностей (7): 

 ( ) 1 ( )
1 1 0 0

( , ; , ) ( , ) ;k k

Qk

u G t x d d f fA Q−≡ τ ξ τ ξ ≤∫ , 

 ( )
2 2 0

( , ;0, ) ( ) ; ( )k
k k k

D

u G t x d Q t t≡ ξ ϕ ξ ≤ ϕ =∫ ∩ , 

 
( )

( ) 1 ( )
3 3 0 0

( , ; , ) ( , ) ;
k

k ku G t x d d S g gb Q−
ξ

Γ

≡ τ τ ξ ≤∫ , (37) 
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де 1u  – довільний розв’язок задачі (1)–(3) при 0g ≡ , 0kϕ ≡ ; 2u  – розв’я-

зок крайової задачі (1)–(3) при 0f ≡ , 0g ≡ ; 3u  – розв’язок крайової задачі 

(1)–(3) при 0f ≡ , 0kϕ ≡ . 

 Підставляючи в нерівності (37) відповідно ( , ) 1f t x ≡ , ( ) 1k xϕ ≡ , ( , )g t x ≡  

0≡ , одержимо нерівності (6).   
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НЕЛОКАЛЬНАЯ МНОГОТОЧЕЧНАЯ ПО ВРЕМЕНИ ЗАДАЧА С КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕНИЕМ  
 
Для параболического уравнения второго порядка рассмотрена многоточечная по 
времени задача с косой производной. Коэффициенты уравнения и краевого условия 
имеют степенные особенности произвольного порядка по временной и простран-
ственным переменным на некотором множестве точек. Найдены условия су-
ществования и единственности решения поставленной задачи в гельдеровых 
пространствах со степенным весом. 
 
NONLOCAL MULTIPOINT IN TIME PROBLEM WITH OBLIQUE DERIVATIVE FOR  
A PARABOLIC EQUATION WITH DEGENERATION 
 
For a second-order parabolic equation the multipoint in time problem with an oblique 
derivative are considered. The coefficients of the equation and the boundary condition 
have power singularities of arbitrary order in time and space variables on a certain set 
of points. Conditions for the existence and uniqueness of the solution of the problem in 
Hölder’s spaces with power weight are found. 
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