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АНАЛІТИЧНІ В × £D  ФУНКЦІЇ ОБМЕЖЕНОГО L -ІНДЕКСУ ЗА 
СУКУПНІСТЮ ЗМІННИХ 
 

Розглянуто поняття обмеженого L -індексу за сукупністю змінних для 
аналітичних в × £D  функцій. Встановлено критерії обмеженості L -індек-
су за сукупністю змінних для аналітичних функцій, які описують їх 
локальні властивості. Отримані критерії застосовано для дослідження об-
меженості індексу композицій аналітичних функцій з деформованою показ-
никовою функцією. 

 
Вступ. Використаємо типові позначення: += +∞¡ (0, ) , = (0, 0)0 , = (1,1)1 , 

+= ∈ ∈= ∈× £ £¡2
1 2 1 2( , ) , ( , ) = : | | 1, <R r r z z z z z{ }D D . Для = ∈ ¡2

1 2( , )A a a , 

= ∈ ¡2
1 2( , )B b b  використовуємо такі формальні записи: 1 1 2 2= ( , )AB a b a b , 

1 1 2 2/ = ( / , / )A B a b a b , 1 2
1 2=
b bBA a a . Запис <A B  означає, що <j ja b , ∈ {1,2}j ; 

аналогічний зміст має запис ≤ .A B Для += ∈ ¢2
1 2( , )K k k  позначимо 

+1 2=K k k , = ⋅1 2! ! !K k k . 

При = ∈ £0 0 0 2
1 2( , )z z z  через 2 0( , )z RD  позначимо бікруг ∈ £2:{z  

− < ∈0| | , {1,2}j j jz z r j } , через 2 0( , )z RT – його кістяк ∈ − =£2 0: | | ,j j jz z z r{  

∈ {1,2}j } , а через 2 0[ , ]z RD  – замкнений бікруг ∈ − ≤£2 0: | | ,j j jz z z r{  

∈ {1,2}j } . Для +∈ ¢2
1 2= ( , )K k k , ∈ £2z  та частинних похідних функції 

1 2( ) = ( , )F z F z z  використовуємо такий запис 
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Нехай 1 2( ) = ( ), ( ) ,z z zL ( )l l  де +× →£ ¡( ) :j z Dl , ∈ {1,2}j  – неперервні 

функції. Ця стаття є продовженням досліджень роботи [2], де запроваджено 
поняття аналітичних в × £D  функцій обмеженого L -індексу за сукупністю 
змінних та доведено критерій, що описує локальну поведінку частинних 
похідних. Метою даної роботи є отримання практичного критерію обмеже-
ності L -індексу за сукупністю змінних та дослідження деяких композицій 
аналітичних функцій з деформованою показниковою функцією [23]. 

Означення. Аналітична функція × →£ £:F D  називається [2] 
функцією обмеженого L -індексу (за сукупністю змінних), якщо існує 

+∈ ¢0n  таке, що для всіх ∈ × £z D  та всіх +∈ ¢2J  виконується оцінка 
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Найменше таке ціле число 0n  називається L -індексом за сукупністю змін-

них функції F  і позначається через × £( , , )N F L D .  
 Уведене означення є аналогом означення аналітичної функції обмеже-
ного L -індексу за сукупністю змінних (див. [5, 6, 11]). 

Через × £( )Q D  позначимо клас функцій L , що задовольняють умови 

 ∀ ∈ × β −£ 1 2: ( ) > / 1 | |z z z( ) ( )D l , 
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 ∀ ∈ β ∀ ∈ β ∈ λ ≤ λ +∞2
1, 2,[0, ] , [0, ], {1,2} : 0 < ( ) ( ) <j j jR r j R R( ) , 

де β > 1 – деяка стала, 

 
∈ ×

  λ ∈   £0

2
1 0

0 0
, ( ) /( ) = inf inf ) :( , / ( )j

z
j jR z z R zz z L

D
Dll , 

 
∈ ×

  λ ∈   £0
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j jR z z R zz z L

D
Dll . 

Подібні умови використовувалися для інших класів аналітичних функцій 
обмеженого індексу у випадках однієї та декількох змінних [3, 10, 17, 22]. 

1.  Основний критерій обмеженості індексу. Позначимо: β ×2 = (0, ]B  

× +∞(0, ) , β β:= ( , )β .  

Теорема  1 [2]. Нехай ∈ × £( )QL D . Аналітична функція × →£ £:F D  
має обмежений L -індекс за сукупністю змінних тоді і тільки тоді, коли 

для кожного ∈ 2R B  знайдуться такі +∈ ¢0n , 0 > 0p , що для всіх 

∈ × £0z D  існує +∈ ¢0 2K , ≤0
0K n , та виконується нерівність 
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Наступні твердження можна довести аналогічно до доведення відповід-
них теорем, отриманих у [5 – 7, 11] для цілих функцій та аналітичних у 

полікрузі функцій. Для аналітичної функції ( )F z  покладемо =0( , , )M R z F  

= ∈ 2 0max | ( ) |: ( , ) .F z z z R{ }D  

Теорема  2. Нехай ∈ × £( ).QL D  Якщо аналітична функція 
× →£ £:F D  має обмежений L -індекс за сукупністю змінних, то для 

будь-яких ′ ′′ ∈ 2,R R B , ′ ′′< ,R R  знайдеться ′ ′′ ≥1 1= ( , ) 1p p R R  таке, що 

для всіх ∈ × £0z D  виконується оцінка 

 ′′ ′≤0 0 0 0
1/ ( ), , / ( ), ,M R z z F p M R z z FL L( ) ( ) . 

Теорема 3 є аналогом відомої теореми Хеймана, яку вперше було 
отримано для цілих функцій однієї комплексної змінної (див. [15]). 

Теорема 3. Нехай ∈ × £( )QL D . Аналітична функція × →£ £:F D  
має обмежений L -індекс за сукупністю змінних тоді і тільки тоді, коли 
існують такі +∈ ¢p , +∈ ¡c , що для кожного ∈ × £z D  виконується не-
рівність 
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Позначимо через G  замикання області .G  Наступний результат є 
узагальненням тверджень для одновимірного випадку з [18, 22]. Для 
аналітичних в одиничній кулі функцій теорема 4 отримана в [10]. 

Теорема 4. Нехай F  – аналітична в × £D  функція, G  – обмежена 

область в × £D , 
∈

= − >
1 2

1
( , )

inf 1 | | 0
z z G

d z( )  та β > 1.  Якщо +× →£ ¡2 : Dl  
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– неперервна функція та +× →£ ¡1 : Dl  – така неперервна функція, що 

≥ β1( ) /z dl  для всіх ×∈ £z D , то існує +∈ ¢m  таке, що для всіх ∈z G  

та +∈ ¢2
1 2= ( , )J j j  виконується нерівність 

 +
 

≤ ∈ ≤ 
 

¢
( ) ( )| ( ) | | ( ) |

max : ,
! ( ) ! ( )
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n

J K
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K K m

J z K zL L
, (2) 

де 1 2( ) = ( ), ( ) .z z zL ( )l l  

Д о в е д е н н я. Якщо ≡( ) 0F z , то нерівність (2) є очевидною. Нехай 

≡/( ) 0.F z  Для кожного фіксованого ∈0z G  вираз 
( ) 0

0

| ( ) |

! ( )

J

J

F z

J zL
 є модулем 

коефіцієнта розвинення у степеневий ряд функції ( )F z  у точці 

 
∈  

 
2 0

0
, .

( )
z z

z
1

L
D  Оскільки функція ( )F z  є аналітичною, то для кожного 

∈0z G  вираз 
( ) 0

0

| ( ) |

! ( )

J

J

F z

J zL
 прямує до нуля при + → +∞1 2j j , тобто знайдеться  

таке 0
0 = ( ),m m z  для якого виконується нерівність (2). 

Припустимо, що множина значень 0m  не є рівномірно обмеженою по 
0z , тобто 

∈
+∞

0
0sup = .

z G

m  Тоді для кожного +∈ ¢m  існують такі ∈mz G , 

+∈ ¢2mJ , що виконується оцінка 

 +
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. (3) 

Оскільки ∈mz G , то знайдеться підпослідовність ′ ′→ ∈ ⊂ × £mz z G D  при 

→ +∞.m  За інтегральною формулою Коші для кожного +∈ ¢2J  маємо 
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Запишемо оцінку (3) у вигляді 
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D  1 2= ( , ),R r r  2 > 1,r  ∈ β1 (1, ].r  Перейдемо у нерів-

ності (4) до границі при → +∞m . Отримаємо 
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Отже, всі частинні похідні функції F  у точці ′z  рівні 0.  Тому за теоремою 

єдиності ≡( ) 0F z , що неможливо.   
2. Деформована показникова функція. Деформована показникова 

функція [23] 
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F z z z
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визначена для всіх комплексних 1z  та 2z  таких, що ≤1| | 1z . Вона 

аналітична в × £D  та неперервна у × £D . Ця функція має багато цікавих 
властивостей та часто зустрічається в комбінаториці, теорії графів, 
статистичній механіці, комплексному аналізі [23–25]. Вона є єдиним 
розв'язком диференційно-функціонального рівняння 

 
∂

∂
1 2

1 1 2
2

( , )
= ( , )

F z z
F z z z

z
,     

який для кожного заданого 1z  справджує умову 1( ,0) = 1F z .  Це рівняння є 
окремим  випадком рівняння пантографа [12, 16]. 

L. Wang і C. Zhang [24] зауважили, що для довільного комплексного 
числа 1z  такого, що ≤1| | 1,z  розподіл нулів функції 1 2( , )F z z  не вдається 
описати. Відомо багато праць та гіпотез про їхній розподіл (див. широку 
бібліографію та опис у [24, 25]). Але поняття розподілу нулів тісно 
пов’язане з функціями обмеженого індексу. Необхідною умовою обмеженос-
ті індексу є рівномірний розподіл нулів в деякому сенсі (див. логарифміч-
ний криетрій для різних класів аналітичних функцій в [1, 4, 9, 11, 14, 13, 
17]). У зв’язку з цим постає таке питання: якою є додатна неперервна 

вектор-функція +× →£ ¡2:L D , що деформована показникова функція має 

обмежений L -індекс за сукупністю змінних? 
Деформована показникова функція справджує таку систему рівнянь із 

частинними похідними: 
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Для встановлення обмеженості індекса аналітичних розв’язків деяких 
систем лінійних рівнянь із частинними похідними використовують теорему 
Хеймана та її аналоги [9, 10]. Але в цьому разі невідомо, як саме застосува-
ти цю теорему до наведеної вище системи. Зважаючи на це, розглянемо 
простішу задачу. Нехай :F × →£ £D  – аналітична функція обмеженого 
L -індексу за сукупністю змінних. Якими є додатні неперервні вектор-

функції 2
1 : +× →L £ ¡D  та 2

2 : +× →L £ ¡D  такі, що 1 1 2( , )F z z z  та 
2

1 1 2( , )F z z z  мають обмежений 1L - та 2L -індекс за сукупністю змінних 
відповідно? Це не тривільна задача, бо є добре відомий приклад цілої функ-
ції обмеженого індексу такої, що її похідна має необмежений індекс [21]. 

Теорема 5. Нехай ( )Q∈ ×L £D  і :F × →£ £D  – аналітична функція 

обмеженого L -індексу за сукупністю змінних. Тоді 1 1 2( , )F z z z  і 2
1 1 2( , )F z z z  

мають обмежений 1L - та 2L -індекс за сукупністю змінних відповідно, де  

 = + + ⋅1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2( , ) ( , ), | | | | 1 ( , )( ( ) )z z z z z z z z z zL l l , 

 + + ⋅2 2 2
2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 2( , ) = ( , ), | | | | 1 ( , )z z z z z z z z z zL ( ( ) )l l . 
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Д о в е д е н н я. Позначимо =1 2 1 1 2( , ) ( , ).G z z F z z z  Зрозуміло, що 
(0,1) (0,1)

1 2 1 1 1 2( , ) = ( , )G z z z F z z z , =(1,0) (1,0)
1 2 1 1 2( , ) ( , )G z z F z z z . За індукцією можна 

показати, що для всіх 2
1 2= ( , )J j j +∈ ¢    

 1 2 1 2
2

( , ) ( , )
1 2 1 2 1 1 2( , ) = ( , ) ( , )j j j j

jG z z P z z F z z z , 

де 
2 1 2( , )jP z z  – деякий многочлен степеня 2j . 

Оскільки 1 2( , )F z z  має обмежений L -індекс за сукупністю змінних, то 

для цієї функції F  виконується нерівність (1). Тому можна отримати таку 
ж нерівність для функції G  
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для всіх ≥ 11| |z r , ≥ 22| |z r , 1 2= ( , )K k k . Згідно з теоремами 2 та 4 звідси 

випливає, що функція G  має обмежений 1L -індекс за сукупністю змінних. 

Друга частина цього твердження про обмеженість 2L -індексу доводиться 

аналогічно.   
За допомогою теореми Хеймана можна розглянути інші композиції. У 

статті [8] встановлено обмеженість l -індексу композиції −1 / (1 ) ,f z( )  де f  

–  ціла функція обмеженого l -індексу. В загальному випадку невідомо, чи 
умова «функція −1 / (1 )f z( )  має обмежений −1 / (1 | |)z( )l -індекс» гарантує, 

що «функція f  має обмежений l -індекс». Цей висновок вдалося отримати 
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в [8] за додаткових припущень. Для композиції −2 1/ (1 )f z z( ) за теоремою 2 
буде правильним такий наслідок. 

Наслідок 1. Нехай ∈ Ql , f  – ціла функція обмеженого l -індексу. 

Тоді функція −2 11 2( , ) = / (1 )F z z f z z( ) має обмежений L -індекс за сукуп-
ністю змінних, де  
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ В × £D  ФУНКЦИИ ОГРАНИЧЕННОГО L -ІНДЕКСА ПО СОВОКУПНОСТИ 
ПЕРЕМЕННЫХ 
 
Рассмотрено понятие ограниченности L -индекса по совокупности переменных 
для аналитических функций в × £D . Установлены критерии ограниченности 
L -индекса для аналитических функций по совокупности переменных, описываю-
щие их локальные свойства. Полученные критерии применены к исследованию 
ограниченности индекса некоторых композиций аналитических функций, 
связанных с деформированной показательной функцией. 
 
ANALYTIC IN × £D  FUNCTIONS OF BOUNDED L -INDEX IN JOINT VARIABLES  
 
A concept of boundedness of L -index in joint variables is considered for analytic 
functions in × £D . We deduced criteria of boundedness of L -index for analytic 
functions in joint variables which describe their local properties. The obtained criteria 
are aplied for analysis of index boundedness for some compositions of analytic 
functions associated with the deformed exponential function. 
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