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НЕЛОКАЛЬНА БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА З КРАТНИМ СПЕКТРОМ ДЛЯ 
ЗВИЧАЙНОГО ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ПОРЯДКУ 2n  
 

Досліджено спектральні властивості несамоспряженої задачі для оператора 
диференціювання порядку 2n  з нелокальними умовами, що є збуреннями ре-
гулярних, але не сильно регулярних умов, які узагальнюють умови періодич-
ності. Вивчено випадки задач з регулярними та нерегулярними за Біркгофом 
збуреними крайовими умовами. Побудовано систему кореневих функцій бага-
тоточкової задачі. Встановлено достатні умови, за яких ця система є 
повною та при деяких додаткових припущеннях утворює базис Рісса. 

 
Вступ. При побудові розв’язків багатьох нестаціонарних задач методом 

Фур’є або його аналогами важливою є базисність (умовна, безумовна, за 
Ріссом) системи кореневих функцій відповідної крайової задачі. Тому ця 
властивість є предметом інтенсивних досліджень. 

Спектральні властивості крайових задач із сильно регулярними за 
Біркгофом умовами досліджувалися у працях [8, 9, 12]. У [3, 4, 20] було 
запропоновано поняття приведеної системи кореневих функцій задачі, а 
також поняття суттєво несамоспряженого оператора (оператора, система 
кореневих функцій якого містить нескінченне число приєднаних) і вивчено 
властивості таких операторів. Задачі з нерегулярними за Біркгофом умо-
вами вивчались у працях [16–18, 22, 24–30]. У роботі [18] вивчались крайові 
задачі з дисипативними крайовими умовами. Праця [19] присвячена аналізу 
задач з цілком регулярними крайовими умовами. Нелокальні задачі з 
інтегральними умовами вивчалися в роботі [21]. Властивості крайових 
задач, для яких системи кореневих функцій є сумовані методом Абеля, 
аналізувались у працях [10, 15]. У роботах [14, 31] вивчались спектральні 
властивості задач з умовами періодичності та періодичними коефіцієнтами. 
В роботах [2, 5, 11] досліджувались проблеми встановлення оцінки швид-
кості збіжності розвинень в ряд за системою кореневих функцій нелокаль-
ної задачі для диференціального рівняння на скінченному інтервалі. Обер-
нені крайові задачі для диференціального рівняння на скінченному інтер-
валі розглядалися в роботі [6]. Властивості несамоспряжених крайових 
задач для диференціально-операторних рівнянь вивчались у працях [7, 23]. 

1. Основні позначення. Нехай  
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(0,1)W∗  – простір лінійних неперервних функціоналів над 2
2 (0,1)nW ; E  – 

тотожне перетворення в просторі 0H ; 0 0:I H H→  – оператор інволюції, 

( ) (1 )Iy x y x≡ − ; 1 ( 1)
2

j
jp E I≡ + −( )  – ортопроектори простору 0H ; 

0, 0{ : }j jH y H y p y= ∈ = , 0,1j = ; (1 )( 1) ,{ }icx j ic x
jK e e c−≡ + − ∈ R ; 0H[ ]  – ал-

гебра лінійних обмежених операторів 0 0:A H H→ .  
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Означення 1. Функцію із простору 0,0H  ( 0,1H ) будемо називати 

симетричною (антисиметричною) відповідно. Крайову умову будемо 
називати симетричною, якщо до ядра відповідного функціонала належить 
довільна функція із 1K  ( 0K ).  

Наприклад, умова (0) (1) 0y y+ =  є симетричною. Аналогічно, антисиме-

тричною є умова (0) (1) 0y y− = . 
Вивчається багатоточкова задача  

 (2 )
0 ( 1) ( ) ( ), (0,1)n nL y y x f x x≡ − = ∈ , (1) 

 ( 1) ( 1) ( )
, ,

0 0

(0) ( 1) (1) ( ) 0
kjr

j j j m
j j m s s

s m

y y y b y x− −

= =

≡ + − + =∑ ∑l , (2) 

 ( 1) ( 1)(0) ( 1) (1) 0n j n j n j
n jy y y+ − + + −

+ ≡ − − =l , (3) 

 , , , 0,1, , , 0,1, , , 1, 2, ,j m s jb s r m k j n∈ = = =… … …R . (4) 

2. Крайова самоспряжена задача. Розглянемо для рівняння (1) задачу 
з крайовими умовами 

 ( 1) ( 1)
0, (0) ( 1) (1) 0, 1,2, ,j j j

jy y y j n− −≡ + − = = …l , (5) 

 ( 1) ( 1)
0, (0) ( 1) (1) 0, 1,2, ,n j n j n j

n jy y y j n+ − + + −
+ ≡ − − = = …l . (6) 

Нехай 0L  – оператор задачі (1), (5), (6),  

 (2 ) 2
0 0 2( 1) ( ), ( ) (0,1)n n nL y y x y D L W≡ − ∈ ⊂ ,  

 ≡ ∈ = = …2
0 2 0,( ) (0,1) : 0, 1,2, ,2n

jD L y W y j n{ }l . 

Зауваження 1. Крайові умови (2)–(4) вибрано так, що 2 1n = β +  для 

деякого β ∈ N . Тому справджуються співвідношення  

 * *
0, 1 0, 0(0,1), (0,1), 1,2, ,j n jW W j n+∈ ∈ = …l l , 

де 0 (0,1)W∗  та 1 (0,1)W∗  – відповідно сукупність симетричних та асиметрич-

них функціоналів із (0,1)W∗ . 

Розглянемо для оператора 0L  задачу на власні значення 

 0 0,0, 0, 1,2, ,2jL y y y j n− λ = = = …l . (7)  

Нехай виконується 
Припущення 1B : 

 1 : 2 1B n = β + .  

Теорема 1. За припущення 1B  усі власні значення оператора 0L , від-

мінні від нуля, мають парну кратність.  
Д о в е д е н н я.  Корені jρ  характеристичного рівняння 

2( 1)n n− ρ = λ , 1arg
2n

ρ ≤ π , яке відповідає диференціальному рівнянню (7), 

визначимо співвідношеннями j jρ = ω ρ , де  

 ( )2
1 1

1( ) ( 1) 1, , exp 1n n
j ji i j

n
ω = − = − ω = ω = ω π − , 

 2,3, ,j n= … . 
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Розглянемо фундаментальну систему розв’язків диференціального рів-
няння (7) 

 
(1 )

0,0( , ) , 1, 2, ,j jx x
jy x e e H j n

ω ρ ω ρ −
ρ ≡ + ∈ = … , (8)  

 
(1 )

0,1( , ) , 1, 2, ,j jx x
n jy x e e H j n

ω ρ ω ρ −
+ ρ ≡ − ∈ = … . (9) 

Підставляючи загальний розв’язок  

 
2

1

( , ) ( , ),
n

p p p
p

y x C y x C
=

ρ ≡ ρ ∈∑ R , (10) 

диференціального рівняння (7) у крайові умови (5), (6), отримаємо рівняння 
для визначення власних значень оператора 0L : 

 0, , 1, ,2( ) det 0r q r q ny =∆ ρ ≡ =…( )l . 

З припущення 1B  та співвідношень (8), (9) маємо рівності  

 0, 0,( , ) 0, ( , ) 0, , 1,2, ,j r n j n ry x y x j r n+ +ρ = ρ = = …l l . 

Тому  

 0 1( ) ( ) ( ) 0∆ ρ = ∆ ρ ∆ ρ = , 

де  

 0 0, , 1, ,( ) det 0n r q r q ny+ =∆ ρ ≡ =…( )l , 

 1 0, , 1, ,( ) det 0r n q r q ny + =∆ ρ ≡ =…( )l . 

Враховуючи вигляд крайових умов (5), (6), отримаємо  

 0, 0,( , ) ( ) ( , )n
n j n r j n ry x y x+ +ρ = ω ρ ρl l , 

 
2

0 1
1

( ) ( ) ( )
n

n n
j

j=

∆ ρ = ρ ω ∆ ρ∏ , 

 1 1
1

, 1,2, ,
( ) det 1 ( 1) rj j

r
j r n

eω ργ − −

=

 ∆ ρ ≡ ρ ω − − 
  …
( ) ( ) , 

 ( )1 1 , 0,1,
2

n n qγ = − = … . 

Отже,  

 
2 22 2

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) 0
n

n n n
j

j

iβ

=

∆ ρ = ρ ω ∆ ρ = − ρ ∆ ρ =∏ . (11) 

Теорему доведено.  

Лема 1. Нехай припущення 1B  справджується. Тоді оператор 0L  є 

самоспряженим.  
Д о в е д е н н я.  З крайової умови (6) при 1j n s= + −  та умови (5) 

при n s=  отримаємо  

 (2 ) 1 (2 ) ( 1) 1 ( 1)(0) ( 1) (1), (0) ( 1) (1)n s s n s s s sy y y y− + − − − −= − = − , 

 0( ), 1,2, ,y D L s n∈ = … . 

Тому  

 ( ) ( )(2 ) ( 1) (2 ) ( 1)(1) 1 (0) 0 0, 1,2, ,n s s n s sy y y y s n− − − −− = = … . 
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Домножимо ці рівності на числа 1( 1)s−−  та додамо при 0,1, ,2 1s n= −… . 
Отриману суму підставимо у співвідношення  

 (2 )
0( 1) , ;n ny y H− =( )  

 
2

1 (2 ) ( 1) (2 ) ( 1)

1

( 1) (1) (1) (0) (0)
n

s n s s n s s

s

y y y y− − − − −

=

= − − +∑ ( )  

 (2 )
0, ( 1) ;n ny y H+ −( ) .  

Отже,  

 (2 ) (2 )
0 0 0( 1) , ; , ( 1) ; , ( )n n n ny y H y y H y D L− = − ∈( ) ( ) . 

Тому оператор 0L  є самоспряженим [13] та існує числова послідовність 

1, ,{ }q q= … ∞ρ  коренів рівняння (11), які занумеровані в порядку зростання і 

лежать на півосі Im 0ρ = , Re 0ρ ≥ .   

Нехай 2( ) n
q qλ = ρ  – відповідні власні значення оператора 0L , 

0,1,q = … . 

Побудуємо систему власних функцій оператора 0L . За елементами 

систем (8), (9) визначимо функції  
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1
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q r q n q
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q r q n q

n n n
r n

q
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e e e

ω ρ ω ρ ω ρ

ω ρ ω ρ ω ρ− − −

ρ … ρ ρ

ω − …ω − ω −≡ θ
… … …

ω − ω − … ω −

…

…

…

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 

 1, 2,q = … . (12) 

Параметри 1,qθ  виберемо так, щоб 0, 0( ); 1qv x H = , 1, 2,q = … . 

Аналогічно визначаємо власні функції 1, 0,0( )qv x H∈ : 

 

1 2

0,2 1 0,2
1, 2,

0, 1 0,

( , ) ( , )

( ) , 0,1,

n q n q

n
q q

n n n

y x y x

y y
v x q

y y

+ ρ … ρ
…

≡ θ =
… … …

…

…
l l

l l

, (13) 

де параметри 2,qθ  вибираємо таким чином, щоб виконувались умови 

2

1, 0 0( , ); 1qv x L H = , = 1,2,q … . 

Нормовані власні функції оператора 0L , які відповідають власному 

значенню 0 = 0λ  кратності β , визначимо рівностями  

 = = − …2
0,0 0,1( ) 1, ( ) 3(2 1) ,v x v x x , 
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 1
0, ( ) 2 1(2 1)nv x n x −

β ≡ − − . (14) 

Отже, система  

 0 , 0, 0 0( ) , ( , ) : 1,2, , , 0,1, 1,2,{ }j q rV L v v x L H r j q≡ ∈ = … β = = …  

власних функцій оператора 0L  є ортонормованим базисом простору 0H . 

Зауваження 2. Системи функцій 

 0 0 ,0 0, 0( ) ( ), ( ) , 1,2, , , 1,2,{ }r qV L v x v x H r q≡ ∈ = … β = … , 

 1 0 1, 0( ) ( ) , 1,2,{ }qV L v x H q≡ ∈ = …  

є ортономованими базисами в просторах 0,0H , 0,1H  відповідно.  

Подамо визначники (12), (13) співвідношеннями 

 1
1, 2, 1,

1

( ) ( ) ( , )q q r q n r q
r

v x y x+
=

≡ θ ∆ ρ ρ∑ , 

 0
0, 4, 1,

1

( ) ( ) ( , )q q r q r q
r

v x y x
=

≡ θ ∆ ρ ρ∑ , 

 0
1, ( )r q∆ ρ ≡  

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

q r q r q n q

q r q r q n q

q r q r q n q

n n n n
r r n

n n n n
r r n

n n n n
r r n

e e e e

e e e e

e e e e

− +

− +

− +

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ
− +

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ+ + + +
− +

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ− − − −
− +

ω − ω + ω + … ω +

ω + …ω − ω − … ω −≡
… … …

ω + …ω + ω + … ω +

…( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 

 1, 2,q = … , 

 1 1 0
1, 1,( ) ( 1) ( ), 1,2, , , 1,2,r

r q r q r n q−∆ ρ = − ∆ ρ = =… … . 

Нехай  

 1, 0,0( , ) (1 2 ) ( , ) , 1,2, ,r q r n r qy x x y x H r n+ρ ≡ ω − ρ ∈ = … , (15) 

 1, 0,1( , ) (1 2 ) ( , ) , 1, 2, ,n r q r r qy x x y x H r n+ ρ ≡ ω − ρ ∈ = … , (16) 

 2,1 1, 1,
1

( , ) ( ) ( , )
n

q j q j q
j

y x y x
=

ρ ≡ ∆ ρ ρ∑ , 

 2, 0,0( , ) ( , ) , 2,3, ,r q r qy x y x H r nρ ≡ ρ ∈ = … , 

 1,( , ) ( , ), 2,3, ,j q j qy x y x j nρ ≡ ρ = … . 

Безпосередньою підстановкою отримуємо співвідношення  

 0 2,1 2,1 0, 1,( , ) ( , ) ( )q q q q qL y x y x v xρ = λ ρ + ξ , 

 2 1 1
0, 4, 14 ( ) ( ) , 1,2,n

q q qn q− −ξ = − ρ θ ω = … . 

3. Нелокальні крайові задачі.  
Для довільних 1,2, ,p n∈ …{ } , 0,1, ,2 1k n∈ −…{ } , b ∈ R , розглянемо 

крайову задачу  

 (2 )( 1) ( ) ( ), (0,1)n ny x f x x− = ∈ , (17) 

 ( 1) ( 1)
1, (0) ( 1) (1) 0, , 1,2, ,j j j

jy y y j p j n− −≡ + − = ≠ = …l , (18) 
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 ( 1) ( 1) 1
1, (0) ( 1) (1) 0, 1,2, ,p p p

p ky y y y j n− −≡ + − + = = …l l , (19) 

 ( 1) ( 1)
1, (0) ( 1) (1) 0, 1,2, ,n j n j n j

n jy y y j n+ − + + −
+ ≡ − − = = …l , (20) 

де  

 1 ( 1) ( 1)(0) ( 1) (1)k k k
ky b y y− −≡ − −( )l .  (21) 

Нехай 1L  – оператор задачі (17)–(21),  

 (2 ) 2
1 1 2( 1) ( ), ( ) (0,1)n n nL y y x y D L W≡ − ∈ ⊂ , 

 2
1 2 1,( ) (0,1) : 0, 1,2, ,2n

jD L y W y j n≡ ∈ = = …l{ } , 

 1( )V L  – система кореневих функцій оператора 1L . 

Для будь-якого власного значення qλ  та відповідної власної функції 

0, 1 1( , ) ( )qv x L D L∈  кореневою (приєднаною) функцією першого порядку опе-

ратора 1L  будемо називати функцію 1, 1 1( , ) ( )qv x L D L∈ , яка при деякому 

c ∈ £  є розв’язком диференціального рівняння (2 )( 1) ( ) ( )n n
qy x y x− − λ =  

0, 1( , )qcv x L= . 

Аналогічно визначимо кореневі функції ( 1j + )-го порядку:  

 (2 )
1, 1 1, 1 , 1( 1) ( , ) ( , ) ( , ), 1,2,n n

j q q j q j qv x L v x L cv x L q+ +− − λ = = … . 

Теорема 2. Для довільних { }1,2, ,p n∈ … , { }0,1, ,2 1k n∈ … − , b ∈ R   

1°) власні значення операторів 0L  та 1L  співпадають; 

2°) система 1( )V L  є повною та мінімальною в просторі 0H .  

Д о в е д е н н я.  Покажемо, що власні значення операторів 0L  та 

1L  співпадають. 
Підставляючи загальний розв’язок (10) диференціального рівняння (7) 

у крайові умови (18)–(21), отримуємо систему порядку 2n , матриця кое-
фіцієнтів якої має мінор порядку n , усі елементи 1, 1, ( , )n j s qy x+ ρl  якого 

дорівнюють нулю при , 1,2, ,j s n= … . Тому  

 1, , 1, ,2 0, , 1, , 0, , 1, ,det ( ) det ( ) det ( )j r j r n j r j r n n j n r j r ny y y= = … + + = …= =…l l l  

 0, , 1, ,2det ( )j r j r ny = …= l .  

Визначимо кореневі функції оператора 1L . Безпосередньою підстанов-

кою можна переконатися, що ,0 0, 1( ), ( ) ( )r qv x v x D L∈ , 1,2, ,r = β… , 1,2,q = … .  

Отже, оператор 1L  має власні функції  

 ,0 1 ,0 0, 1 0,( , ) ( ), ( , ) ( )r r q qv x L v x v x L v x≡ ≡ ,  

 1,2, , , 1,2,r q= β =… … . (22) 

Визначимо рядки квадратної матриці ,
, , , 1( , ) p j n

p j q r s r sB x =ρ ≡ β( )  порядку n  

такими співвідношеннями: p -й рядок складається з функцій 1, ( , )s qy x ρ , 

1,2, ,s n= … , елементи інших рядків є числами, 

 , 1
, 0,( ) ( ) ( , ), , , 1,2, ,p j r s

r s q q s r j qy x r p s r n−β ρ ≡ ρ ω ρ ≠ = …l .  

Зауваження 3. Беручи до уваги формули (15), (16), отримуємо вирази  
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 , 1 1
, ( ) 2 1 ( 1) s qp j r r

r s q s e
ω ρ− −β ρ = ω + −( ) , 

 , , 1,2, , , 1,2,s j r p j n q≠ ≠ = = …… , 

 , 1 1 1
, , , ,( ) 2 1 ( 1) s qp j r r

r s q s p s r q qe
ω ρ− − −β ρ = ω + − + ϑ ρ( ) , 

 , , 1,2, , , 1,2,s j r p j n q= ≠ = =… … , 

 1 2
, , , = 2( 1) (1 ( 1) ), = 1,2,s qr

p s r q sv r e q
ω− − ρ

− ω + − … .  

Нехай 

 3, 0,( , ) det ( , ), = 1,2,p q p qy x B x qρ ≡ ρ … , (23) 

 0, 1, 3, 0, 3,( ) ( , ) ( , ), = 1,2,p q p p q p p qy x y x q∆ ρ ≡ ρ = ρ …l l .  

Підстановкою функції (23) в крайові умови (18)–(21) отримуємо спів-
відношення  

 1, 3, 0, 3, , 0, ,( , ) ( , ) ( )j p q j p q j p p q j py x y xρ = ρ δ = ∆ ρ δl l , 

 , ,0, , 1,j p j pj p j pδ = ≠ δ = = , 

 , 1,2, ,j p n= … . 

Приєднану функцію оператора 1L  визначимо формулою  

 1, 1 1, , 3,( , ) ( ) ( ) ( , ), 1,2,q q p k q p qv x L v x c y x q≡ + ρ ρ = … . (24) 

Підставляючи праву частину рівності (24) в крайові умови (18)–(21), 
визначаємо невідоме значення  

 1 1
, , 1, 0,( ) ( ) ( ), 1,2,p k q p k q p qc v x q−ρ = − ∆ ρ = …l . 

Зауваження 4. При q → ∞  для послідовності 0
1, ( )p q∆ ρ  справджується 

співвідношення  

 0 1
1, 2 2( ) (1, , , ) ( 1, , , ) 1 ( )

i q
p q n nW e W O q

ρ −∆ ρ = ω ω + − ω ω +… …( )( ) , 

де 1 2( , , , )s nW ω ω ω…  – визначник Вандермонда порядку 0,1, , 1n −… , побудо-

ваний за числами 1 2( , , , )nω ω ω… . 

Тому справджується оцінка  

 1 0, 20 ( ) , 1,2,p qC C q< ≤ ∆ ρ ≤ < ∞ = … . 

Беручи до уваги формулу (16), отримуємо співвідношення  

 , 1, ,( ) 2 ( ) ( ), 1,2,k p
p k q q p k qc b q−ρ = − ρ ∆ ρ = … , (25) 

де 1, , ( )p k q∆ ρ  – визначник матриці, елементи першого рядка якої визнача-

ються виразами ( ) 1 ( 1) r qk k
r e

ω ρ
ω − −( ) , 1,2, ,r n= … , а інші рядки співпадають 

з відповідними рядками визначника (14).  
Зауваження 5. При q → ∞  для послідовності 1, , ( )p k q∆ ρ  справджується 

співвідношення 1
1, , 2 2( ) (1, , , ) ( 1, , ..., ) 1 ( )qi

p k q k n k nW e W O q
ρ −∆ ρ = ω ω + − ω ω +…( )( ) , 

де 1 2( , , , )s nW ω ω ω…  – узагальнений визначник Вандермонда порядків 

0,1, , 1, 1, , 1n s n s n− − − + −… … , побудований за числами 1 2, , , nω ω ω… . Тому 

справджується оцінка  
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 1 1, , 20 ( )p k qC C< ≤ ∆ ρ ≤ < ∞ . 

Отже, оператор 1L  має систему функцій 1( )V L , кореневих в сенсі 
рівностей  

 1 1, 1 1, 1 1, , 0, 1( , )( ) ( , ) ( , )q q q p q qL v x L x v x L v x L− λ = ξ , 

 1 0, 1 1, 1( , )( ) ( , ) 0q q qL v x L x v x L− λ = . 

Таким чином, оператор 1L  має кореневі функції, які визначаються 
формулами (22), (24), (25). 

Для задачі (17)–(21) існує спряжена задача [13]. Із кореневих функцій 
оператора спряженої задачі можна побудувати систему 1( )W L , яка буде 

біортогональною до системи 1( )V L . Тому система 1( )V L  є повною та міні-

мальною в просторі 0H . Теорему доведено.  

4. Оператори перетворення. Нехай 1( )q qG g x ∞
=≡ { }  – послідовність 

функцій з множини (0,1)C∞  з властивістю 

 ( ) ( )( ) (1 ), ( ) ( 1) (1 )m m m
q q q qg x g x g x g x≡ − ≡ − − , 

 0,1 , , 1,2,x q m∈ = …[ ] . 

Розглянемо систему функцій 

 ,( ) ( ) : 1,2, , , 0,1, 1,2,k qZ G z x r r q≡ = β = =… …{ } , 

де  

 ,0 ,0( ) ( ), 0,1, ,r rz x v x r≡ = β… , 

 0, 0, 1, 0,( ) ( ), ( ) ( ) ( ), 1,2,q q q q qz x v x z x v x g x q≡ ≡ + = … . (26) 

Для кожної системи 0( )Z G H⊂  визначимо оператор 0( )GR L =  

0( )GE S L= + , який відображає елементи системи 0( )V L  у відповідні еле-

менти системи ( )Z G : 

 ,0 0 ,0( ) ( ) ( ), 0,1, ,r G rz x R L v x r≡ = β… ,  (27) 

 , 0 ,( ) ( ) ( ), 0,1, 1,2,r q G r qz x R L v x r q≡ = = … .  (28) 

Нехай 1 0( )LΓ  – сукупність всеможливих систем ( )Z G , елементи яких 

визначені формулами (25), (28); 0( )Q L  – сукупність операторів GR , 

0 0 0( ) ( )cQ L Q L H≡ ∩ [ ] .  
Лема 2. Будь-яка система функцій ( )Z G , елементи якої визначені 

формулами (26), є повною та мінімальною в просторі 0H   

Д о в е д е н н я.  Від супротивного доведемо, що ( )Z G  є повною (то-

тальною) в просторі 0H .  

Нехай існує функція 0 1h h h= + , 0,j jh H∈ , 0,1j = , з властивістю  

 , 0, ( , ); 0, 1,2, , , 0, 0,1, 1,2,k qh v x G H k q k q= = β = = =… …( ) . (29) 

Беручи до уваги формулу (27) та зауваження 3, отримаємо 0 0h ≡ , 

1=h h . 
Тому з означення функцій (26) та припущення (29) маємо рівності 
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 1, 0 1, 0, ( , ); = , ( ); = 0, = 1,2,q qh v x G H h v x H q …( ) ( ) . 

Застосовуючи зауваження 3, отримуємо = 0h . 
Отже, система ( )Z G  є тотальною (повною). Тому вона є мінімальною в 

просторі 0H . Лему доведено.   

Множення операторів є комутативним. Тому правильною є наступна  
Лема 3. 0( )Q L є абелевою групою операторів відносно множення, яка 

містить абелеву групу 0 0( ) ( )cQ L Q L H≡ ∩ [ ] .  

Нехай { }qu ⊂ R  – обмежена послідовність 3qu C≤ < ∞ , = 1,2,q … . 

Розглянемо частковий випадок системи ( )Z G , коли 1, ( )qz x ≡  

1,(1 2 ) ( )k qx u v x≡ − , = 1,2,q … .  

Лема 4. Для будь-якої обмеженої послідовності 1q qu ∞
= ⊂ R{ }  система 

( )Z G  є базисом Рісса простору 0H .  

Д о в е д е н н я.  Покажемо, що оператор GR  є обмеженим. 

Для будь-якого , 0 ,
,

, ( ); ( )j k j k
j k

h h v x H v x= ∑( )  оцінимо норму функції 

Gf R h=  в просторі 0H . 

Отже,  

 ( ), 0 , 1, 0 1,
,

, ( ); ( ) , ( ); (1 2 )j k j k k k
j k

f h v x H v x h v x H x v x = + −  ∑ ( ) ( ) ,  

 
2 2 22 2 2

0 1, 0 3 0 1 0 4 3
,

; , ( ); 2 ; ; , 1 2k
j k

f H h v x H C h H C h H C C≤ + ≤ = +∑( ) . 

Беручи до уваги теорему Н. К. Барі [1], отримуємо твердження леми.  
5. Крайова задача з регулярними за Біркгофом умовами. 
Нехай 2L  є частковим випадком оператора 1L  при =k p , 2( )V L  – 

система кореневих функцій оператора 2L , які визначаються співвідно-
шеннями  

 ,0 2 ,0 0, 2 0,( , ) ( ), ( , ) ( )r r q qv x L v x v x L v x≡ ≡ , 

 1,2, , , 1,2,r q= β =… … , 

 1, 2 1, , 3,( , ) ( ) ( ) ( , ), 1,2,q q p p q p qv x L v x c y x q≡ + ρ ρ = … . (30) 

Підставляючи рівність (30) у крайову умову (19), визначаємо невідоме 
значення 

 ,( ) ( )p q p p qc cρ ≡ ρ , 

 1 1
, 1, 0,( ) ( ) ( ), 1,2,p q p p q p qc v x q−ρ ≡ − ∆ ρ = …l . (31) 

Теорема 3. Для будь-яких 1,2, ,p n∈ …{ } , b ∈ R  система 2( )V L  є 

базисом Рісса в просторі 0H .  

Д о в е д е н н я.  Беручи до уваги визначення чисел 1 2, , , nω ω ω… , 

отримуємо співвідношення  

 0, 1, 3, 0, 3,( ) ( , ) ( , )p q p p q p p qy x y x∆ ρ ≡ ρ = ρl l , 

 1 1
0, 1( ) ( ) ( , , )(1 ( )),p

p q q nW O q q− −∆ ρ = ρ ω ω + → ∞… , (32) 
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де ( )1 2, , , nW ω ω ω…  – визначник Вандермонда порядків 0,1, , 1n −… , побу-

дований за числами 1 2, , , nω ω … ω . 

Тому послідовність ( )p qc ρ{ } , визначена формулою (31), є обмеженою. 

Нехай 1
, , 2,3, ,( ) det ( )q j r q j r n=β ρ ≡ β ρ …( )  – обмежена послідовність. 

Розглянемо функції 

 , 3, 1, 1,( , ) ( , ) ( ) ( ), 1,2,p q p q p q p q qx c y x c v x qψ ρ = ρ − ρ = … . (33)  

Враховуючи розвинення функцій 3, ( , )p qy x ρ , 1, ( , )p qy x ρ , 1, ( )qv x  та рів-

ності (33) для функцій ( , )p qxψ ρ , отримаємо формули  

 ( )0, , 1, ,
2

( , ) ( ) ( , ) ( ) 1 2 ( , )
n

p q r p q r q r p q n r q
r

x y x x y x+
=

ψ ρ = α ρ ρ + α ρ − ρ∑ , 

де 0, , ( )r p qα ρ , 1, , ( )r p qα ρ  – обмежені числа. 

Беручи до уваги визначення чисел 1 2, , , nω ω ω… , отримуємо співвідно-

шення 

 
2

0
1

( , );p q
q

x H
∞

=

ψ ρ < ∞∑ . 

Отже, повна та мінімальна в просторі 0H  система функцій 2( )V L  є 

квадратично близькою до базису Рісса ( )Z G  цього простору. 

Застосовуючи теорему Н. К. Барі [1], отримаємо твердження теореми.   

Нехай 3, 1( )q qg x ∞
={ }  – послідовність функцій з множини (0,1)C∞ , визна-

чена співвідношеннями 

 3, 1, 2 1,( ) ( , ) ( ), 1,2,q q qg x v x L v x q≡ − = … . 

Для будь-якої послідовності дійсних чисел 1q q
∞

=ϕ{ }  розглянемо системи 

функцій 3, ( ), 1,2,qG g x qϕ ≡ = …{ }  та ,( ) ( , ), 0,1,r qV G v x G qϕ ϕ≡ = …{ } , де 

 ,0 ,0( , ) ( , )r rv x G v x Gϕ ϕ≡ , 

 0 2 0, 0( , , ) ( , )q qv x L v x Lρ ≡ , 

 1 1, 3,( , , ) ( , ) ( )q q q qv x G v x G y xϕ ϕρ ≡ + ϕ  

та відповідний оператор перетворення 0( ) ( ) ( )R G E S G Q Lϕ ϕ= + ∈ .  

Комутативну групу операторів ( )R Gϕ  позначимо як 1, 0 0( ) ( )pQ L Q L⊂ .  

Лема 5. Для будь-якої обмеженої послідовності дійсних чисел 

1q q
∞

=ϕ ⊂{ } R  система функцій ( )V Gϕ  є базисом Рісса в просторі 0H .  

Д о в е д е н н я.  Нехай 5q Cϕ ≤ < ∞ . Тоді для будь-якої функції 

0h H∈ , ( )f R Z hϕ≡ , маємо нерівність  

 
22 2

6 0 , 2 0 7 0
,

; , ( , ); ;j k
j k

Ñ h H h v x L H Ñ h H≤ ≤∑ ( ) . 

Тому  

 
2 2

, 0 8 0
,

, ( , ( ), ); ;j k q
j k

h v x Z H C h Hϕ ρ ≤∑ ( ) , 
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22

8 5 02( 1) ( );C C R Z Hϕ= + [ ] . 

Отже, оператори ( )R Zϕ , 1
0 0( ) :R Z H H−

ϕ →  є обмеженими. Застосовую-

чи теорему Н. К. Барі (див. [1]), отримуємо твердження леми.  
6. Багатоточкова задача для диференціального рівняння. Розглянемо 

багатоточкову задачу  

 (2 )( 1) ( ) = ( ), (0,1)n ny x f x x− ∈ , (34) 

 ( 1) ( 1)
3, (0) ( 1) (1) 0, 1,2, ,j j j

jy y y j n− −≡ + − = = …l , (35) 

 ( 1) ( 1) 2
3, (0) ( 1) (1) = 0n p n p n p

n p py y y y+ − + + −
+ ≡ + − +l l , (36) 

 ( 1) ( 1)
3, (0) ( 1) (1) 0, , 1,2, ,n j j n j

n jy y y j p j n+ − + −
+ ≡ + − = ≠ = …l , (37) 

де 

 2 ( )
, ,

0 0

( )
pkr

m
p p m j s

j m

y b y x
= =

= ∑ ∑l .  (38) 

Розглянемо такі припущення. 
Припущення 2B : 

 2 , , , ,: 1 , ( 1)mj r j p m j p m r jB x x b b− −= − = − , 

 0,1, , , 0,1, , , 1,2, ,pj r m k p n= = =… … … .  

Припущення 3B : 

 3 : 1, 1,2, ,pB k p p n≤ − = … . 

Нехай , ,p m jL L≡  – оператор задачі (34)–(38),  

 (2 )( 1) ( ), ( )n nLy y x y D L≡ − ∈ , 

 2
2 3,( ) (0,1) : 0, 1,2, ,2n

jD L y W y j n≡ ∈ = = …l{ } , 

 ( )V L  – система кореневих функцій оператора L . 

Теорема 4. Нехай справджуються припущення 1B , 2B . Тоді для до-

вільних , ,p m jb ∈ R , 0,1, , pm k= … , 1,2, ,p n∈ …{ } , (0,1)jx ∈ , 0,1, ,j r= … , 

1°) власні значення операторів 0L  та L  співпадають; 

2°) система ( )V L  є повною та мінімальною в просторі 0H ; 

3°) якщо додатково виконується припущення 3B , тоді система ( )V L  

є базисом Рісса в просторі 0H . 

Д о в е д е н н я.  Перше твердження теореми встановлюється мірку-
ваннями теореми 2. 

Безпосередньою підстановкою переконуємось, що  

 ,0 ,0 0, 0,( , ) ( ), ( , ) ( ), 1,2, , , 1,2,r r q qv x L v x v x L v x r q≡ ≡ = β =… … . 

Отже, оператор 3L  має власні функції  

 ,0 ,0 0, 0,( , ) ( ), ( , ) ( ), 1,2, , , 1,2,r r q qv x L v x v x L v x r q≡ ≡ = β =… … . (39) 

Кореневі функції визначаємо у вигляді суми  

 1, 1 1, 2, 3,( , ) ( ) ( ) ( , ), 1,2,q q p q p qv x L v x c y x q≡ + ρ ρ = … . (40) 
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Підставляючи цей вираз в умови (36), визначаємо невідомий параметр 

2, ( )p qc ρ :  

 2 1
2, 1, 0,( ) ( ) ( ), 1,2,p q p q p qc v x q−ρ = − ∆ ρ = …l . (41) 

Отже, оператор 3L  має кореневі функції (39)–(41). 

Система функцій 3( )V L  є елементом множини 1 0( )LΓ . Тому з леми 2 

отримуємо друге твердження теореми. 
З припущення 3B  маємо оцінку  

 2 1
1, 11 9( ) , 0 , 1, 2,p

p q qv C C q−≤ ρ < < ∞ = …l . 

Враховуючи співвідношення (32), отримуємо нерівність  

 1 1
0, 10 10( ) ( ) , 0 , 1,2,p

p q qС C q− −∆ ρ ≤ ρ < < ∞ = …  

та обмеженість послідовності 2, 1( )p q qc ∞
=ρ{ } . 

Беручи до уваги лему 5, отримуємо третє твердження теореми. 
Теорему доведено.   
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НЕЛОКАЛЬНАЯ МНОГОТОЧЕЧНАЯ ЗАДАЧА С КРАТНЫМ СПЕКТРОМ ДЛЯ 
ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПОРЯДКА 2n  
 
Исследованы спектральные свойства несамоспряженной задачи для оператора 
дифференцирования порядка 2n с нелокальными условиями, которые являются 
возмущениями регулярных, но не сильно регулярных условий, и обобщают условия 
периодичности. Изучены случаи задач с регулярными и нерегулярными по Бирк-
гофу возмущенными краевыми условиями. Построена система корневых функций 
многоточечной задачи. Получены достаточные условия, при которых эта систе-
ма является полной и при некоторых дополнительных предположениях образует 
базис Рисса. 
 
NONLOCAL MULTIPOINT PROBLEM FOR AN ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATION OF ORDER 
2n  WITH A MULTIPLE SPECTRUM 
 
The spectral properties of a non-self-adjoint problem for a differentiation operator of 
order 2n with nonlocal conditions that are perturbations of regular but not strongly 
regular conditions and generalize the conditions for periodicity are investigated. The 
cases of problems with regular and irregular (in the sense of Birkhoff) perturbed 
boundary conditions are studied. The system of root functions of the multipoint 
problem is constructed. Sufficient conditions are obtained under which this system is 
complete and under certain additional assumptions forms a Riesz basis. 
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