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ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ ЦИЛІНДРА З ТОНКИМ 
БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИТТЯМ 
 

На основі отриманого аналітичного розв’язку одновимірної задачі термо-
пружності для циліндра з багатошаровим покриттям за конвективного 
теплообміну з зовнішнім середовищем досліджено термонапружений стан 
системи. 

 
Вступ. Під час експлуатації елементів циліндричних конструкцій з 

багатошаровими покриттями нестаціонарні температурні поля викликають 
значні температурні напруження, які можуть спричинити відшарування 
покриття та руйнування елементів конструкцій. Аналітичні розв’язки 
відповідних крайових задач статичної та нестаціонарної термопружності 
для циліндра обмежуються в основному випадком одношарового покриття 
[1, 6, 9–11, 13, 16, 21–23, 25, 27, 28, 34]. Водночас розроблено методики роз-
рахунку теплового поля та/або температурних напружень для шаруватих 
циліндричних тіл з довільною кількістю шарів [2–5, 7, 12, 14, 24, 26, 29, 30, 
33, 35], які можуть бути використані для дослідження термонапруженого 
стану циліндричних тіл з багатошаровими покриттями. Проте вони є 
відносно складними і не враховують можливу малість товщини покриття. 
Для спрощення розрахунку може бути застосовано ефективний підхід, що 
ґрунтується на застосуванні моделі з використанням узагальнених 
граничних умов термомеханічного спряження [8, 17, 19, 20, 31].  

Нижче на основі отриманого в праці [18] розв’язку задачі теплопро-
відності для циліндра з багатошаровим покриттям знайдено розв’язок 
відповідної задачі термопружності та досліджено термонапружений стан 
системи тіло – багатошарове покриття за конвективного нагрівання зов-
нішнім середовищем. 

1. Постановка задачі теплопровідності. Розглянемо одновимірну 
задачу теплопровідності для суцільного кругового циліндра радіуса R , 

0 r R≤ ≤ , з n -шаровим покриттям товщини 
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Рівняння теплопровідності і початкові умови мають вигляд  
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Як і в роботі [18], надалі індексами i , I  та II  позначаємо величини, що 
стосуються відповідно i -го шару покриття, тіла та зовнішнього середовища. 

Приймаємо, що на межі покриття – середовище виконується тепло-
обмін згідно з законом Ньютона: 
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на поверхнях поділу шарів покриття і покриття з тілом – умови ідеального 
теплового контакту: 
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а на осі циліндра виконується умова симетрії 
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r

∂
=

∂
I  при  0r = . (5) 

Тут , , it t tI II  – температури i -го шару покриття, тіла і середовища 

відповідно; τ  – час; iδ  – товщина i -го шару; k k ka = λ ω/ , kλ  і kω – 

коефіцієнти температуропровідності, теплопровідності і теплоємності, 
1, ,k n∈ I ∪ …{ } { } ; µ  – коефіцієнт тепловіддачі з поверхні покриття 

r R= + δ .  
2. Розв’язок задачі теплопровідності. Для розв’язування задачі вико-

ристаємо підхід, який ґрунтується на моделюванні впливу покриття на 
теплоперенос у системі узагальненими граничними умовами [8, 31, 32]. Тоді 
температуру в тілі визначають як розв’язок рівняння (1) для циліндра за 
початкової умови (2), умови симетрії (5) та узагальненої граничної умови, 
яка для цього випадку матиме вигляд [31, 32] 
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= δ λ∑  – зведені теплоємність та термоопір ціло-

го покриття. Температуру в покритті визначатимуть формули відновлення 
[31, 32]. 

Аналітичний розв’язок цієї задачі має такий вигляд [18]:  
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де jæ  – корені рівняння 
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1H
R

−
ξ =

λI/
 – ефективні теплоємність та термоопір покриття; 0J , 1J  – 

функції Бесселя першого роду нульового і першого порядків. 

3. Розв’язок задачі термопружності. Вважаємо, що зовнішнє наванта-
ження відсутнє. Для визначення напруженого стану циліндра з n -шаровим 
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покриттям під дією деформацій, викликаних нерівномірним розподілом 
температурного поля під час нагрівання, використано підхід, який 
ґрунтується на моделюванні впливу покриття на термонапружений стан в 
системі узагальненими граничними умовами термомеханічного спряження 
[19, 31].  

Тоді розв’язок для напружень у циліндрі 0 r R≤ ≤  можемо подати у 
вигляді [15]  
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узагальнену граничну умову механічного спряження тіла з середовищем – 
у вигляді [19, 31] 
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а співвідношення Дюамеля – Неймана для тензора деформації в циліндрі 
так: 
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Тут ( , , )r zϕ  – циліндрична система координат, 1A , 2A  – невідомі 

константи, kE  – модуль Юнґа, kν  – коефіцієнт Пуассона, kα  – коефіцієнт 

лінійного температурного розширення (КЛТР) матеріалу, 1, ,k n∈ I ∪ …{ } { } , 

pqδ  – символ Кронекера, σI
ll  – сума нормальних напружень.  

Розглядатимемо два випадки: 
(i) вільні торці циліндра:  
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(ii) закріплені торці циліндра: 

 0zze ≡ . (16″) 

З урахуванням неперервності тангенціальних деформацій на поверхні 
поділу тіло – покриття, осьове зусилля 1N  в оболонці, якою моделюємо 
покриття, можемо подати у вигляді [19] 
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Враховуючи умову 
0rr r =

σ ≠ ∞I , узагальнену граничну умову (14), 

співвідношення Дюамеля – Неймана (15), умову (16′) та співвідношення (17) 
для випадку (i), умову (16″) для випадку (ii), знаходимо наближений 
розв’язок задачі для циліндра 0 1≤ ρ ≤ : 
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де для випадку (iі)  
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а для випадку (i) 
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– безрозмірна середня температура циліндра,  
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Для визначення напружень у довільному шарі багатошарового покрит-
тя через граничні значення компонент тензора напружень у тілі використа-
ємо формули відновлення [19, 31], які у випадку циліндра за відсутності 
зовнішнього навантаження матимуть такий вигляд:  
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Підставляючи вирази (18)–(20) у формули відновлення (24), (25), отри-
муємо вирази для колових та осьових напружень в i -му шарі покриття 

1i i−ρ ≤ ρ ≤ ρ : 
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4. Усталені напруження. В усталеному стані, коли циліндр з багато-
шаровим покриттям рівномірно прогрівається до температури середовища 
tII , формули (18)–(23), (26), (27) матимуть вигляд 
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де для випадку (iі)  

 0zze∞ =% ,  (30) 

а для випадку (i) 

 
2 2 1 2 2

1

Fo
2 1 2

2(1 )

lim (Fo)
1 2( )

n
i i

i
i

zz zz

Y Z Y C Z
R

e e
Z G G

∞ =

→∞

α δ
− + + − χ

α
= =

+ −

∑
I

%

% % % % , (31) 

 
2 3

2 3Fo

3( 1) 2( 1)
( ) lim ( ,Fo) 1

( / ) ( / )
i i
rr rr rr

R R
∞ ∞

→∞

ρ − ρ − σ ρ = σ ρ = σ − +  δ δ
I% % % ,  (32) 

 
( )

( ) ( )

2
1 1

Fo

1 2
( ) lim ( ,Fo)

1 1
ii i

i zz
i

Z G
e∞ ∞

ϕϕ ϕϕ→∞

ν − ν + − ν − νσ ρ = σ ρ = χ + + ν − ν
I I I

I

%
% % %  

 1
1

1 1 2
1

1 1

n
i i i

i
i i

Z
R=

+ ν − ν α δ α  + χ + − +  + ν − ν α α 
∑I I

I I I
 

 ( )
1

ii
rr

i

∞ν
+ σ ρ

− ν
% , (33) 

 
( )

( ) ( )

2
1 1

Fo

1 1 2
( ) lim ( ,Fo)

1 1
i ii i

zz zz i zz
i

Z G
e∞ ∞

→∞

− ν ν + − ν − ν νσ ρ = σ ρ = χ + + ν − ν
I I I

I

%
% % %  

 1
1

1 1 2
1

1 1

n
i i i

i i
i i

Z
R=

+ ν − ν α δ α  + ν χ + − + + ν − ν α α  
∑I I

I I I
 

 ( )
1

ii
rr

i

∞ν
+ σ ρ

− ν
% . (34) 

Для покриття з малою жорсткістю порівняно з жорсткістю тіла 
(наприклад, для тонких покрить з модулями Юнга, що не перевищують 
істотно модуль Юнга підкладки) з формул (28)–(31) отримуємо наближені 
формули для усталених напружень в тілі 

– для закріплених торців:  

 
1

1
1

n
i i

rr i
ii

R
∞ ∞

ϕϕ
=

α + ν δ σ = σ ≈ − χ α + ν ∑I I I

I

% % ,  (35) 

 1zz
∞σ = ν −I

I% , (36) 

– для вільних торців:  

 
1

1
n

i i
rr i

i
R

∞ ∞
ϕϕ

=

α δ σ = σ ≈ − χ α ∑I I

I

% % , (37) 

 
2

1

2 1 1
1

n
i i

zz i
i

R
∞

=

ν α δ  σ ≈ χ + −   − ν α ∑I I

I I

% . (38) 

Крім того, для усталених напружень в i -му шарі покриття з малою 
жорсткістю для випадку, коли КЛТР інших шарів не є істотно більшими 
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від КЛТР циліндра, з (33), (34) маємо наближені формули 

– для закріплених торців:  

 
1

1 1 1 2 1
( )

1 1 1 1

n
ji i

i j i
i i jj

∞
ϕϕ

=

α+ ν α + ν − ν + ν   σ ρ ≈ χ − − χ χ − +   + ν α + ν − ν + ν α   ∑I I I I

I I I

%  

 1
1

j ji

i R

α δν   + −  − ν α I
, (39) 
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=

α+ ν α + ν − ν + ν   σ ρ ≈ χ ν − − χ χ ν − +   + ν α + ν − ν + ν α   ∑I I I I

I I I

%  

 1
1

j ji

i R

α δν  + − − ν α I
; (40) 

– для вільних торців:  

 
1

1 1 2
( ) 1 1

1 1 1

n
j ji i i

i j i
i ij

R
∞

ϕϕ
=

α δα + ν − ν ν     σ ρ ≈ χ − − χ χ + −     α + ν − ν − ν α     ∑ I I

I I I

% , (41) 

 
1

1 1 2 1( ) 1 1
1 1 1

n
j ji i

zz i i j i
i ij

R
∞

=

α δα + ν − ν     σ ρ ≈ χ − − ν χ χ + −     α + ν − ν − ν α     ∑ I I

I I I

% . (42) 

5. Числові результати та їх аналіз. Таким чином, формули (7), (8), 
(18)–(20), (23), (26), (27) дають розв’язок нестаціонарної задачі теплопровід-
ності та термопружності для циліндра з багатошаровим покриттям. Слід 
зауважити, що ефективність і достатню точність наближеного аналітичного 
розв’язку (7), (8) задачі теплопровідності встановлено порівнянням з точним 
розв’язком цієї задачі для циліндра з тришаровим покриттям у [32], а 
ефективність і достатню точність наближеного аналітичного розв’язку 
статичної задачі термопружності для випадку закріплених торців (28)–(30), 
(32)–(34) – у [19]. 

На основі отриманого розв’язку дослідимо термонапружений стан у 
системі тіло – багатошарове покриття за конвективного нагрівання.  

Рис. 1 ілюструє зміну в часі безрозмірного контактного радіального 

напруження (1,Fo)rrσI% , коли 1) всі КЛТР шарів покриття більші від КЛТР 

підкладки: iα > αI , 1, ,i n∈ …{ } , та 2) всі КЛТР шарів покриття менші від 

КЛТР підкладки: iα < αI , 1, ,i n∈ …{ } , залежно від способу закріплення 
торців циліндра (ЗТ – закріплені торці, ВТ – вільні торці) для різних 
співвідношень коефіцієнтів Пуассона покриття iν  та підкладки νI .  

  

 Рис. 1 Рис. 2 
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Обчислення кривих, наведених на рис. 1, виконано при Bi 10= , 0ξ = , 

0η = , 1 2 3α = α = α ; 1 2α = αI  та 1 0.5α = αI  для таких геометричних і 
механічних співвідношень між параметрами шарів покриття та тіла:  

 1 2 3: : 3 : 1 : 1,       0.01Rδ δ δ = δ =/ , (43) 

 1 2 3: : 5 : 2 : 8E E E = , (44) 

 1 : 1E E =I , (45) 

 1 2 30.3, 0.3ν = ν = ν = ν =I  та 1 2 3 0.2ν = ν = ν = . 

З рисунка видно, що на початковій стадії нагрівання у всіх випадках 

радіальні напруження є розтягувальними. При 
1
1i

i

+ ν
α > α

+ ν
I

I  ці напру-

ження досягають максимального значення, а потім релаксують до устале-

ного значення rr
∞σI% , яке визначається співвідношенням (28), а для випадку 

покрить порівняно малої жорсткості – формулами (35) та (37). При 
1
1i

i

+ ν
α < α

+ ν
I

I  ці напруження також досягають максимального додатного 

значення, а потім зменшуються, міняють знак і прямують до від’ємного в 

цьому випадку усталеного значення rr
∞σI% . Ці висновки щодо впливу співвід-

ношення КЛТР підкладки та покриття з точністю до урахування значень 
коефіцієнта Пуассона якісно узгоджуються з результатами [9].  

Слід зауважити, що вплив закріплення торців циліндра проявляється 
лише у випадку відмінності значень коефіцієнта Пуассона складових по-
криття та підкладки (суцільні криві на рис. 1, що відповідають сталому 
коефіцієнту Пуассона, iν = νI , співпадають). Це узгоджується з результа-
тами для залишкового напруженого стану, отриманими в [17], а також для 
усталених термонапружень, ориманих у [34]. 

Отже, найбільша небезпека відшарування покриття внаслідок дії 
розтягувальних радіальних напружень виникає на початковій стадії на-
гріву.  

Оскільки розтягувальні радіальні напруження на поверхні циліндра 

(1,Fo)rrσI%  є найбільш небезпечними, то дослідимо їх зміну в часі залежно 

від теплофізичних параметрів – ефективних термоопору 
1H

R

−
ξ =

λI
 і тепло-

ємності 
R

Ωη =
ωI

 – для випадку вільних торців при iα > αI  (див. рис. 2). 

Обчислення кривих, наведених на рис. 2, виконано при Bi 10= , 2iα = αI , 

0.3iν = ν =I , 1,2,3i = , та умовах (43)–(45). Наявність термоізолюючих 
властивостей покриття призводить до зменшення рівня розтягувальних 
напружень (крива при 0ξ = , 0η =  на рис. 2 – термоопір і теплоємність 
покриття відсутні). 

На рис. 3 і рис. 4 показано розподіл безрозмірних колових ϕϕσ%  та 

осьових zzσ%  напружень за радіальною координатою у системі циліндр –

тришарове покриття для деяких моментів часу при Bi 10=  у випадках 
закріплених (рис. 3) і вільних (рис. 4) торців. 

Обчислення виконано для співвідношень 1 2 3: : : 4 : 2 : 1 : 2α α α α =I  і 

значень 0.3ν =I , 1 2 3 0.2ν = ν = ν =  при умовах (43)–(45). 
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 а) б) 

Рис. 3 

  

 а) б) 

Рис. 4 
Напруження у покритті мають розривний характер. На початковій 

стадії нагрівання напруження у всіх шарах стискувальні. При цьому в 
зовнішньому шарі (з меншим, ніж у підкладці, КЛТР) і в середньому шарі 
(з КЛТР, рівним КЛТР підкладки), напруження (колові для обох випадків 
закріплення торців та осьові для вільних торців) з часом монотонно зро-
стають, прямуючи до усталеного значення. У той же час у шарі з більшим, 
ніж у підкладці, КЛТР ці напруження міняються немонотонно. Така 
поведінка напружень залежно від співвідношення значень КЛТР покриття 
та підкладки якісно узгоджується з результатами в [9]. У випадку вільних 
торців знак усталених колових та осьових напружень у шарі покриття 
визначає різниця КЛТР підкладки і цього шару згідно з формулами (41) та 
(42), у випадку ж закріплених торців – величина (1 ) (1 )i i+ ν α − + ν αI I  для 

колових напружень та величина (1 ) (1 )i i i+ ν ν α − + ν αI I  для осьових 
напружень, що відповідає формулам (39) та (40).  

Як видно з рис. 3а і рис. 4а, колові напруження у системі незначно 
залежать від способу закріплення торців, і ця відмінність визначається 
лише неоднорідністю коефіцієнта Пуассона (як і в [34]). Можна зауважити, 
що у випадку вільних торців колові та осьові напруження практично не 
відрізняються в покритті, що узгоджується з результатами [29]. Для тонких 
( / 0.01Rδ ≤ ) покрить малої жорсткості порівняно з жорсткістю тіла 
усталені значення цих напружень у покритті значно перевищують за 
абсолютною величиною усталені напруження у підкладці в тих шарах, 
КЛТР яких відмінні від КЛТР тіла, що відповідає формулам (35), (37)–(39), 
(41), (42). Також слід відмітити особливість поведінки осьових напружень у 
випадку закріплених торців (рис. 3б): на відміну від інших ситуацій, 
незалежно від співвідношення значень КЛТР складових покриття та 
підкладки, тут у всіх шарах покриття та основи розвиваються значні 
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стискувальні напруження, значення яких для усталеного стану співпадають 
зі значеннями за формулами (40), (36). 

  

 Рис. 5 Рис. 6 

Вплив умов теплообміну зі середовищем та жорсткості покриття на 
термонапружений стан системи проілюстровано на прикладі зміни колових 
напружень за радіальною координатою залежно від значень параметра Bi  
(рис. 5) і значень параметра жорсткості 1 1E Eχ = I  (рис. 6) у випадку за-

кріплених торців циліндра. Розрахунки проведено при Fo 0.02= , 0.3ν =I , 

1 2 3 0.2ν = ν = ν =  за співвідношень (43)–(45) для рис. 5 та Bi 10=  і спів-
відношень (43), (44) для рис. 6. Як видно з графіків, збільшення інтенсив-
ності теплообміну із зовнішнім середовищем (що відповідає збільшенню 
критерію Біо Bi ) та жорсткості покриття (що відповідає збільшенню пара-
метра 1χ ) призводить до істотного зростання значень і перепаду стиску-
вальних напружень у шарах покриття (штрихові та штрихпунктирні криві 
на рис. 5, суцільні та штрихові криві на рис. 6). 

Висновки. На основі використання узагальнених граничних умов 
термомеханічного спряження тіла із середовищем через тонке покриття 
отримано аналітичний розв’язок задачі термопружності для циліндра з 
багатошаровим покриттям. Досліджено вплив геометричних і термо-
механічних характеристик покриття, умов закріплення торців циліндричної 
підкладки та умов теплообміну із зовнішнім середовищем на термопружний 
стан системи тіло – багатошарове покриття за конвективного нагрівання. 
Виявлено, що визначальними теплофізичними параметрами впливу на 
напружений стан циліндра є ефективні теплофізичні характеристики 
покриття – зведені термоопір і теплоємність та інтенсивність тепловіддачі з 
поверхні покриття, а визначальними термомеханічними параметрами – 
модуль Юнга, коефіцієнт Пуассона і коефіцієнт лінійного температурного 
розширення тіла. Для випадку покрить малої жорсткості отримано 
наближені формули, які є зручними для якісного оцінювання усталених 
напружень в системі. 
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ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ЦИЛИНДРА С ТОНКИМ 
МНОГОСЛОЙНЫМ ПОКРЫТИЕМ  
 
На основе полученного аналитического решения одномерной задачи термоупру-
гости для цилиндра с многослойным покрытием при конвективном теплообмене 
с внешней средой исследовано термоупругое состояние системы.  
 
THERMOELASTIC PROBLEM FOR CYLINDER WITH THIN 
MULTILAYER COATING 
 
Based on the obtained analytical solution of a one-dimensional thermoelastic problem 
for a cylinder with a multilayer coating under convective heat exchange with envi-
ronment, analysis of thermoelastic state of the system has been performed. 
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