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ЗАСТОСУВАННЯ ВАРІАЦІЙНОГО МЕТОДУ ОДНОРІДНИХ 
РОЗВ’ЯЗКІВ ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ОСЕСИМЕТРИЧНИМ 
ТЕРМОПРУЖНИМ СТАНОМ ЦИЛІНДРА 
 

Запропоновано варіаційний підхід до розв’язування задачі оптимізації стаці-
онарного осесиметричного термонапруженого стану скінченного суцільного 
циліндра шляхом керування розподілом об’ємних джерел тепла. Підхід базу-
ється на варіаційному методі однорідних розв’язків, розробленому раніше 
для розв’язування осесиметричних задач теорії пружності для циліндра. 
Досліджено вплив відношення висоти циліндра до його радіуса на оптимальні 
значення цільового функціонала та напружений стан.  

 
Вступ. Задачі керування напруженим станом циліндричних тіл виника-

ють у багатьох прикладних дисциплінах – у технологіях нагріву/охолод-
ження [15] масивних циліндричних заготовок, вирощування монокристалів 
напівпровідників за методом Чохральського [14], відпуску залишкових на-
пружень [3], гартування [13] тощо.  

Задачі керування термопружним станом циліндричних тіл розглядали-
ся, зокрема, у роботах [1, 2, 5]. Для таких задач керування важливе значен-
ня мають методи розв’язування відповідних прямих задач. Серед аналітич-
них методів розв’язування осесиметричних задач для циліндричних тіл ви-
користовують методи сингулярних інтегральних рівнянь [10], розклад у ря-
ди Фур’є – Бесселя [16], перехресної суперпозиції [6], інтегральних пере-
творень [7], метод прямого інтегрування рівнянь у напруженнях [17]. 

Варіаційний метод однорідних розв’язків [11] базується на використан-
ні повних систем функцій, які є розв’язками осесиметричної задачі для ци-
ліндра з ненавантаженою бічною поверхнею. Цей метод використано для 
дослідження осесиметричних задач теорії пружності для півбезмежного та 
скінченного циліндрів [10], а також для кусково-однорідного циліндра [8].  

Керування термонапруженим станом твердих тіл можна здійснювати 
шляхом зміни умов теплообміну об’єкта із зовнішнім середовищем, зміни 
зовнішніх теплових потоків та об’ємних джерел тепла. Зміна джерел тепла 
є перспективним методом для застосування до електропровідних тіл, ос-
кільки для їх створення у таких тілах можна використовувати постійний чи 
змінний електричний струм, змінний струм у поєднанні з зовнішнім магніт-
ним полем. У випадку діелектричних тіл, прозорих для теплового випромі-
нювання, об’ємне нагрівання можна здійснювати з використанням потоків 
ІЧ-випромінювання. Перспективним також є спосіб об’ємного нагрівання з 
використанням ультразвуку. 

У цій статті розглянуто задачу оптимального керування осесиметрич-
ним термонапруженим станом суцільного циліндричного тіла шляхом зміни 
розподілу об’ємних джерел тепла. Для розв’язування задачі застосовано 
підхід, який базується на варіаційному методі однорідних розв’язків, роз-
робленому раніше для розв’язування осесиметричних задач теорії пруж-
ності [8, 10]. 

1. Постановка задачі. Розглянемо вільний від навантажень циліндр 
(0 1, 0 2 , )b z b= ≤ ρ ≤ ≤ ϕ ≤ π − ≤ ≤V , який нагрівається об’ємними джере-

лами тепла густини q , де q  залежить лише від радіальної координати: 

= ρ( )q q . Тіло охолоджується через бічну поверхню ( 1, 0 2= ρ = ≤ ϕ ≤ πS , 

)b z b− ≤ ≤  за механізмом конвективного теплообміну із зовнішнім середо-

вищем, температура cT  якого задана. Торцеві поверхні циліндра 1 =S  

(0 1, 0 2 , )z b= ≤ ρ ≤ ≤ ϕ ≤ π =  і 2 (0 1, 0 2 , )z b= ≤ ρ ≤ ≤ ϕ ≤ π = −S  теплоізо-
льовані.  
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За таких умов у циліндрі виникає температурне поле, залежне лише 
від радіальної координати = ρ( )T T , яке в об’ємі V задовольняє рівняння 

 1 1 ( )T q∂ ∂ ρ = − ρ ρ ∂ρ ∂ρ λ 
, (1) 

а на бічній S  і торцевих 1S , 2S  поверхнях для температури виконуються 
умови 

 1
1

,     0c
z b

T h TT T
zρ=

=±ρ=

∂ ∂= − − =
∂ρ λ ∂

( ) . (2) 

Тут λ  – коефіцієнт теплопровідності матеріалу, h  – коефіцієнт конвектив-
ного теплообміну з середовищем. 

Зовнішня поверхня циліндра ∂ = ∪ ∪1 2V S S S  вільна від навантажень. 

Тому температурне поле = ρ( )T T  спричиняє в тілі осесиметричні темпера-

турні напруження, які в об’ємі V  задовольняють рівняння рівноваги [7] 

 ρρ ρ ϕϕ
∂ ∂ρσ + σ − σ =

ρ ∂ρ ∂ ρ
1 1 0zz

( ) , 

 ρ
∂ ∂ρσ + σ =

ρ ∂ρ ∂
1 0z zzz

( )  (3) 

та співвідношення Дюгамеля – Неймана [4] 

 ρρ ρρ ϕϕ
α

σ = − ν + ν + − ρ −
− ν − ν − ν

(1 ) ( ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

T
zz

EE e e e T T( ) ( ) , 

 ρρ ϕϕ
α

σ = − ν + ν + − ρ −
− ν − ν − ν

(1 ) ( ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

T
zz zz c

EE e e e T T( ) ( ) , 

 ϕϕ ϕϕ ρρ
α

σ = − ν + ν + − ρ −
− ν − ν − ν

(1 ) ( ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

T
zz c

EE e e e T T( ) ( ) , 

 ρ ρσ =
+ ν1z z
E e , (4) 

де αT  – коефіцієнт температурного розширення, ν  – коефіцієнт Пуассона, 

E  – модуль Юнга матеріалу циліндра. 
Компоненти тензора деформації ije , , , ,ij zz z∈ ρρ ϕϕ ρ{ } , пов’язані з 

компонентами вектора переміщень ρu  та zu  співвідношеннями [4]  

 1,    ,    ,    
2

z z
zz z

u u uu u
e e e e

z z
ρ ρ ρ

ρρ ϕϕ ρ

∂ ∂∂ ∂ = = = = + ∂ρ ∂ ρ ∂ ∂ρ 
. (5) 

На поверхні ∂V  компоненти тензора напружень σij , , , ,ij zz z∈ ρρ ϕϕ ρ{ } , за-

довольняють умови  

 
1 1

0,    0,    0,    0z zz zz b z bρρ ρ ρ=±ρ= ρ= =±
σ = σ = σ = σ = . (6) 

Із формул (3)–(5) випливає ключова система рівнянь незв’язаної термо-
пружності у переміщеннях: 

 ρ
ρ

∂ ρ∂∇ + − = + ν α
− ν ∂ρ ∂ρρ

2
2

( )1 (1 )
1 2 T

u Teu , 

 ∂∇ + =
− ν ∂

2 1 0
1 2z

eu
z

, (7) 

де ∂ ∂ ∂∇ = + +
ρ ∂ρ∂ρ ∂

2 2
2

2 2
1

z
 – осесиметричний оператор Лапласа, e =  

zze e eρρ ϕϕ= + + . 
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Сформулюємо задачу оптимального керування. Нехай = ρ( )T T  є 

розв’язком задачі (1), (2) для заданого = ρ( )q q : ( , ( ))T T q= ρ ρ . Розглянемо 
невід’ємний функціонал  

 
1

0

( ) 2 ( , )
b

ij ij
b

z d dz
−

Φ σ = π ρϕ σ ρ ρ∫ ∫ ( ) , (8) 

який залежить від компонент тензора напружень σ = σ ρ( , )ij ij z , 

, , ,ij zz z∈ ρρ ϕϕ ρ{ } , визначених в області V , де ϕ σ( )ij  – задана функція.  

Нехай напруження у функціоналі (8) обчислені за формулами (4), (5) із 
використанням розв’язку задачі (7), (6), в якій ( , ( ))T T q= ρ ρ . Тоді цей функ-

ціонал залежить лише від функції ( )q ρ : Φ = Φ( )q .  
Необхідно визначити функцію радіального розподілу густини джерел 

тепла ρ( )q , за якої функціонал Φ  є мінімальним.  

2. Розв’язування прямої задачі. Сформулюємо пряму задачу керуван-
ня температурними напруженнями: при заданій функції розподілу густини 
джерел тепла ρ( )q  визначити температурні напруження в циліндрі, з вико-

ристанням яких обчислити значення функціонала Φ( )q . 
Таким чином, розв’язування прямої задачі керування складається із 

двох кроків: 1) розв’язання задачі незв’язаної термопружності (1), (2) і (7), 
(6) з наступним визначенням компонент напружень за формулами (4), (5) та 
2) обчислення значення функціонала за формулою (8).  

Розв’язок задачі термопружності подамо у вигляді суперпозиції роз-
в’язків двох задач: І°) задачі термопружності для нескінченного ненаванта-
женого циліндра (основний стан) та ІІ°) задачі теорії пружності для скін-
ченного циліндра (збурений стан): 

 ∗ ∗
ρ ρ ρ= + = +0 0, z z zu u u u u u , 

де верхні індекси «0» та «*» відповідають основному та збуреному станам. 
Основний стан. Розв’язування задачі І° зводиться до послідовного 

розв’язування двох задач: 1) задачі теплопровідності (1), (2), в якій ρ( )q  – 

задана функція, та 2) задачі про визначення осесиметричних температур-
них напружень у безмежному циліндрі 

 = ≤ ρ ≤ ≤ ϕ ≤ π − ∞ ≤ ≤ ∞0 (0 1, 0 2 , )zV .  

Розв’язок задачі теплопровідності (1), (2) отримуємо шляхом безпо-
середнього інтегрування рівняння (1) з урахуванням вимоги обмеженості 
розв’язку в точці ρ = 0  та підпорядкування його умові (2): 

 
ρ

ρ

 ρ = ρ ρ ρ ρ + ρ ρ ρ + λ ρ ∫ ∫ ∫
1 1

0 0

1 1 1( ) ( ) ( ) cT q d d q d T
h

. (9) 

Для формулювання задачі І° необхідно задати умови навантаження 
і/або закріплення у нескінченно віддалених точках z → ± ∞ . Приймаючи на 
безмежності умови ненавантаження, прийдемо до такого обмеження на 
компоненту напружень σzz : 

 π σ ρ ρ =∫
1

0

2 0zz d . (10) 

Звідси з урахуванням співвідношень (4), (5) випливає, що компонента пере-
міщення є лінійною функцією від координати z , а компонента деформації 

=0 constzze . Тому з двох рівнянь (7) для нескінченного циліндра (задача І°) 



108 

залишається лише перше: 

 ρ∂ ρ ∂ ρ+ ν − ν∂   = α  ∂ρ ρ ∂ρ − ν ∂ρ

0( ) ( )(1 )(1 2 )1
2(1 ) T

u T
. (11) 

Крайова умова на бічній поверхні та співвідношення Дюгамеля – Неймана в 
цьому випадку набувають вигляду відповідно: 

 
0

0

1

( ) 0
(1 ) T c

u
u T Tρ

ρ
ρ=

∂ ν + − α ρ − = ∂ρ − ν ρ 
( ) , (12) 

 ρρ ρρ ϕϕ
α

σ = − ν + ν − ρ −
− ν − ν − ν

0 0 0(1 ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

T
c

EE e e T T( ) ( ) , (13) 

 ϕϕ ϕϕ ρρ
α

σ = − ν + ν − ρ −
− ν − ν − ν

0 0 0(1 ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

T
c

EE e e T T( ) ( ) , (14) 

 ρρ ϕϕσ = ν σ + σ − α ρ −0 0 0 ( )zz T cE T T( ) ( ) . (15) 

Інтегруючи рівняння (11) та підпорядковуючи розв’язок умовам (10), (12), з 
використанням формул (13)–(15) отримуємо [7] 

 
ρ

ρρ
α  σ ρ = ρ ρ ρ − ρ ρ ρ − ν  ρ∫ ∫

1
0

2
0 0

1( ) ( ) ( )
1

TE
T d T d , (16) 

 
ρ

ϕϕ
α  σ ρ = ρ ρ ρ + ρ ρ ρ − ρ − ν  ρ∫ ∫

1
0

2
0 0

1( ) ( ) ( ) ( )
1

TE
T d T d T , (17) 

 
α  σ ρ = ρ ρ ρ − ρ − ν  ∫

1
0

0

( ) 2 ( ) ( )
1

T
zz

E
T d T . (18) 

Збурений стан. Задача ІІ° (для скінченного циліндра) зводиться до 
інтегрування системи рівнянь 

 
∗ ∗ ∗
ρ ρ∂ ρ ∂ ∂− ν ∂   + + =  − ν ∂ρ ρ ∂ρ − ν ∂ρ∂∂

2 2

2

( )2(1 ) 1 1 0
1 2 1 2

z
u u u

zz
, 

 
∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗
ρ ρ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ + + + + + = ρ ∂ρ − ν ∂ ∂ρ ρ ∂ ∂ρ ∂ ∂

22 2 2

2 2 2
1 1 1 0

1 2
z z z z

u uu u u u
z zz z

 (19) 

за крайових умов на бічній поверхні: 

 ∗ ∗
ρρ ρρ= ρ=

σ = σ =
1 1

0, 0z  (20) 

і умов на торцях циліндра 1S  та 2S : 

 ∗ ∗
ρ=± =±

σ = −σ ρ σ =0 ( ), 0zz zz zz b z b
, (21) 

де σ ρ0 ( )zz  визначається за формулою (18).  

Розв’язок задачі ІІ° отримаємо з використанням функції Лява χ  [10], 
за допомогою якої система (19) зводиться до бігармонічного рівняння: 

 ∇ ∇ χ =2 2 0 . (22) 

Компоненти переміщень ∗
ρu , ∗

zu  та напружень ∗σij , , , ,ij zz z∈ ρρ ϕϕ ρ{ } , 

виражаються через функцію Лява χ  такими співвідношеннями [7]: 



109 

 ∗ ∗
ρ

∂ χ ∂ χ= − = + − ν ∇ χ
∂ρ∂ ∂

2 2
2

2
, 2(1 )zu u

z z
, 

 
2

2 2
2

1 1 1,         
2 2z z

∗ ∗
ρρ ϕϕ

∂ χ ∂χ∂ ∂   σ = ν∇ χ − σ = ν∇ χ −   µ ∂ µ ∂ ρ ∂ρ   ∂ρ
, 

 
2 2

2 2
2 2

1 1(2 ) ,    (1 )
2 2zz zz z z

∗ ∗
ρ

∂ χ ∂ χ∂ ∂   σ = − ν ∇ χ − σ = − ν ∇ χ −   µ ∂ µ ∂ρ   ∂ ∂
, (23) 

де (2(1 ))Eµ = + ν/  – модуль зсуву матеріалу.  
Із використанням формул (23) крайові умови (20), (21) можна записати 

в термінах функції Лява. 
Для розв’язування задачі (22), (20), (21) застосуємо варіаційний метод 

однорідних розв’язків [8, 10]. З огляду на симетрію задачі стосовно площи-
ни = 0z  подамо функцію χ  у вигляді 

 
1

1 cosh ( ) ( ) cosh ( ) ( )
2 k k k k k k

k

B z f B z f
∞

=

χ = − γ ρ + − γ ρ∑ ( ) , (24) 

де kB  – невідомі комплексні сталі, риска над буквою означає комплексне 

спряження. 
У представленні (24) функції ρ( )kf  виразимо через функції Бесселя 0J  

та 1J  таким чином [10]: 

 ( ) 1 0
2( ) ( )k k k k

k
f J Jρ = ρ γ ρ − γ ρ

πγ
æ , (25) 

де γk  – корені трансцендентного рівняння  

 γ γ + γ + ν − γ =2 2 2 2
0 1 1( ) ( ) ( ) 2( 1) ( ) 0k k k kJ J J( ) . 

У формулі (25) використано позначення  

 1

1 0

2 ( )

(2 2) ( ) ( )
k

k
k k k

J

J J

γ
=

π ν − γ − γ γ
æ

( )
. 

Подамо компоненти тензора напружень ij
∗σ  осесиметричної задачі для 

скінченного циліндра V  у вигляді лінійної комбінації однорідних комплекс-
них розв’язків: 

 
∞

∗
ρρ ρρ ρρ

=

σ ρ = σ ρ + σ ρ∑
1

1( , ) ( , ) ( , )
2 k k k k

k

z B z B z( ) , 

 
∞

∗
ϕϕ ϕϕ ϕϕ

=

σ ρ = σ ρ + σ ρ∑
1

1( , ) ( , ) ( , )
2 k k k k

k

z B z B z( ) , 

 
∞

∗

=

σ ρ = σ ρ + σ ρ∑
1

1( , ) ( , ) ( , )
2zz k kzz k kzz

k

z B z B z( ) , (26) 

 
∞

∗
ρ ρ ρ

=

σ ρ = σ ρ + σ ρ∑
1

1( , ) ( , ) ( , )
2z k k z k k z

k

z B z B z( ) , (27) 

дe 

 ρρσ ρ = µ −γ γ ×2( , ) 2 cosh ( )k k kz z  

 0 1
0 1

( ) ( )
(1 2 ) ( ) ( ) 2 k k k

k k k k
k

J J
J J

ξγ γ ξ − γ ξ × − ν γ ξ − ξγ γ ξ +  πγ ξ
( )æ , 
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 0 1
2( , ) 2 cosh ( ) (1 2 ) ( ) ( )k k k k k k kz z J Jϕϕ

 σ ρ = µ − γ γ − ν γ γ ξ + γ ξ  πξ
æ , 

 2( , ) 2 cosh ( )kzz k kz zσ ρ = µ − γ γ ×  

 0 1 0
22( 2) ( ) ( ) ( )k k k k kJ J J × ν − γ ρ + γ ρ γ ρ − γ ρ  π

( )æ , 

 2( , ) 2 cosh ( )k z k kz zρσ ρ = µ − γ γ ×  

 1 0 1
22( 1) ( ) ( ) ( )k k k k kJ J J × ν − γ ρ − γ ρ γ ρ − γ ρ  π

( )æ . 

Підпорядкуємо розв’язок (24) умовам (21), застосовуючи варіаційний 
підхід [10]. Для цього розглянемо функціонал 

 ∗ ∗
ρ= =

 = σ + σ ρ + σ ρ ρ  ∫
1

2 20

0

( )zz zz zz b z b
I d( ) ( ) . (28) 

Підставляючи подання (26), (27) у функціонал (28) та використовуючи необ-
хідні умови його мінімуму 

 0,      0,      1,2
m m

I I m
B B
∂ ∂= = =

∂ ∂
, 

приходимо до розв’язування безмежної системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь стосовно коефіцієнтів =1
k kB B , =2

k kB B : 

 
∞

= =

=∑ ∑
2

1 1

p p
mmk k

k p

M B Kl l . (29) 

Коефіцієнти p
mkM l  та mK l , = 1,2l , = …1,2,m , системи (29) виражаються 

формулами 

 ρρ= σ ρ σ ρ + σ ρ σ ρ ρ ρ∫
1

0

1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

p p p
mzz m zmk kzz k zM b b b b d( )l l l , (30) 

 
1

0

0

( ) ( , )m zz mzzK b d= − σ ρ σ ρ ρ ρ∫ ( )l l . (31) 

У формулах (30) та (31) використано позначення 

 1 2( , ) ( , ),      ( , ) ( , )kzz kzz kzz kzzz z z zσ ρ = σ ρ σ ρ = σ ρ , 

 1 2( , ) ( , ),      ( , ) ( , )k z k z k z k zz z z zρ ρ ρ ρσ ρ = σ ρ σ ρ = σ ρ , 

 1 2
   ( , ) ( , ),   ( , ) ( , )mzz mzz mzz mzzz z z zσ ρ = σ ρ σ ρ = σ ρ , 

 1 2( , ) ( , ),     ( , ) ( , )m z m z m z m zz z z zρ ρ ρ ρσ ρ = σ ρ σ ρ = σ ρ . 

Результати кількісних досліджень варіаційного методу однорідних роз-
в’язків у застосуванні до розв’язування осесиметричних задач теорії пруж-
ності для циліндра можна знайти в публікаціях [8, 10, 11]. 

3. Розв’язування оберненої задачі. Розв’язок оберненої задачі, сфор-
мульованої вище, можна символічно представити у вигляді 

 
( )

( ) arg min ( ( ))
q

q q
ρ

ρ = Φ ρ( ) . 

Використовуючи варіаційний метод однорідних розв’язків [10], зведемо 
задачу знаходження мінімуму функціонала Φ  до розв’язування лінійної 
алгебраїчної системи рівнянь. Шукану функцію ( )q ρ  подамо у вигляді 

ρ = ρ0( ) ( )q q g , де 0q  – стала, а функція ρ( )g  задовольняє умову 
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 ρ ρ ρ =∫
1

0

1( )
2

g d . (32) 

Погонна (віднесена до висоти циліндра) кількість тепла Q , яке виділяється 
в об’ємі циліндра, визначається як  

 = π ρ ρ ρ = π∫
1

0
0

2 ( )Q q d q . 

Звідси випливає, що 0q Q= π/ . Отже, змінюючи ρ( )g  при сталому значенні 

0q , можемо досліджувати вплив радіальних розподілів об’ємної густини 

ρ( )q  на температурні напруження у циліндрі для фіксованого Q .  

Представимо функцію ρ( )g  у вигляді розвинення за повною системою 
функцій, наприклад у вигляді відрізка степеневого ряду: 

 
=

ρ = + ρ∑0
1

( )
n

s
s

s

g a a . (33) 

Підставляючи (33) в умову (32), отримаємо 
=

= −
+∑0

1

1 2
2

n
s

s

a
a

s
, тому шукану 

функцію ρ( )q  перепишемо у вигляді 

 
= =

 ρ = − + ρ + ∑ ∑0
1 1

( ) 1 2
2

n n
ss

s
s s

a
q q a

s
. (34) 

З урахуванням (34) формула (9) набуде вигляду 

 
( ) +

=

ρ + −− ρ  ρ = + − ρ + +  λ   +
∑

22
20 0

2
1

21
( )

4 2 2( 2)

n
ss

c
s

q qa s s
T T

hs
. 

В оберненій задачі коефіцієнти sa , = …1, ,s n , є невідомі, тому для до-

вільної ρ( )g  компоненти напружень основного стану σ0
ij , , , ,ij zz z∈ ρρ ϕϕ ρ{ } , 

розглядатимемо як функції радіальної координати ρ  і коефіцієнтів 

…1, , na a : 0 0
1( , , , )ij ij na aσ = σ ρ … . З використанням формул (16)–(18) маємо 

 ρρ
=

σ ρ = ρ + ρ∑…0
1 0

1

( , , , ) ( ) ( )
n

n s s
s

a a C a C , (35) 

 ϕϕ
=

σ ρ = ρ + ρ∑…0
1 0

1

( , , , ) ( ) ( )
n

n s s
s

a a D a D , (36) 

 
=

σ ρ = ρ + ρ∑…0
1 0

1

( , , , ) ( ) ( )
n

zz n s s
s

a a A a A , (37) 

де використано позначення 

 
α ρ −

ρ =
λ − ν

2
0

0

( 1)
( )

16 (1 )
TEq

C ,  

 
+α − ρ + + + ρ −

ρ =
λ − ν + +

2 2
0

2

(1 ) ( 2)( 4) 8( 1)
( )

8 (1 )( 2) ( 4)

s
T

s

Eq s s
C

s s

( )
, 

 
α ρ −

ρ =
λ − ν

2
0

0

(3 1)
( )

16 (1 )
TEq

D , 

 
+α − ρ + + ρ − ρ = + + λ − ν +

2 2
0

2

(1 3 )( 2) ( 3) 1
( )

8 4(1 )( 2)

s
T

s

Eq s s
D

ss
, 

 
α ρ −

ρ =
λ − ν

2
0

0

(2 1)
( )

8 (1 )
TEq

A ,  
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 +α − ρ + ρ = − + + ρ + λ − ν +

2
20

2

1 ( 2)2( )
4 4 2(1 )( 2)

sT
s

Eq ssA
ss

. 

Розглянемо спочатку задачу оптимального керування для безмежного 

циліндра. У цьому випадку σ = σ0
ij ij , тобто напруження у функціоналі (8) 

визначаються за формулами (35)–(37). Підставляючи ці формули у функці-
онал (8) і виконуючи інтегрування, отримаємо квадратичну функцію від 
змінних …1, , na a . Задовольняючи необхідні умови мінімуму цієї функції, 

отримаємо лінійну систему алгебраїчних рівнянь: 

 
1

,         1,2, ,
n

ts t
s

s

N a V t n
=

= =∑ … . (38) 

Коефіцієнти системи (38) залежать від конкретного вигляду функціонала 
(8), тобто від функції ( )ϕ i . Зокрема, для функціонала  

 Φ = π σ ρ ρ ρ∫… …
1

2
1 1

0

( , , ) 2 ( , , , )n zz na a a a d( )  (39) 

коефіцієнти системи (38) матимуть вигляд 

 = ρ ρ ρ ρ = − ρ ρ ρ ρ∫ ∫
1 1

0
0 0

( ) ( ) , ( ) ( )ts t
t s tN A A d V A A d . 

Таким чином, внаслідок отриманого аналітичного представлення (35)–
(37) компонент напружень у цільовому функціоналі у вигляді функцій від 
координати ρ  і коефіцієнтів …1, , na a  розв’язування оберненої задачі зве-

дено до лінійної системи алгебраїчних рівнянь (38).  
У випадку скінченного циліндра компоненти тензора напружень σij  

виражаються у вигляді сум ∗σ = σ + σ0
ij ij ij , в яких кожен із двох доданків 

залежить від коефіцієнтів …1, , na a . Складові σ0
ij  визначаються формулами 

(35)–(37), а залежність компонент ∗σij  від коефіцієнтів …1, , na a  виникає че-

рез залежність від цих коефіцієнтів функції правої частини крайової умови 

(21)1. Внаслідок цього коефіцієнти mK l  у правій частині системи (29) зале-

жать від …1, , na a : 

 
1

1 0
10

( , , ) ( ) ( ) ( , ) ,      1,2
n

m n s s mzz
s

K a a A a A b d
=

 = − ρ + ρ σ ρ ρ ρ = 
 ∑∫…l l l , 

а тому розв’язок системи (29) також залежить від …1, , na a : 

 
∞

=

= +∑… … …1 1 1 2 2
1 1 1

1

( , , ) ( , , ) ( , , )k n mk m n mk m n
m

B a a S K a a S K a a( ) , 

 2 1 1 2 2
1 1 1

1

( , , ) ( , , ) ( , , )k n mk m n mk m n
m

B a a P K a a P K a a
∞

=

= +∑… … …( ) . 

Тут використано позначення  

 
1 1 2 1 11 11 11 12 21 22 21 11 12( ) ( )mk mk mk mk mk mk mk mk mkS M M M M M M M M

− − − −= + −( ) ( ) ( ) , 

 
1 1 12 11 12 22 21 11 12( ) ( )mk mk mk mk mk mk mkS M M M M M M

− − −= − −( ) , 

 
1 1 11 22 21 11 12 21 11( ) ( )mk mk mk mk mk mk mkP M M M M M M

− − −= − −( ) , 

 
− −= − 1 12 22 21 11 12( )mk mk mk mk mkP M M M M( ) . 
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В результаті отримуємо представлення компонент напружень ∗σij  як 

функцій, залежних від координат ρ , z  і коефіцієнтів …1, , na a : 

 1 2
1 1 1

1

1( , , , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )
2ij n kij k n kij k n

k

z a a z B a a z B a a
∞

∗

=

σ ρ = σ ρ + σ ρ∑… … …( ) .  

Підставляючи отримані в такий спосіб представлення 1( , , , , )ij nz a aσ ρ …  

у функціонал (8) та виконуючи інтегрування за змінними ρ  і z , отримуємо 

квадратичну функцію від змінних …1, , na a . Задовольняючи необхідні умови 

мінімуму цієї функції, прийдемо до системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
виду (38). Коефіцієнти цієї системи залежать від функції ϕ σ( )ij , яка визна-

чає вигляд функціонала (8). Зокрема, у випадку функціонала (39) коефіці-
єнти системи (38) матимуть вигляд 

 
1 1

1

1 10 0

( ) ( ) ( )st
kzz s mk

k m

N A G d
∞ ∞

= =

 = σ ρ ρ ρ ρ ρ + 
 ∑ ∑∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) 2 ( )kzz s mk sA O d A + σ ρ ρ ρ ρ ρ − ρ × 
 ∫  
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1 1 0

( ) ( ) ( )kzz t mk
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A G d
∞ ∞

= =

 × σ ρ ρ ρ ρ ρ + 
 ∑ ∑ ∫  

 
1

2

0

( ) ( ) ( ) 2 ( )kzz t mk tA O d A d + σ ρ ρ ρ ρ ρ − ρ ρ ρ 
 ∫ , 

 
1 1

1
0

1 10 0
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kzz mk

k m

V A G d
∞ ∞

= =

 = σ ρ ρ ρ ρ ρ + 
 ∑ ∑∫ ∫  

 
1

2
0 0

0

( ) ( ) ( ) 2 ( )kzz mkA O d A + σ ρ ρ ρ ρ ρ − ρ × 
 ∫  

 
1

1

1 1 0

( ) ( ) ( )kzz t mk
k m

A G d
∞ ∞

= =

 × σ ρ ρ ρ ρ ρ + 
 ∑ ∑ ∫  

 
1

2

0

( ) ( ) ( ) 2 ( )kzz t mk tA O d A d + σ ρ ρ ρ ρ ρ − ρ ρ ρ 
 ∫ . 

Тут позначено 

 ρ = σ ρ + σ ρ1 1 2 2( ) ( , ) ( , )mk mk mzz mk mzzG S b S b , 

 ρ = σ ρ + σ ρ1 1 2 2( ) ( , ) ( , )mk mk mzz mk mzzO P b P b , 

 σ ρ = σ ρ( ) ( , 0)kzz kzz
l l , = 1,2l . 

4. Числові дослідження. Щоб дослідити вплив радіальної неоднорід-
ності розподілу густини джерел тепла ρ( )q  на розподіл компонент напру-
жень і значення цільового функціонала (39), розглядали випадки подання 
функції ρ( )g  поліномами різного порядку, задаючи певні значення коефі-

цієнтів апроксимації …1, , na a  за незмінного 0q . 

На рис. 1 наведено значення цільового функціонала (39) для безмежно-

го циліндра 0V  залежно від степеня n  апроксимацій функції ρ( )g  (див. 

(33)) при = 0,1,2,3, 4n . Значення коефіцієнтів …1 4, ,a a , які відповідають 
кривим 1–3 на цьому рисунку, подано у табл. 1. Крива 3 на рис. 1 від-



114 

повідає оптимальному розподілові густини джерел ρ( )q , яку отримали на 
основі розв’язку оберненої задачі. 
 Таблиця 1 

0n =  1n =  2n =  3n =  4n =   
 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

1a  0 2 3 4 –11 –14 –15 35 36 37 –72 –71 –74 

2a  0 0 0 0 14 15 17 –85 –90 –91 299 300 300 

3a  0 0 0 0 0 0 0 61 65 64 –460 –465 –463 

4a  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 236 240 241 

Обернену задачу розв’язували для різних значень висоти циліндра 2b . 
При цьому обмежувалися другим порядком апроксимації функції ρ( )g . Всі 

дослідження провели при значенні коефіцієнта теплообміну = 6h .  

   
 Рис. 1 Рис. 2 

На рис. 2 показано, як змінюються оптимальні значення цільового 
функціонала (39) залежно від висоти 
циліндра. Як бачимо, функціонал на-
буває різкого мінімуму при = 0.5b . 

Щоб дослідити причину цього 
явища, провели порівняння оптималь-
них напружень 0 0

( , )zz z
z q =σ ρ /  для різ-

них значень b . Результати цих обчис-
лень наведено на рис. 3. Криві 1, 2, 3 
на цьому рисунку відповідають значен-
ням = 0.45,0.5,0.55b . Встановлено, що 

при = 0.5b  напруження 0zz qσ  в ек-

ваторіальному перетині циліндра прак-
тично дорівнюють нулеві. 

Висновки. Запропоновано підхід до розв’язування задачі оптимізації 
стаціонарного осесиметричного термонапруженого стану скінченного суціль-
ного циліндра шляхом керування розподілом об’ємних джерел тепла. Роз-
глянуто випадок, коли функція густини джерел залежить лише від раді-
альної координати, а циліндр охолоджується внаслідок конвективного теп-
лообміну його бічної поверхні із зовнішнім середовищем, температура якого 
задана. Оптимальний стан визначали за значенням невід’ємного цільового 
функціонала від компонент напружень, визначених в об’ємі циліндра. 
Сформульовано пряму й обернену задачі оптимального керування. З вико-
ристанням варіаційного методу однорідних розв’язків, розробленого у по-
передніх роботах для розв’язування осесиметричних задач теорії пружнос-
ті, а також застосовуючи апроксимацію функції густини джерел тепла від-
різком степеневого ряду, задачу керування зведено до лінійної алгебраїчної 
системи рівнянь стосовно коефіцієнтів розвинення функції джерел. 

 
Рис. 3 
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З використанням числових розрахунків, які виконано для випадку ці-
льового функціонала, що визначає середньоквадратичне відхилення зна-
чення осьового напруження в екваторіальній площині циліндра від нульо-
вого значення, здійснено дослідження збіжності запропонованого методу. В 
результаті проведених досліджень отримано залежність оптимального зна-
чення цільового функціонала від висоти циліндра. 

Запропонований метод може знайти практичне застосування при роз-
робці технологічних режимів нагрівання/охолодження масивних циліндрич-
них заготовок, а також процесів гартування електропровідних тіл із вико-
ристанням електричного струму як джерела тепла.  
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ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО МЕТОДА ОДНОРОДНЫХ 
РЕШЕНИЙ ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫМ 
ТЕРМОУПРУГИМ СОСТОЯНИЕМ ЦИЛИНДРА  
 
Предложен вариационный подход к решению задачи оптимизации стационарного 
осесимметричного термонапряженного состояния конечного сплошного цилиндра 
путем управления распределением объемных источников тепла. Подход 
базируется на вариационном методе однородных решений, разработанном ранее 
для решения осесимметричных задач теории упругости для цилиндра. 
Исследовано влияние отношения высоты цилиндра к его радиусу на оптимальные 
значения целевого функционала и напряженное состояние. 
 
APPLICATION OF VARIATIONAL METHOD OF HOMOGENEOUS 
SOLUTIONS FOR OPTIMAL CONTROL OF AXISYMMETRIC THERMOELASTIC 
STATE OF CYLINDER  
 
A variational approach to solving the optimal control problem for the stationary 
axisymmetric thermal stressed state of the finite solid cylinder by controlling the 
distribution of volumetric heat sources is proposed. The approach is based on the 
variational method of homogeneous solutions developed previously for solving 
axisymmetric elasticity problems for cylinders. The influence relation of the height of 
the cylinder to its radius on the optimal values of the objective functional and stress 
state is studied. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 08.06.17 
 
 


