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ВПЛИВ ЗАЛИШКОВИХ ЗВАРНИХ НАПРУЖЕНЬ НА ГРАНИЧНУ 
РІВНОВАГУ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ 
З ВНУТРІШНЬОЮ ТРІЩИНОЮ ДОВІЛЬНОЇ КОНФІГУРАЦІЇ 
 

Пружно-пластичну задачу про граничну рівновагу трансверсально-ізотроп-
ної циліндричної оболонки з внутрішньою поздовжньою плоскою тріщиною 
довільної конфігурації, що знаходиться у полі залишкових напружень, зведено 
до задачі про пружну рівновагу такої ж оболонки з наскрізною тріщиною 
невідомої довжини. Цю задачу зведено до системи нелінійних сингулярних 
інтегральних рівнянь. Запропоновано алгоритм числового розв’язування 
отриманої системи сумісно з умовами пластичності та умовами обмеже-
ності напружень. 

 
Вступ. У сучасній техніці та будівництві широке застосування знайшли 

композитні матеріали, зокрема армовані надміцними волокнами пластики, 
для яких характерними є анізотропія деформативних і міцнісних власти-
востей, а також порівняно низька зсувна жорсткість. Якщо з такого мате-
ріалу виготовлена оболонка така, що армуючі волокна розміщені перпен-
дикулярно до серединної поверхні, то цю оболонку можна вважати транс-
версально-ізотропною, а серединну поверхню – площиною ізотропії. Ефек-
тивне конструювання виробів з таких матеріалів можливе лише при вра-
хуванні таких властивостей і правильному їх використанні. Так як високо-
міцні матеріали схильні до крихкого та квазікрихкого руйнування, то 
наявність дефектів, особливо гострокінцевих, суттєво впливає на міцність 
конструкцій. Щоб оцінити вплив різного роду дефектів на напружений стан 
і граничну рівновагу тонкостінного тіла, доцільно провести дослідження для 
оболонок з наскрізними та внутрішніми тріщинами, оскільки з точки зору 
руйнування тріщина є одним із найнебезпечніших дефектів. 

1. Формулювання задачі. Розглянемо пружно-пластичну трансвер-
сально-ізотропну замкнуту циліндричну оболонку з внутрішньою поздов-
жньою тріщиною. Систему ортогональних координат Oαβγ  вибрано так, що 

осі Oα , Oβ  лежать у серединній поверхні оболонки, а вісь Oγ  спрямована 
по нормалі до неї. Оболонка зварена із двох напівбезмежних частин попе-
речним швом 2 2/Rα < α = l  (тут 2l  – ширина зони термічного впливу, R  
– радіус серединної поверхні оболонки). Згідно з результатами експери-
ментальних досліджень [8], будемо вважати, що основний матеріал обо-
лонки і матеріал зони термічного впливу мають одинакові модулі пружності 
E  та коефіцієнти Пуассона ν , але різні межі міцності Bσ  і пороги теку-

чості Tσ . 

Нехай оболонка довжини 02l  уздовж осі Oα  послаблена внутрішньою 

плоскою тріщиною довільної конфігурації. Глибину тріщини задаємо глад-
кими кривими 1( )d α  і 2 ( )d α  (див. рис. 1). 

Вважаємо, що оболонка заван-
тажена лише симетричними від-
носно площини тріщини зусиллями 
і моментами. При деформації бере-
ги тріщини не контактують. Обме-
жимось розглядом досить глибоких 
тріщин: 2 1max ( ) ( ) 0.4( )d d hα − α ≥ , 

де 2h  – товщина оболонки). Розмі-
ри тріщини, навантаження і властивості матеріалу передбачаємо такими, 

 

Рис. 1 
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що на продовженні тріщини по всій товщині оболонки вузькою смугою 
розвиваються пластичні деформації. Згідно з аналогом cδ -моделі (моделі 
Леонова, Панасюка, Дагдейла) [1, 3, 9, 10], зони пластичних деформацій 
заміняємо поверхнями розриву пружних переміщень і кутів повороту 
(фіктивною тріщиною), а реакцію матеріалу пластичних зон на пружний 
об’єм – відповідними зусиллями і моментами, що протидіють розкриттю 
тріщини і задовольняють певну умову пластичності тонких оболонок [7]. 
Вважаємо, що на продовженні тріщини вглибину до зовнішньої і внутріш-
ньої поверхонь оболонки, тобто в області 0 0( , )α ∈ − α α , 0 0/Rα = l , γ ∈ 

1 2[ , 2 ] [ 2 , ]h h d h d h∈ − − + −∪ , діють сталі напруження 0 ( ) 2B Tσ = σ + σ , де 

Bσ  і Tσ  – границя міцності та поріг текучості матеріалу оболонки. У плас-
тичних зонах на продовженні тріщини по довжині, тобто в областях γ ∈ 

[ , ]h h∈ − , 0 0( , ) ( , )p
pα ∈ − α − α α α∪  (тут p p Rα = l , p p Rα = l , ,  p

pl l  – 

довжини пластичних зон зліва та справа від тріщини) діють невідомі нор-

мальні зусилля ( )iN  та згинні моменти ( )iM , 1,2i = , які задовольняють 
певну умову пластичності. 

Таким чином, у рамках прийнятого аналога cδ -моделі пружно-плас-

тичну задачу для внутрішньої тріщини довжини 02l  замінено пружною за-

дачею для наскрізної тріщини невідомої довжини 12l  1 0(2 2 )p
p= + +l l l l , 

на берегах якої виконуються умови 
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 (1) 

Тут βi
N l , βi

M l  – нормальне зусилля і згинний момент, які є реакцією 

матеріалу на розрив внутрішніх зв’язків над і під тріщиною та які згідно з 
прийнятими припущеннями про напруження у цих смугах визначаються за 
формулами 

 
1 1

2 2

( ) ( )
0 0 0 0

( ) ( )

,     , 1,2,
i i

d dh h

h d h d

N d d M d d i
α α

β β
− α − α

= σ γ + σ γ = σ γ γ + σ γ γ =∫ ∫ ∫ ∫l l  

індексом iβ  відмічено зусилля і моменти для різних значень 0σ  основного 

матеріалу і матеріалу зон термічного впливу, 0
2N , 0

2M  – зусилля і момент 

основного напруженого стану (оболонка без тріщини), 2N∗ , 2M∗  – зусилля та 
момент, зумовлені зварним швом. 

2. Основні співвідношення трансверсально-ізотропної циліндричної 
оболонки з тріщинами. Розв’язок пружної задачі за допомогою методу 
дисторсій в теорії тонких оболонок з тріщинами [2] зводимо до розв’язання 
неоднорідних диференціальних рівнянь уточненої теорії оболонок Тимо-
шенка (зсувної моделі) [4, 11]: 
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∂ ψ  ∂ ∂ ∇ ∇ ∇ ∇ ψ + − η∇ = + ν χ + ∇ ∇ ε    ∂α ∂β ∂α
( ) , 

 
2 0

2 2 2 221R
∂ χ

∇ − µ ϕ = − η − ν
∂α∂β

( )( ) . (2) 

Тут 
( )0

22

( )v
R

α δ β
ε =

[ ]
, 

( )0 2
22

( )
R

γ α δ β
χ =

[ ]
, 0 2D Eh= , 

3

1 2
2

3(1 )
EhD =
− ν

, 

2 2
(1 )

µ =
η − ν

, 
2R

εη = , 
2

23 (1 )
Eh

G k
ε =

′ ′ − ν
, 

2 2
2

2 2
∂ ∂∇ = +

∂α ∂α
, 

2
2

2 23 (1 )
hc

R
=

− ν
, 

( )v α[ ] , 2 ( )γ α[ ]  – стрибки переміщення та кута повороту при переході через 

лінію тріщини; E  та ν  – модуль пружності та коефіцієнт Пуассона; k′  та 
G′  – коефіцієнт зсуву та модуль зсуву у площинках, перпендикулярних до 
серединної поверхні; ( )δ β  – функція Дірака. 

Нормальне зусилля, згинний момент і прогин w  визначаються через 
функції ψ  і ϕ  співвідношеннями 
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0

1w
D R

= ∇ ∇ ψ + ε , 
0
22

1
1 1 R
R R

∂χ∂ϕ∂Γγ = − + − ν η
∂α ∂β ∂α

, 

 
0
22

2
1 1 R
R R

∂χ∂ϕ∂Γγ = − + − ν η
∂β ∂α ∂β

, 
2 4

2
4

w w
D
η ∂ ϕΓ = + η∇ −

∂α
.  (3) 

Інтегральне зображення розв’язків рівнянь (2) з використанням пере-
творення Фур’є запишемо у вигляді 
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1

2 2
2

0 22 2
0

1( , ) cos ( ) ( )n n
n

D R R n d
∞

= −
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0

1( , ) (1 ) cos ( ) ( )n n
n

R n d
∞

= −

∂ϕ α β = − η − ν λ β γ ξ ϕ ξ − α ξ
π ∂α∂β∑ ∫ [ ]

l

l

, (4) 

де 0 1 2λ = / , 1nλ = , 1n ≥ ; nΦ  та nϕ  – фундаментальні розв’язки звичай-

них диференціальних рівнянь, отриманих із рівнянь (2), які будуються 
аналогічно, як в [1]. Функції nΦ , nϕ  мають вигляд, наведений в [1], з такою 

заміною: 

 2 2
20 202 4,    2 4,     2a A A b A A A= + η = − η η </ / / / , 

 2 2
1,2 2 4 4 2,              2P A A A A A= + η ± η − η >/ / / / , 

 ,       1/ ,                                 2A A c Aλ = = η = .  

3. Інтегральні рівняння задачі. Підставляючи зображення ключових 
функцій (4) у формули (3) і вимагаючи, щоб на берегах тріщини виконува-
лись граничні умови (1), отримаємо систему нелінійних сингулярних інтег-
ральних рівнянь для визначення стрибків переміщення та кута повороту: 
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1 1
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1

1( ) cth ( ) ( ) ( )
2 2 2
m

m s mi m
i

a
F d F d f

α α

=−α −α

ξ − αξ ξ + ξ ξ − α ξ = α
π∑∫ ∫ K , 

  0 ,   1,2mα < α = , (5) 

де 0
0 R

α =
l

, 1 2( ) ( )dF u
d

α = α
α

[ ] , ( )2 2
dF c
d

α = γ α
α

[ ]( ) , 1
1
2

a = , 
2

2
1

2
a − ν= , 

2
1

N
f

Eh
= − , 2

2 
M

f
EhRc

= − . 

Регулярні частини ядер ( )mi zK  – збіжні ряди від функцій exp ( )jna z− , 

sin ( )jnb z , cos ( )jna z , де jna , jnb  – відповідно уявна і дійсна частини комп-

лексних коренів характеристичного рівняння 

 8 2 2 6 2 2 2 2 4 4 2 84 6 / 4 0x n c x n n c c x n x n− −+ + η + + η + + + =( ) [ ( ) ] . 

Заміною змінних 1sα = α , 1uξ = α  систему інтегральних рівнянь (5) 
зведемо до вигляду 

 
1 12
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1 1 1

11 1

( ) 1 ( ) ( , )
2

m m
s mi m

i

a F u
du F u u s du f s

u s
∗

=− −

α
= α α − = α

π − π∑∫ ∫ K ( )[ ] , 

 1,    1,2s m< = , (6) 
де 

 1 12 21 1 12
1( ) cth ( ) ,    ( ) ( ) ( )

2ii i ii
zz a z z z z

z
∗ ∗ ∗= α − + = = αK K K K K[ ] . 

У системі інтегральних рівнянь (5) є невідомими границі інтегрування 

1α , оскільки невідомими є довжини пластичних зон ,  p
pl l . Крім цього, 

праві частини, ( )mf α  – розривні функції, які містять невідомі зусилля ( )iN  

та моменти ( )iM . Тому систему інтегральних рівнянь доповнюємо умовою 
пластичності Треска [7] 

 
( ) ( )2

2
1,     1,2

2

ii

T T

MN i
h h

  + = = σ  σ
, (7) 

та умовами обмеженості зусиль і моментів біля фіктивної тріщини. Для 
цього достатньо, щоб коефіцієнти інтенсивності нормального зусилля NK  і 

згинного моменту MK  були нульовими в обох кінцях фіктивної тріщини:  

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0p p
N p N M p MK K K K− α − α = α + α = − α − α = α + α = . (8) 

Таким чином, отримали повну систему рівнянь для визначення стриб-
ків переміщення та кута повороту, довжини пластичних зон, а також 

зусиль і моментів, що діють у них. Невідомими залишаються 2N∗  і 2M∗  – 
залишкові зусилля і момент, зумовлені зварним швом. 

Для знаходження залишкових зварних зусиль і моментів скорис-
таємось методом дисторсій у теорії тонких оболонок [5]. Компоненти тензо-
ра малої деформації ije{ }  запишемо як 

 0s
ij ij ije e e= + . 

Тут ije  – компоненти тензора повної деформації, s
ije  – компоненти пруж-

ної деформації, 0
ije  – компоненти тензора поля умовних пластичних дефор-

мацій, несумісність яких зумовлює залишкові напруження. 
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 У випадку осесиметричної задачі ключове рівняння для визначення 
нормального до серединної поверхні прогину ( )w α  запишемо у вигляді 
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11( , )ε α γ , 0

22( , )ε α γ , 0
13 ( , )ε α γ , 0

11æ , 0
22æ  – осьові, колові і зсувні несумісні 

залишкові деформації серединної поверхні такі, що 

 0 0 0
ij ij ije = ε + γ æ . 

 На основі фундаментального розв’язку рівняння (9) з використанням 
операції згортки будуємо інтегральні подання компонент тензора залишко-

вих напружень T
ijσ , які виражаються через невідомі 0

ijε , 0
ijæ  і ширину зони 

термічного впливу. Для їх знаходження вибираємо функціонал  

 
1

0 0 2
2

1

, ,
N

T E
ij ij n ij ij

n

f p
=

ε α = σ − σ∑( ) [ ]æ , (10) 

де 1N  – кількість колових перерізів, у яких проводиться вимірювання; E
ijσ  

– експериментально визначені компоненти тензора напружень; np  – вагові 

множники. 

 Мінімізуючи функціонал (10) за параметрами 0
ijε , 0

ijæ , 2α , знаходимо 

такі їх значення, при яких нев’язка f  між експериментально визначеними 
і теоретично обчисленими усередненими характеристиками напружень є 
мінімальною. Знайшовши ці параметри, можна обчислити залишкові на-
пруження у довільній точці оболонки. 
 Таким чином, задачу про знаходження залишкових напружень біля 
кільцевого зварного шва розв’язуємо як обернену задачу теорії оболонок із 
залишковими деформаціями, оскільки причинні характеристики – залиш-

кові пластичні деформації 0
ije  визначаються за результатами вимірювань їх 

непрямих проявлень E
ijσ  [6]. 

 На рис. 2 наведено графік залеж-
ності ββσ  від віддалі до центру шва. 

маркерами показано експериментальні 
результати, а суцільною лінією – тео-

ретичні. E
ββσ , визначені з використан-

ням методу спекл-інтерферометрії, 
усередненої за площею давача різниці 
головних напружень, визначеної за 
допомогою електромагнітного методу 
для труби виготовленої зі сталі Х-70 
( 441.3Tσ =  МПа, 588.7Bσ = МПа, E =  

52 10= ⋅ МПа, 0.3ν = ). Розрахунки виконано для геометричних параметрів 
2 7h = мм, 2 219R = мм). 
 Отже, для розв’язання системи інтегральних рівнянь (6) всі величини 
та умови тепер відомі. Алгоритм числового розв’язування такої системи 
сумісно з умовами (7), (8) наведено в [2]. 

 

Рис. 2 
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Інтегруючи отриманий розв’язок, розкриття тріщини δ γ α( , )  в довіль-
ній її точці визначаємо за формулою 

 1 1 1, / / ,    ,    v hδ γ α = α α + γ γ α α α < α γ <[ ] [ ]( ) ( ) ( ) . (11) 

Прирівнявши праву частину формули (11) до cδ -критичного значення 
розкриття фронту тріщини для вибраного матеріалу, отримаємо критері-
альне співвідношення, яке зв’язує граничне навантаження із допустимими 
розмірами тріщини. 

4. Числові результати. Як приклад розглянемо оболонку, що знахо-

диться під дією внутрішнього тиску інтенсивності p  ( 0
2 ,N Rp=  0

2 0M = ). 
Оболонка ослаблена внутрішньою параболічною тріщиною 

 2
1 1 2 12

0

1( ) ( )d h d d h d′ ′ ′α = − − α − +
τ

, 

 2
2 1 2 22

0

1( ) ( )d h d d h d′ ′ ′α = − − − α + −
τ

, 

де 1d′  і 2d′  – віддаль від вершини відповідної параболи до внутрішньої та 

зовнішньої поверхні оболонки, 0 0 1 ,τ = l l  1 0.15d h′ = , 2 0.25d h′ = . Оче-

видно, що в цьому випадку p
p =l l  і відповідно (1) (2)N N=  та (1) (2)M M= . 

На рис. 3 наведено графіки залежності відносного розкриття тріщини 

k
∗δ = δ δ/  (тут kδ  – розкриття тріщини при розв’язуванні задачі в рамках 

теорії Кірхгофа – Лява [1]) у точці А (див. рис. 1) від відносної довжини 
реальної тріщини 0α  при значенні параметра тонкостінності / 0.01h R =  і 

відносному навантаженні 0 (2 ) 0.3Tn p h= σ = . Числовий аналіз виконано 

при 5/6k′ = , 0.3ν = , / 2.6E G′ =  (ізотропна оболонка). 

  

 Рис. 3 Рис. 4 
Крива 1 на рис. 3 відповідає відсутності залишкових напружень 

( 0T
ββσ = ), а крива 2 показує вплив T

ββσ  на розкриття тріщини. Якщо 

0T
ββσ > , розкриття більше, ніж при 0T

ββσ = , а в зоні стиску, 0T
ββσ < , – 

менше. 

На рис. 4 показано графік залежності ∗δ  від 0α  для різних значень 

зсувної податливості /E G′ , що відповідає реальним матеріалам. Бачимо, що 

зі збільшенням /E G′  розкриття тріщини ∗δ зменшується. 
У випадку, коли оболонка ослаблена внутрішньою прямокутною тріщи-

ною ( 1 2( ) 0.15 ;   ( ) 0.25d h d hα = α = ), її розкриття у точці А в 2–3 рази біль-
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ше, ніж у параболічній тріщині. Це залежить від навантаження, геометрич-
них і механічних параметрів. У точці В для прямокутної тріщини розкрит-
тя в 10–15 разів більше, ніж для параболічної. Якщо прямокутна та парабо-
лічна тріщини мають однакову площу, то ця різниця є значно меншою. 
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ВЛИЯНИЕ ОСТАТОЧНЫХ СВАРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ НА ПРЕДЕЛЬНОЕ 
РАВНОВЕСИЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С 
ВНУТРЕННЕЙ ТРЕЩИНОЙ ПРОИЗВОЛЬНОЙ КОНФИГУРАЦИИ 
 
Упруго-пластическая задача о предельном равновесии трансверсально-изотропной 
цилиндрической оболочки с внутренней продольной плоской трещиной произволь-
ной конфигурации, находящейся в поле остаточных напряжений, сведена к задаче 
об упругом равновесии такой же оболочки со сквозной трещиной неизвестной 
длины. Эта система сведена к системе нелинейных сингулярных интегральных 
уравнений. Предложен алгоритм численного решения полученной системы 
совместно с условиями пластичности, условиями ограниченности напряжений и 
условиями однозначности перемещений. 
 
INFLUENCE OF RESIDUAL WELD STRESSES ON LIMITING 
EQUILIBRIUM OF A TRANSVERSALLY ISOTROPIC CYLINDRICAL SHELL WITH 
INTERNAL CRACK OF ARBITRARY CONFIGURATION 
 
The elastic-plastic problem of limiting equilibrium of a transversally isotropic cylind-
rical shell with an internal longitudinal flat crack of arbitrary configuration, which is 
in the field of residual stresses, is reduced to a problem of elastic equilibrium of the 
same shell with a through crack of unknown length. This system is reduced to a system 
of nonlinear singular integral equations. An algorithm for the numerical solution of the 
obtained system is proposed in conjunction with the conditions of plasticity, the con-
ditions for the boundedness of stresses, and the conditions for the uniqueness of dis-
placements.  
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