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ПРО ПОДІЛЬНІСТЬ ІЗ ЗАЛИШКОМ МАТРИЦЬ НАД  
ОБЛАСТЮ ГОЛОВНИХ ІДЕАЛІВ 
 

Досліджується задача про подільність матриць із залишком над областю 
головних ідеалів R . Встановлено умови, за яких для пари ( )n n× -матриць A  

i B  над областю R  існує єдина пара ( )n n× -матриць P  і Q  над R  таких, 

що B AP Q= + . Наведено застосування отриманих результатів для знаход-
ження спеціальних розв’язків матричного рівняння типу Сильвестра. 

 
 Вступ. Нехай K  – комутативна область з одиницею 0e ≠ . Надалі 
через , ( )m nM K  будемо позначати множину ( )m n× -матриць над K , а через 

,0m n  – нульову ( )m n× -матрицю.  

Якщо K E=  – евклідова область, в якій визначено норму, тобто задано 
функцію : \ 0E +ϕ →{ } Z , то в області E  можливе ділення із залишком, 

тобто для кожної пари елементів ,a b E∈ , 0a ≠ , існують елементи ,p q E∈  

такі, що b ap q= + , де 0q =  або ( ) ( )q aϕ < ϕ  [2, 6, 12, 24]. Закономірно 
виникає питання щодо поширення такого представлення для елементів як 
комутативних, так і некомутативних кілець (див. [12, Chap. II]). Ця задача 
досліджувалась в роботах [3, 7, 8, 11, 17, 19, 21, 22]).  
 Якщо [ ]E F= λ  – кільце многочленів над полем F , то в кільці матриць 

, ( [ ])n nM F λ  ділення із залишком є можливим при певних обмеженнях. Не-

хай ,( ), ( ) ( [ ])n nA B M Fλ λ ∈ λ  і 1
0 1( ) r r

rA A A A−λ = λ + λ + +…  – регулярна мно-

гочленна матриця степеня r , тобто 0det 0A ≠ . Тоді для матриць ( )A λ  і 

( )B λ  існує єдина пара матриць ,( ), ( ) ( [ ])n nP Q M Fλ λ ∈ λ  таких, що  

 ( ) ( ) ( ) ( ),  B A P Qλ = λ λ + λ  (1) 

де ,( ) 0n nQ λ =  або deg ( ) deg ( )Q Aλ < λ  (див. [1, Гл. IV]). У роботі [26] цей 

результат узагальнено і доведено наступне: для матриць ( )A λ  і ( )B λ , та-

ких, що ,( ), ( ) ( [ ])n nA B M Fλ λ ∈ λ  і ( )A λ  – неособлива матриця, яка еле-

ментарними перетвореннями стовпчиків зводиться до регулярної мно-
гочленної матриці, тобто для ( )A λ  існує матриця ( ) ( , [ ])W GL n Fλ ∈ λ  така, 
що ( ) ( ) ( )A W Dλ λ = λ  – регулярна матриця, існує єдина пара матриць 

,( ), ( ) ( [ ])n nP Q M Fλ λ ∈ λ  таких, що виконується рівність (1), причому 

,( ) 0n nQ λ =  або deg ( ) deg ( )Q Dλ < λ .  

Подільність матриць із залишком над евклідовою областю E  (в якій 
визначена евклідова норма ϕ ), досліджувалась в роботі [7]. У цій статті 

доведено, якщо ,, ( )n nA B M E∈  і det 0A ≠ , то для матриць A  і B  існують 

матриці ,, ( )n nP Q M E∈  такі, що B AP Q= + , при цьому ,0n nQ =  або 

( ) ( )Q Aϕ < ϕ . Отже, подільність із залишком при деяких обмеженнях має 
місце для матричних кілець над евклідовими областями, тобто алгебра 
матриць , ( )n nM E  над евклідовою областю E  є лівим та правим евклідовим 

кільцем (див. [11, теорема 1]). У статті [21] доведено, що алгебра матриць 

, ( )n nM K  над комутативним кільцем K  є лівим та правим евклідовим кіль-

цем тоді й тільки тоді, коли K  є кільцем головних ідеалів. 
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 Надалі K R=  – область головних ідеалів. Очевидно, що для матриць 

,, ( )n nA B M R∈  існують матриць ,, ( )n nP Q M R∈  такі, що B AP Q= + . Якщо 

ж для матриць A  і B  існує ще одна пара матриць 1 1 ,, ( )n nP Q M R∈ , відмін-

на від пари матриць P , Q , такa, що 1 1B AP Q= + , то легко бачити, що мат-

риця A  є лівим дільником матриці 1Q Q− . Відмітимо, що в статті [5] наве-

дено умови, за яких для матриць ,, ( )n nA B M R∈  виконується рівність 

A BC= .  
У цій роботі встановимо умови, за яких для пари матриць 

,, ( )n nA B M R∈  існує єдина пара матриць ,, ( )n nP Q M R∈  таких, що матриця 

B  допускає зображення у вигляді B AP Q= + . На підставі отриманих ре-
зультатів описано спеціальні розв’язки матричного рівняння Сильвестра 
над областю головних ідеалів. 

1. Основні результати. Позначимо через R+  множину неасоційованих 

елементів області R . Кожному елементу 0a ≠  із R+  поставимо у відповід-

ність фактор-кільце /( )R a  за ідеалом ( )a Ra= . Нехай, далі, iA , 

0,1,2,i = … , – класи лишків фактор-кільця /( )R a . У кожному класі лишків 

iA  фактор-кільця /( )R a  зафіксуємо по одному елементу i ia ∈ A , тобто 

iA  запишемо у вигляді i ia Ra= +A { } . При цьому у фактор-кільці /( )R a  

нульовий клас 0A  будемо представляти нулем області R , тобто 0 Ra=A , а 

одиничний клас 1 e Ra= +A { }  – одиницею області R . Множину елементів 

20, , , , ,a kR e a a= … …{ }  називають повною системою лишків за ідеалом 

( )a Ra=  (див. [6, 24]). Отже, кільце R  можна представити у вигляді 

i
i

R a Ra= +∪{ } , де ia  – фіксовані елементи із класів лишків iA . Очевидно, 

що i ja a≠  для i j≠ .  

Нагадаємо, що неособлива матриця , ( )n nA M R∈  домноженням справа 

на оборотну матрицю ( , )W GL n R∈  зводиться до форми Ерміта (див. [24, 
Chap. II]), тобто  
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– нижня трикутна матриця, у якій ih R+∈  для всіх 1 i n≤ ≤ , і ijh  

належать повній системі лишків 
ihR  за ідеалом ( )i ih Rh=  для всіх 

1 j i n≤ < ≤ . Якщо для деякого 01 i n≤ ≤  елемент 
0i

h e= , то 
0 , 0i jh =  для 

всіх 01 1j i≤ ≤ − . Надалі під терміном формa Ерміта будемо розуміти, що 

неособлива матриця , ( )n nA M R∈  домноженням справа на матрицю 

( , )W GL n R∈  зведена до вигляду (2). Зазначимо, що форма Ерміта AH  для 

матриці , ( )n nA M R∈  визначена однозначно. 

 Теорема 1. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  і A  – неособлива матриця. Нехай, 

далі, матриця AH , визначена формулою (2) (де ( , )W GL n R∈ ), є формою 

Ерміта матриці A . Тоді для матриць A  і B  існує єдина пара матриць 

,, ( )n nP Q M R∈  таких, що B AP Q= + , де ,0n nQ =  або елементи k -го 
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рядка 1 2k k knq q q…  матриці Q  належать до повної системи лишків 

khR  за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 1 k n≤ ≤ .  

 Д о в е д е н н я.  Нехай AH  – форма Ерміта матриці A . Позначимо 

через 11 12 1, , , nH H H…  – суміжні класи за ідеалом 1( )h , у яких містяться 

елементи 11 12 1nb b b…  першого рядка матриці B , тобто 1 1i ib H∈ , 

1 i n≤ ≤ . Нехай, далі, елементи 11 12 1, , , nq q q…  із повної системи лишків 

1hR  за ідеалом 1( )h  є представниками суміжних класів 11 12 1, , , nH H H… , 

тобто 1 1i iq H∈ . Так як 1 1 1(mod )i ib q h=  для всіх 1,2, ,i n= … , то для 

елементів 11 12 1, , , nb b b…  існують елементи 11 12 1, , , nc c c R∈…  такі, що 

1 1 1 1i i ib h c q= +  для всіх 1,2, ,i n= … . Звідси отримуємо, що для першого 

рядка матриці B  існує зображення у вигляді  

 11 12 1 1 11 12 1 11 12 1n n nb b b h c c c q q q= +… … … . 

Тепер за другим рядком 21 22 2nb b b…  матриці B  та отриманим 

рядком 1 11 12 1nC c c c= …  побудуємо рядок 21 22 2nd d d…  таким 

чином: 

 21 22 2 21 22 2 21 1n nd d d b b b h C= −… … . 

Нехай 21 22 2, , , nH H H…  – суміжні класи за ідеалом 2( )h , у яких містяться 

елементи 21 22 2, , , nd d d… , тобто 2 2i id H∈ , 1,2, ,i n= … . Нехай, далі, еле-

менти 21 22 2, , , nq q q…  із повної системи лишків 
2hR  за ідеалом 2( )h  є 

представниками суміжних класів 21 22 2, , , nH H H… , тобто 2 2i iq H∈ . Оскільки 

2 2 2(mod )i id q h=  для всіх 1,2, ,i n= … , то елементи 21 22 2, , , nd d d…  запи-

шемо у вигляді 2 2 2 2i i id h c q= + , 1,2, ,i n= … , де 21 22 2, , , nc c c R∈… . На 

підставі цього отримуємо 

 21 22 2 2 21 22 2 21 21 22 2n n nd d d h c c c h q q q= +… … … . 

 За третім рядком 31 32 3nb b b…  матриці B , рядком 1C  та отрима-

ним рядком 2 21 22 2nC c c c= …  побудуємо рядок 31 32 3nd d d… , 

який визначимо так: 

 31 32 3 31 32 3 31 1 33 2n nd d d b b b h C h C= − −… … . 

Як і в попередньому випадку, елементи 3 jd , які містяться у суміжних 

класах 
3hR  за ідеалом 3( )h , запишемо у вигляді 3 3 3 3j j jd h c q= + , де 

31 32 3, , , nc c c R∈… , а елементи 3 jq  належать до повної системи 3jH , 

3 3j jq H∈ , для всіх 1,2, ,j n= … . 

 Продовжуючи ці міркування далі, в кінцевому результаті, за останнім 

рядком 1 2n n nnb b b…  матриці B  та отриманими рядками 1C , 2C , … , 

1nC −  побудуємо рядок, який визначимо таким чином: 

 1 2 1 2n n nn n n nnd d d b b b= −… …  

 1 1 2 2 , 1 1n n n n nh C h C h C− −− − − −… . 
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Оскільки елементи njd  містяться у суміжних класах 
nhR  за ідеалом ( )nh , 

то елементи njd  запишемо у вигляді nj n nj njd h c q= + , 1,2, ,j n= … , де 

njc R∈ , а елементи njq  є представниками суміжних класів njH  за ідеалом 

( )nh , в яких містяться елементи njd , тобто nj njq H∈ , 1,2, ,j n= … . Отже,  

 1 2 1 2 1 2n n nn n n n nn n n nnd d d h c c c q q q= +… … … . 

На основі викладених вище міркувань маємо, що для матриць 
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виконується рівність  

 AB H C Q= + . (3) 

Зауважимо, якщо для деякого 01 i n≤ ≤  елемент 
0i

h e= , то в матриці Q  

рядок 
0 0 01 2i i i nq q q…  є нульовим. Оскільки 1W ,AA H −=  де 

( , )W GL n R∈  (див. рівність (2)), то рівність (3) перепишемо у вигляді  

 B AP Q= + , (4) 

де P WC= . Отже, елементи k -го рядка 1 2k k knq q q…  матриці Q  на-

лежать повній системі лишків 
khR  за ідеалом ( )kh  для всіх 1,2, ,k n= … . 

Якщо в рівності (4) матриця ,0n nQ = , то B AP= . Оскільки det 0A ≠ , то в 

цьому випадку матриця P  визначається однозначно. Цей випадок дослід-
жувався у [23]. 
 Припустимо, що в рівності (4) матриця ,0n nQ ≠ , a для матриць A  і B  

існує ще одна пара матриць 1 1 ,, ( )n nP Q M R∈ , відмінна від пари P , Q , така, 

що  

 1 1B AP Q= + , (5) 

а елементи k -го рядка 1 2k k knq q q% % %…  матриці 1Q  належать повній 

системі лишків за ідеалом ( )kh . Із рівностей (4) і (5) отримуємо 

1 1( )A P P Q Q− = − . Звідси випливає, що  

 1 1 2 2 1,( ) ( ) ( ) 0 (mod )k k k k kn kn n kq q q q q q h− − − =% % %… , 1,2, ,k n= … . 

Оскільки kiq  та kiq%  належать повній системі лишків за ідеалом ( )kh  для 

всіх 1,2, ,k n= … , то рівність ( ) 0 (mod )ki ki kq q h− =%  можлива лише у випад-

ку, коли ki kiq q=% . Отже, 1 2 1 2k k kn k k knq q q q q q= % % %… … . Так як 

1 k n≤ ≤ , то 1Q Q= , що й доводить теорему.  
 Із доведення теореми 1 отримуємо метод ділення матриць із залишком 
над областю головних ідеалів. Наведений вище метод ділення матриць із 

, ( )n nM R  будемо називати лівим діленням із залишком. На підставі теоре-

ми 1 вкажемо праве ділення матриць із залишком. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  і 

A  – неособлива матриця. Нехай, далі, 
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– форма Ерміта транспонованої матриці tA , де ( , )W GL n R∈ . Згідно з 

теоремою 1 для матриць tA  і tB  існує єдина пара матриць ,, ( )n nP Q M R∈  

таких, що t tB A P Q= + %% , де елементи k -го рядка 1 2k k knq q q% % %…  

матриці Q%  належать повній системі лишків за ідеалом ( )kh  для всіх 

1,2, ,k n= … . Отже, для матриць A  і B  виконується рівність B DA S= + , 

де tD P= % , елементи k -го стовпчика 1 2
t

k k nkq q q% % %…  матриці tS Q= %  

належать повній системі лишків 
ihR за ідеалом ( )i ih Rh=  для всіх 

1,2, ,i n= … . На підставі сказаного сформулюємо твердження.  

Теорема 2. Нехай ,, ( )n nA B M R∈  і A  – неособлива матриця. Нехай, 

далі,  
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– форма Ерміта транспонованої матриці tA , де ( , )W GL n R∈ . Тоді для 

матриць A  і B  існує єдина пара матриць ,, ( )n nD Q M R∈  таких, що 

B DA S= + , де ,0n nS =  або елементи k -го стовпчика 1 2k k nks s s…  

матриці S  належать до повної системи лишків 
khR за ідеалом ( )k kh Rh=  

для всіх 1 k n≤ ≤ . 
Оскільки кільце матриць , ( )n nM R  над областю головних ідеалів R  є 

лівим і правим евклідовим кільцем, то задачі про ліве та праве ділення 
матриць над R  із залишком є рівносильні. Тому надалі під діленням мат-
риць із залишком будемо розуміти лівий алгоритм ділення із залишком. 

2. Застосування. Наведемо застосування отриманих результатів до по-
шуку деяких спеціальних розв’язків (тобто розв’язків, на які накладаємо 
певні умови) матричного рівняння типу Сильвестра (див. [19, 20]) 

 AX YB C+ = , (6) 

де , ( )m mA M R∈ , , ( )n nB M R∈ , , ( )m nC M R∈ , а X та Y  – невідомі матриці 

над областю головних ідеалів R . Нагадаємо, що рівняння (6) розв’язне тоді 

й тільки тоді, коли матриці 
,0n m

A C
B  і ,

,

0

0
m n

n m

A

B
 еквівалентні [18]. За-

уважимо, що, якщо в рівнянні (6) A  i B  – неособливі матриці із взаємно 
простими визначниками, тобто (det , det )A B e= , то (6) розв’язне для до-

вільної матриці , ( )m nC M R∈  [23]. Відомою також є роль рівняння (6) при 

дослідженні структури матриць над комутативними кільцями відносно 
перетворень еквівалентності (див. [15, 20, 24, 25]).  

Нехай [ ]R F= λ  – кільце многочленів над полем F  Поліноміальні 
діофантові рівняння мають застосування у теорії систем керування як 
спеціальний математичний об’єкт, використання якого дозволяє ефективно 
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розв’язувати широкий спектр задач синтезу систем, у тому числі систем 
керування. На поліноміальних діофантових рівняннях (як у скалярному, так 
і матричному вигляді) практично будується вся класична теорія автоматів. 
Значна частина відомих методів синтезу лінійних систем представляє собою 
шляхи пошуку розв’язків матричного поліноміального рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X Y B Cλ λ + λ λ = λ  (зокрема «мінімальних» розв’язків). При цьому 
пошук і побудова всіх класів розв’язків лінійних поліноміальних рівнянь 
залежить від числа кроків подільності многочленів із залишком і 
отримується у явному вигляді відповідними підстановками (див. [9, 21]).  
 S. Barnett [10], досліджуючи структуру многочленних матриць над по-
лем, встановив, що регулярні матриці ,( ) ( [( ])m mA M Fλ ∈ λ  і ,( ) ( [( ])n nB M Fλ ∈ λ  

мають взаємно прості визначники тоді й тільки тоді, коли для довільної 
матриці ,( ) ( [( ])m nC M Fλ ∈ λ  такої, що deg ( ) deg ( ) deg ( )C A Bλ ≤ λ + λ , матрич-

не рівняння 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X Y B Cλ λ + λ λ = λ  (7) 

має єдиний мінімальний розв’язок 0 ( )X λ , 0 ( )Y λ , тобто такий, що 0deg ( )X λ ≤  

deg ( )B≤ λ  i 0deg ( ) deg ( )Y Bλ ≤ λ . Послаблення умов, за яких для рівняння 

(7) існує мінімальний розв’язок, встановлено в роботах [16] і [26]. У роботі 
[16] доведено, що умову Барнетта щодо існування єдиного мінімального роз-
в’язку можна послабити: єдиний мінімальний розв’язок рівняння (7) існує у 
випадку, коли лише одна з матриць ( ( )A λ  або ( )B λ ) є регулярною. Пізніші 
дослідження показали, що умови роботи [16] про мінімальний розв’язок 
рівняння (7) теж можна послабити. У статті [26] доведено наступне: єдиний 
мінімальний розв’язок рівняння (7) існує, якщо хоча би одна з нерегулярних 
і неособливих матриць ( )A λ  і ( )B λ  із взаємно простими визначниками ре-
гуляризується ( ( )A λ  зліва або ( )B λ  справа). Отже, умови статті [26] охоп-
люють значно ширший клас рівнянь вигляду (7), для яких можна вказати 
мінімальний розв’язок. Методи побудови розв’язків рівнянь (6) і (7) при тих 
чи інших обмеженнях наведено в роботах [4, 13, 14, 20].  
 Використовуючи теорему 1 і наслідок 1 сформулюємо умови, за яких 
для рівнянь (6) та (7) існують розв’язки, елементи кожного рядка яких 
належать повній системі лишків за модулем відповідного ідеалу. Наступне 
твердження доводить, якщо рівняння (6) розв’язне, то такі розв’язки для 
рівняння (6) існують.  

Твердження 1. Нехай у рівнянні (6) , ( )m mA M R∈  – неособлива мат-

риця. Нехай, далі,  
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– форма Ерміта матриці A , де ( , )W GL m R∈ . Якщо матричне рівняння 

(6) розв’язне, то серед його розв’язків існує розв’язок 0X , 0Y  такий, що 

елементи k -го рядка 1 2k k kny y y…  матриці 0Y  належать повній 

системі лишків 
khR за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 1 k n≤ ≤ .  

Д о в е д е н н я. Нехай пара матриць X% , Y%  – розв’язок рівняння 

(6), тобто AX YB C− =% % . Оскільки AH  – форма Ерміта матриці A , то на 

підставі теореми 1 матрицю Y%  запишемо у вигляді 0Y AQ Y= +% , де 0,Q Y ∈ 

, ( )m nM R , a елементи k -го рядка 1 2k k kny y y…  матриці 0Y  містяться в 



47 

повній системі лишків 
khR за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 1 k n≤ ≤ . Тепер 

рівність AX YB C− =% %  перепишемо у вигляді 0( )AX AQ Y B C− + =% . Звідси 

отримуємо 0 0AX Y B C− = , де 0X X QB= −% , що й доводить твердження.   

Встановимо клас рівнянь, для яких розв’язки, описані в твердженні 1, 
визначаються однозначно. 

Теорема 3. Нехай , ( )m mA M R∈ , , ( )n nB M R∈  – неособливі матриці і 

, ( )m nC M R∈ . Нехай, далі, матриця ( , )W GL m R∈  така, що  
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– форма Ерміта матриці A . Якщо (det ,det )A B e= , то для рівняння 

AX YB C− =  існує єдиний розв’язок 0X , 0Y  такий, що елементи k -го 

рядка 1 2k k kny y y…  матриці 0Y  належать повній системі лишків 

khR за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 1 k n≤ ≤ .  

 Д о в е д е н н я.  Оскільки (det , det )A B e= , то матричне рівняння 
(6) розв’язне. На підставі твердження 1 для рівняння (6) існує розв’язок 

0X , 0Y , такий, що елементи k -го рядка 1 2k k kny y y…  матриці 0Y  

належать повній системі лишків 
khR за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 

1 k n≤ ≤ . 
 Припустимо, що для рівняння (6), крім розв’язку 0X , 0Y , існує ще 

один розв’язок 1X , 1Y , відмінний від попереднього, такий, що елементи k -

го рядка 1 2k k kny y y…  матриці 1Y  належать повній системі лишків 

khR за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 1 k n≤ ≤ .  

Так як 0 0AX Y B C− =  і 0 0AX Y B C− = , то з цих рівностей отримуємо 

,0m nAU VB− = , де 0 1U X X= −  і 0 1V Y Y= − . Оскільки det 0B ≠ , то з 

рівності 0 1V Y Y= −  випливає, що  

 1 detAH W B V B− ∗ = , (8) 

де B∗  – матриця, приєднана до матриці B , тобто detnB B I B∗ = , i nI  –

одинична ( )n n× -матриця. Тепер легко переконатись в тому, що елементи 

1, ( )k nv M R∈  k -го рядка матриці V  належать повній системі лишків 
khR  

за ідеалом ( )k kh Rh=  для всіх 1 k n≤ ≤ . Так як (det ,det )A B e= , то 

очевидно, що ( ,det )kh B e=  для всіх 1 k m≤ ≤ .  

Отже, з рівності (8) отримуємо  

 1,0 (mod )k m kv h= . 

Оскільки елементи рядка 1, ( )k nv M R∈  належать до повної системі лишків 

khR  за ідеалом ( )k kh Rh= , то з останньої рівності випливає, що 1,0k mv ≡ . 

Так як 1 k m≤ ≤ , то 0 1X X=  і 0 1Y Y= , що й доводить теорему.   

Надалі нехай [ ]R F= λ  – кільце многочленів над полем F . На підставі 
теорем 1 і 3 отримуємо наступні твердження. 
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Наслідок 1. Нехай ,( ), ( ) ( [ ])n nA B M Fλ λ ∈ λ  і ( )A λ  – неособлива матри-

ця. Нехай, далі, матриця W( ) ( , [ ])GL n Fλ ∈ λ  така, що  
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– форма Ерміта матриці ( )A λ , тобто ( ) [ ]ih Fλ ∈ λ  – унітальні 

многочлени, причому deg ( ) deg ( )i ijh hλ > λ , якщо deg ( ) 1ih λ ≥ , і 

deg ( ) 0ijh λ = , якщо deg ( ) 0ih λ =  для всіх 1 j i n≤ < ≤ . Тоді для матриць 

( )A λ  і ( )B λ  існує єдина пара матриць ,( ), ( ) ( [ ])n nP Q M Fλ λ ∈ λ  таких, що  

 ( ) ( ) ( ) ( )B A P Qλ = λ λ + λ , 

де ,( ) 0n nQ λ =  або степені елементів k -го рядка 1 2( ) ( ) ( )k k knq q qλ λ λ…  

матриці ( )Q λ  менші від степеня елемента ( )kh λ  для всіх 1,2, ,k n= … . 

Якщо ж для деякого 0k  елемент 
0
( )kh eλ = , то k -й рядок матриці ( )Q λ  є 

нульовим.  
Наслідок 2. Нехай ,( ) ( [ ])m mA M Fλ ∈ λ  і ,( ) ( [ ])n nB M Fλ ∈ λ  – неособливі 

матриці. Нехай, далі,  
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– форма Ерміта матриці ( )A λ . Якщо (det ( ),det ( ))A B eλ λ = , то для 

довільної матриці ,( ) ( [ ])m nC M Fλ ∈ λ  для рівняння  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A X Y B Cλ λ − λ λ = λ  

існує єдиний розв’язок 0 )( X λ , 0 )( Y λ  такий, що елементи k -го рядка 

1 2 )  )  ( ( ( )k k kny y yλ λ λ…  матриці 0 )( Y λ  менші від степеня елемента 

 )(kh λ  для всіх 1,2, ,k n= … . Якщо ж для деякого 0k  елемент 
0
( )kh eλ = , 

то k -й рядок матриці 0 ( )Y λ  є нульовим.  
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О ДЕЛИМОСТИ С ОСТАТКОМ МАТРИЦ НАД ОБЛАСТЬЮ ГЛАВНЫХ ИДЕАЛОВ 
 
Исследуется задача о делимости матриц с остатком над областью главных 
идеалов R . Установлены условия, при которых для пары ( )n n× -матриц A  и B  

над областью R  существует единственная пара ( )n n× -матриц P  и Q  над R  

таких что B AP Q= + . Приведено применение полученных результатов для 
нахождения специальных решений матричного уравнения типа Сильвестра.  
 
ON DIVISIBILITY WITH A REMAINDER OF MATRICES OVER A PRINCIPAL IDEAL DOMAIN  
 
A problem on divisibility with a remainder of matrices over a principal ideal domain 
R  is studied. The conditions under which for a pair of ( )n n× -matrices A  and B  

over the domain R  there exists a unique pair of pair of ( )n n× -matrices P  and Q  

over R  such that B AP Q= + , are established. Obtained results are applied to find 
special solutions of the Sylvester type matrix equation. 
 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 17.01.17 
 
 


