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УДК 539.3 
 
Ю. В. Токовий 
 
РОЗВ’ЯЗКИ ОСЕСИМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ТА 
ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ НЕОДНОРІДНИХ ПРОСТОРУ ТА ПІВПРОСТОРУ 
 

Розвинуто методику побудови розв’язків осесиметричних задач теорії пруж-
ності та термопружності в напруженнях для простору та півпростору, 
пружні характеристики яких є довільними функціями координати z . З ви-
користанням методу безпосереднього інтегрування та інтегрального пере-
творення Ганкеля задачі зведено до ключових інтегральних рівнянь, які у 
випадку півпростору супроводжуються локальною крайовою та інтеграль-
ною умовами. Розв’язки отриманих рівнянь знайдено в явному вигляді з 
використанням методу резольвентного ядра. 

 
Вступ. Розвиток методів дослідження напружено-деформованого стану 

для необмежених чи напівобмежених тіл (простору, півпростору, шару) на-
самперед має на меті побудову загальних еталонних розв’язків відповідних 
задач механіки деформівного твердого тіла, які можуть бути використані 
при розв’язуванні задач для областей складної геометрії, зокрема, з ура-
хуванням залежності властивостей матеріалу від просторових координат. 
Крім того, такі розв’язки мають самостійне прикладне значення. Так, зада-
ча про визначення напружено-деформованого стану неоднорідного за гли-
биною півпростору пов’язана з проблемами геомеханіки, що стосуються 
вивчення статичних розподілів напружень у ґрунтах при локальному на-
вантаженні поверхні [20] або поширення коливних процесів внаслідок 
сейсмічної активності [9]. Сюди також належать дослідження напружень і 
деформацій у багатошарових покриттях злітно-посадкових смуг та автомо-
більних доріг тощо. У циклі з трьох робіт (перша з яких [21]) Бурмістером 
було розглянуто аналог задачі Бусінеска для дво- та тришарового півпро-
стору. Розв’язок задачі для багатошарового півпростору у загальній поста-
новці було дано Коганом [3]. Розвитком розробленого методу став наближе-
ний розв’язок неперервно неоднорідного за глибиною півпростору [2], який 
моделювався багатошаровим тілом. С. Г. Лехницький [8] запропонував до-
волі прості розв’язки плоских задач для деяких випадків неперервної неод-
норідності пружного півпростору. Зокрема, було показано, що якщо модуль 
пружності Е змінюється пропорційно до глибини (при сталому коефіцієнті 
Пуассона), то радіальна компонента тензора напружень матиме вигляд 

2( 2 )cos ( )r x yP P rσ = − + θ θ π/  (осі декартових координат Ox , Oy  розміщені 

відповідно перпендикулярно і паралельно до границі), xP , yP  – відповідні 

складові прикладеної у точці поверхні зовнішньої сили, r , θ  – полярні 
кординати з початком у точці прикладання сили. Таким чином, якщо до 
границі півпростору прикладена лише нормальна сила ( 0)yP = , то розподіл 

напружень у випадку плоскої задачі для нестисливого ізотропного матері-
алу буде таким самим, як і для однорідної півплощини. Для випадку, коли 
модуль пружності змінюється обернено пропорційно до відстані від границі, 
було показано, що ( )r xP xσ = − π/ , а сила, прикладена паралельно до грани-
ці, не викликає напружень у півплощині. Більш загальні випадки неодно-
рідності були проаналізовані у роботах [5, 10], де побудовано розв’язки осе-
симетричних контактних задач для неоднорідного пружного півпростору, 
модуль пружності якого змінюється за глибиною за степеневим законом. 
Оскільки для степеневої залежності від глибинної координати модуль 
пружності на межі півпростору дорівнює нулеві, В. П. Плевако розглянув 

випадок півпростору з модулем пружності 0( ) (1 )bE z E cz= +  за нормального 
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[11] і дотичного [12] навантаження. Тут 0E  – значення модуля пружності на 

межі півпростору 0z = , c , b  – дійсні числа. Задачі розв’язано з вико-
ристанням двох гармонічних потенціальних функцій. Частковий випадок 
такого подання, коли модуль зсуву змінюється за лінійним законом 

0( )G z G mz= +  ( 0G  – значення модуля зсуву на межі півпростору, m  – 

дійсне число), проаналізовано Ґібсоном [22] для випадку плоскої задачі, 
коли поверхня півпростору зазнає тиску, рівномірно розподіленого по смузі 
певної ширини, а також осесиметричної задачі, коли тиск розподілено у 
межах круга того самого радіуса. Крім того, було розглянуто інші випадки 
зміни модуля пружності (модуля зсуву) за глибиною, при яких вдається 

отримати аналітичний розв’язок 0( ) exp( )E z E z= λ  та 1
0( ) ( )E z E z −= η + η , де 

λ  і η  – числові параметри. Огляд досліджень пружної поведінки 
матеріалів із експоненційною і раціональною залежністю властивостей 
матеріалу від координат наведено в [30, 31]. Вплив зміни коефіцієнта 
Пуассона з глибинною координатою на напружений стан півпростору 
вивчено в [23, 24]. 
 Зауважимо, що беззастережне подання пружних властивостей півпро-
стору у вигляді монотонних функцій від глибини може призвести до невід-
повідності результатів фізичній моделі механіки деформівного твердого 
тіла, коли такі функції або безмежно зростають, або є нескінченно малими 
для віддалених точок. Очевидно, функції, якими моделюють пружні влас-
тивості необмежених або напівобмежених тіл, повинні прямувати до сталих, 
відмінних від нуля значень на безмежності. Тому часто неоднорідний за 
глибиною півпростір моделюють у вигляді тіла, яке складається з неодно-
рідного за товщиною шару, ідеально зчепленого з однорідною напівбезмеж-
ною основою [13, 15]. У цьому випадку використовують методи, розроблені 
для аналізу пружної поведінки багатошарових тіл [14, 17]. 

Велику увагу дослідників спрямовано на вивчення осесиметричних за-
дач теорії пружності для неоднорідного півпростору у контексті контактних 
задач про тиск штампів циліндричної чи сферичної форми на поверхню 
півпростору. У роботі [6] побудовано розв’язок осесиметричної задачі теорії 
пружності для неоднорідного півпростору, що зазнає герцівського тиску на 
поверхні. Півпростір складається з однорідної основи, до якої ідеально при-
кріплено систему періодично укладених пружних шарів. Показано, що роз-
в’язок такої задачі якісно співпадає з розв’язком для випадку, коли систе-
му шарів замінено гомогенізованим покриттям. Осесиметричну контактну 
задачу для неоднорідного півпростору, що складається з однорідної основи 
та експоненційно неоднорідного шару, при втискуванні жорсткої кулі роз-
в’язано в [7]. Здійснено порівняння з випадком, коли експоненційно неод-
норідний шар моделюється пакетом однорідних шарів однакової товщини, 
та показано, що розглянуті випадки добре корелюють, коли у пакеті є біль-
ше 20 шарів. У роботах [25, 26] побудовано аналітично-числові розв’язки 
осесиметричних задач про тиск нагрітого циліндричного штампа з плоскою 
основою на поверхні довільно неоднорідного за глибиною півпростору. З ви-
користанням методу моделюючих функцій ядра отриманих дуальних інтег-
ральних рівнянь було наближено раціональними виразами, що дає змогу 
розв’язати вказані рівняння аналітично за допомогою двостороннього 
асимптотичного методу. У цих же працях наведено широкі огляди літера-
тури стосовно вивчення контактних задач для неоднорідних тіл. 

Одним із важливих прикладів неоднорідності матеріалу є його термо-
чутливість, тобто залежність властивостей від нерівномірно розподіленого у 
тілі температурного поля. У цьому випадку рівняння теплопровідності, а 
також окремі типи крайових умов для температурного поля є нелінійними 
внаслідок залежності наявних у них коефіцієнтів від шуканої температури. 
Таке ускладнення вимагає застосування лінеаризаційних методик і перед-
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бачає побудову наближених розв’язків відповідних задач. У роботах [16, 27] 
з використанням перетворення Кірхгофа побудовано розв’язок задачі тер-
мопружності для термочутливого півпростору зі сферичною порожниною 
при конвективно-променевому теплообміні на її границі. Розв’язок відповід-
ної нестаціонарної нелінійної задачі теплопровідності побудовано за допо-
могою методу послідовних наближень. 

Одним із потужних підходів до побудови аналітичних розв’язків задач 
теорії пружності та термопружності для довільно неоднорідних тіл є зве-
дення до інтегральних рівнянь [29], який ґрунтується на використанні мето-
ду безпосереднього інтегрування, запропонованого В. М. Вігаком [28]. У ро-
боті [32] цей метод застосовано до побудови розв’язку осесиметричної за-
дачі теорії пружності для поперечно неоднорідного шару. Вихідну задачу в 
напруженнях зведено до розв’язання ключових рівнянь суцільності для ви-
значальних функцій, за які вибрано поперечні та сумарні напруження. З 
використанням інтегрального перетворення Ганкеля отримані рівняння зве-
дено до інтегрального рівняння другого роду, аналітичний розв’язок якого 
знайдено за допомогою резольвентного ядра [1]. Нижче цей метод поширено 
щодо побудови аналітичних розв’язків осесиметричних задач теорії пруж-
ності та термопружності для неоднорідних простору та півпростору. 

 1. Постановка задачі. Розглянемо задачі про визначення напруженого 
стану пружних півпростору 1 0 , 0 2 , 0 z≤ ρ < ∞ ≤ ϕ ≤ π ≤ ∞Π = <{ }  та про-

стору 0 0 , 0 2 , z≤ ρ < ∞ ≤ ϕ ≤ π − ∞ ∞Π <= <{ }  внаслідок дії осесиметричного 

зовнішнього силового навантаження на обмежуючій площині півпростору 
0z =  і заданого розподілу температури ( , )T zρ . У припущенні, що пружні 

властивості матеріалу для обох розглянутих тіл є довільними неперервно 
диференційовними функціями координати z, задачі описуються [4] рівнян-
нями рівноваги 

 
( )( )

,      0rz rz zr

z zϕ
∂σ ∂ ρσ ∂σ∂ ρσ

+ ρ = σ + ρ =
∂ρ ∂ ∂ρ ∂

 (1) 

та рівняннями суцільності в напруженнях [32] 

 ( )( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0r z rz z E z T zϕ ϕ
∂ρ σ − ν σ + σ + α + + ν σ − σ =

∂ρ
( ) ( ) , 

 
2

2

( ) 1 ( )
( ) ( ) 2

( ) ( ) ( )r z rz
z z

z T
E z E z z E zz

ϕσ ν + ν∂ ∂   ρ − σ + σ + α − σ +   ∂   ∂
 

 
( )

( ) ( ) 0
( ) ( )
z

r
z

z T
E z E z ϕ
σ ν∂  + − σ + σ + α = ∂ρ  

. (2) 

Тут σl , rzσ  – компоненти тензора напружень, , ,r z= ϕ{ }l ; ( )zν , ( )zα  – 

відповідно коефіцієнти Пуассона та лінійного температурного розширення, 
( )E z , ( )G z  – модулі пружності і зсуву, пов’язані формулою (2 2 )G E= + ν/ . 

У випадку задачі для півпростору 1Π  на поверхні 0z =  задано нормальні 
та дотичні зовнішні зусилля 

 ( ,0) ( ),      ( ,0) ( )r rzp qσ ρ = − ρ σ ρ = ρ . (3) 

 Ставимо задачі відшукання компонентів тензора напружень, які задо-
вольняють рівняння (1), (2), згасають у безмежно віддалених точках, а у 
випадку задачі для півпростору 1Π  задовольняють крайові умови (3). 

 2. Методика розв’язування. У роботі [32] рівняння (2) з використанням 
(1) зведено до такої системи ключових рівнянь: 

 1 ( ( ) ( ) )
(1 ( ))z z E z T

z
∂ ∂ ∆σ = ρ σ + α + ν ρ ∂ρ ∂ρ 

, (4) 
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2

2

1 ( ) 12 ( )
( ) 2 ( )

zz dz T
E z G zdz

σ− ν   ∆ σ + α =   
   

 (5) 

для напружень zσ  і сумарних напружень 

 r zϕσ = σ + σ + σ . (6) 

Тут 
2

2
1

z
∂ ∂ ∂ ∆ = ρ + ρ ∂ρ ∂ρ  ∂

. 

 Застосуємо до рівнянь (1), (4)–(6) перетворення Ганкеля [19] 

 0 1
0 0

( , ) ( )
( , ) ( ) ( ) ,     ( , ) ( , ) ( )
( , ) ( )

z z

rz rz

z z
z s z J s ds z s z J s ds

T z T z

∞ ∞σ ρ σ     σ ρ = σ ρ σ ρ = σ η ρ   
   ρ   

∫ ∫ , 

 1 1
0

0

( , ) ( ) ( )( ) ( )
( )( , ) ( ) ( )

r r

r

z z zJ s J s
s J s dsz z s sz

∞
ϕ

ϕ ϕ

σ ρ σ σρ ρ       = ρ − +       σ ρ σ ρ ρσ       ∫ , (7) 

де 0 ( )J sρ , 1( )J sρ  – функції Бесселя першого роду нульового та першого 

порядку; s  – параметр перетворення, а рискою зверху над величиною по-
значено відповідні функції у просторі інтегрального перетворення. В ре-
зультаті отримаємо систему звичайних диференціальних рівнянь 

 
2

( ) ( )
1 ( )z

s z E z T
z

∆σ = − σ + α
+ ν

( ) , (8) 

 
2

2

1 ( ) 12 ( )
( ) 2 ( )

zz dz T
E z G zdz

σ− ν   ∆ σ + α =   
   

 (9) 

та співвідношень 

 1 1,     ,     z rz
rz r r z

d d
s dz s dz ϕ

σ σ
σ = − σ = σ = σ + σ + σ . (10) 

Тут 
2

2
2

d s
dz

∆ = − . Розв’язавши рівняння (8), (9) відносно визначальних 

напружень zσ  і σ  у випадку задачі для простору 0Π , решту напружень 

нескладно знайти зі співвідношень (10). У випадку задачі для півпростору 

1Π  методика розв’язання є такою ж, з тією відмінністю, що розв’язки 
рівнянь (8), (9) повинні задовольняти умови 

 ,      ,      0z
z

d
p sq z

dz
σ

σ = − = − = , 

 0 1
0

, ( ) ( ), ( ) ( )p q p J s q J s d
∞

= ρ ρ ρ ρ ρ ρ∫{ } { } , (11) 

які отримано із застосуванням (7) до (3) і першого рівняння (10).  
 Нижче наведено методику побудови розв’язків задач (8)–(11) для пів-
простору та (8)–(10) для простору окремо. 
 3. Розв’язок задачі теорії пружності та термопружності у випадку 
неоднорідного півпростору. У випадку задачі для 1Π  розв’язок рівняння 
(8) з урахуванням першої з умов (11) знаходимо у вигляді 

 
0

( )
( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 1 ( )
sz

z
sz pe G T

∞
− σ ζ σ = − + + α ζ ζ ζ × + ν ζ ∫  

 ( )s z s ze e d− −ζ − +ζ− ζ× ( ) . (12) 

Підставивши у (12) другу з умов (11), отримуємо інтегральну умову 
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0

( )
2 ( ) ( ) ( )

1 ( )
szz

s z G z T z e dz p q
z

∞
−σ + α = − − + ν ∫ , (13) 

із використанням якої (12) спрощується до вигляду 

 
0

( )
( ) 2 ( ) ( ) ( )

2 2 1 ( )
s zsz

z
q p sz e G T e d

∞
− −ζ−− σ ζ σ = + + α ζ ζ ζ ζ + ν ζ ∫ . (14) 

Підставивши вираз (14) у рівняння (9) і розв’язавши його відносно су-
марних напружень σ , одержимо інтегральне рівняння  

 
0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

1 ( )

szE z e
z A p q z z z d

z

∞−
σ = + − Φ + Θ + σ ζ ζ ζ

− ν ∫ K . (15) 

Тут  

 
2

( )
2

0

( ) 1( )
8 (1 ( )) ( )

s zE z dz e d
s z Gd

∞
− ξ+ −ξ Φ = ξ − ν ξ ξ∫ , 

 
2

( )
2

0

( ) 1( , )
8( ( ) 1)( ( ) 1) ( )

s zE z dz e d
z Gd

∞
− −ξ + ξ−ζ ζ = ξ ν − ν ζ + ξ ξ∫K , 

 
2 ( )

( ) ( ) ( )
( ) 1
E z

z z T z
z

Θ = α +ν − 
 

 
2

( )
2

0 0

1 1( ) ( ) ( )
8 ( )

s zdG T e d d
Gd

∞ ∞
− −ξ + ξ−ζ  + α ζ ζ ζ ξ ζ  ξ  ξ∫ ∫ , (16) 

A  – стала інтегрування.  
Розв’язок інтегрального рівняння (15) знаходимо з використанням ме-

тоду резольвентного ядра [1] у явному вигляді: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z A z p q z zσ = ψ + − ϕ + θ , (17) 

де 

 
( )

( ), ( ), ( ) , ( ), ( )
1 ( )

szE z e
z z z z z

z

− ψ ϕ θ = Φ Θ + − ν 
{ }  

 
0

( )
, ( ), ( ) ( , )

1 ( )

sE e
z d

∞ − ζζ + Φ ζ Θ ζ ζ ζ − ν ζ ∫ R , 

 
0

1 1( , ) ( , ), ( , ) ( , ),n
n

z z z z
∞

=
+ζ = ζ ζ = ζ∑R R R K  

 1
0

1( , ) ( , ) ( , )n nz z t t dt+

∞

ζ = ζ∫R R R . (18) 

Сталу A  визначаємо підстановкою виразу (17) в інтегральну умову (13), в 
результаті чого отримуємо остаточний вираз для сумарних напружень 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b b cz p z z q z z z z
a a a
+ −   σ = ϕ − ψ − ϕ + ψ + θ − ψ   

   
, (19) 

де 

 
0

( ) ( ) ( )
, , , , 2 ( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
szz z z

a b c s z G z T z e d
z z z

∞
−ψ ϕ θ = + α ζ + ν + ν + ν ∫{ } . 

 Підставивши сумарні напруження (19) у вираз (14), знайдемо 
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0

( ) (1 ) ( )
( )

2 1 ( )
s zsz

z
p a bsz e e d

a

∞
− −ζ− ϕ ζ − + ψ ζ σ = − + ζ + + ν ζ ∫  

 
0

( ) (1 ) ( )
2 1 ( )

s zszq a bse e d
a

∞
− −ζ− ϕ ζ + − ψ ζ + − ζ + + ν ζ ∫  

 
0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 (1 ( ))
s za c

s G T e d
a

∞
− −ζθ ζ − ψ ζ + α ζ ζ ζ + ζ + ν ζ ∫ . (20) 

 Дотичні напруження знаходимо з використанням першого зі співвідно-
шень (10), в яке підставляємо вираз (20). З урахуванням формули 

sgn ( )s z s zd e se z
dz

− −ζ − −ζ= − − ζ  нескладно переконатися, що вираз для на-

пружень rzσ  отримується із (20) заміною s ze− −ζ  на sgn ( )s ze z− −ζ − ζ . 

 Знайшовши rzσ , визначаємо радіальні напруження за допомогою дру-

гого із виразів (10): 
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sz
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p a z b z aez
a z

−ϕ − + ψσ = + − + ν
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0
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2 1 ( )

s za bs e d
∞

− −ζϕ ζ + − ψ ζ − ζ −+ ν ζ ∫  

 
0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 (1 ( ))
s za c

s G T e d
a

∞
− −ζθ ζ − ψ ζ − α ζ ζ ζ + ζ + + ν ζ ∫  

 
( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
(1 ( ))

a z c z
z G z T z

a z
θ − ψ+ α +

+ ν
. (21) 

 Колові напруження знайдемо з використанням останньої формули (10) 
і виразів (19)–(21). 
 Зауважимо, що для практичних обчислень напруженого стану з вико-
ристанням резольвентного ядра у вигляді безмежного ряду (18) застосову-
ють отриману на його основі скінченну суму перших N  доданків. Величину 
N  можна знайти за допомогою числового експерименту або з використан-
ням аналітичних оцінок [18]. 
 4. Розв’язок задачі термопружності для неоднорідного простору. У 
випадку задачі для простору 0Π  розв’язок рівняння (8) має вигляд 

 
( )

( ) 2 ( ) ( ) ( )
2 1 ( )

s z
z

sz G T e d
∞

− −ζ

−∞

σ ζ σ = + α ζ ζ ζ ζ + ν ζ ∫ . (22) 

 Розв’язавши (9) з урахуванням (22), отримаємо інтегральне рівняння  

 ( ) ( ) ( ) ( , )z z z d
∞

−∞

σ = θ + σ ζ ζ ζ∫ K% % , (23) 

де вирази для ( )zθ%  і ( , )z ζK%  мають вигляд (16) для ( )zΘ  і ( , )z ζK  з ниж-
ньою межею інтегрування −∞ . Резольвентний розв’язок (23) має вигляд 
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 ( ) ( ) ( ) ( , )z z z d
∞

−∞

σ = θ + θ ζ ζ ζ∫ R%% % , (24) 

де 

 1 1
0

( , ) ( , ),     ( , ) ( , )
n

nz z z z
∞

=
+ζ = ζ ζ = ζ∑R R R K% % % % , 

 1 1( , ) ( , ) ( , )n nz z t t dt
∞

−∞
+ ζ = ζ∫R R R% % % . 

Підстановкою (24) у вираз (22) знаходимо 

 
( , )

( ) ( )
2 1 ( ) 1 ( )

s zs z

z
es ez d

∞ ∞ − −ξ− −ξ

−∞ −∞

ξ ζ  σ = θ ζ + ξ +  + ν ζ + ν ξ  ∫ ∫
R%%  

 2 ( ) ( ) ( ) s zG T e d− −ζ + α ζ ζ ζ ζ


. (25) 

 Як і у випадку задачі для півпростору, вираз для дотичних напружень 

отримуємо із (25) заміною | |s z xe− −  на | | sgn( )s z xe z x− − − , де ,x = ζ ξ{ } . Тоді з 
використанням другого зі співвідношень (10) маємо 

 
( )

( ) 2 ( ) ( ) ( )
1 ( )r

z
z z G z T z
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  ζ− θ ζ − +  + ν ζ + ν∫
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| |

| |( , )
2 ( ) ( ) ( )

1 ( )

s z
s ze

d G T e d
∞ − −ξ

− −ζ

−∞

ξ ζ+ ξ + α ζ ζ ζ ζ + ν ξ  
∫

R%
. (26) 

Колові напруження визначаємо за формулами (10), (24)–(26). 
 Для практичних обчислень у виразі для резольвенти обмежуються 
скінченною кількістю перших членів ряду. 
 5. Числовий приклад та обговорення. Розглянемо приклад розрахунку 
напруженого стану неоднорідного півпростору, пружні характеристики 
якого мають вигляд 

 0 0( ), ( ) , 1 zE z G z E G e− λ= × + µ{ } { } ( ) , 

 0 0 (2 2 ),    0.3G E= + ν ν =/ . (27) 

Тут µ , λ  – безрозмірні числові параметри, які задовольняють нерівності 

1µ > − , 0λ ≥  для забезпечення модельних обмежень для пружних модулів. 
Подання (27) відповідає випадку, коли у віддаленому від межі масиві пів-
простору модулі пружності та зсуву наближено дорівнюють сталим значен-
ням відповідно 0E  і 0G . При наближенні до межі для 0µ >  пружні модулі 

зростають, досягаючи на ній максимального значення; для 0µ <  вони спа-

дають, приймаючи мінімальне значення на межі. Параметр λ  характеризує 
швидкість зростання (спадання) і ширину примежової зони зміни пружних 
модулів. У випадку 0µ =  або 0λ =  півпростір є однорідним. Півпростір на-

вантажено зусиллям 0 , 1,

0, 1,

p
p

ρ ≤=  ρ >
 де 0p  – стала розмірності напружень, 

коли 0q = , 0T = . Обчислення здійснено з урахуванням трьох доданків у 
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виразі для резольвенти (18), що забезпечує точність задоволення рівняння 
(15) виразом (17) у межах 0.1 %. 
 На рис. 1, 2 наведено розподіли безрозмірних напружень zσ  і rσ  за 

глибиною півпростору у перерізі 0ρ =  при 1λ =  і 0, 1, 5, 0.6µ = − . На-
пруження згасають з віддаленням від поверхні, причому у випадку збіль-
шення параметра 0µ >  напруження zσ  спадають стрімкіше з віддаленням 

від навантаженої ділянки межі півпростору, ніж у випадку однорідного 
матеріалу ( 0)µ = . Якщо 1 0− < µ < , то напруження zσ  спадають повільні-

ше, ніж в однорідному випадку, залишаючись рівним значенню, заданому 
на межі у примежовій ділянці півпростору. Радіальні напруження досяга-
ють максимального за модулем значення на межі півпростору, причому зі 
збільшенням параметра µ  це значення зростає. 

  
Рис. 1. Розподіл за глибиною півпростору 

безрозмірних напружень 0/z pσ  

при 1λ = , 0ρ = . 

Рис. 2. Розподіл радіальних напружень у 
перерізі 0ρ =  для різних значень 
µ  при 1λ = . 

 

 Висновки. Побудовано розв’язки осесиметричних задач теорії пруж-
ності і термопружності для простору і півпростору, пружні властивості 
яких є довільними функціями від координати z . Задачі зведено до інтег-
ральних рівнянь другого роду, розв’язки яких знайдено в явному вигляді з 
використанням методу резольвентного ядра. З виразів для ядер інтеграль-
них рівнянь випливає, що у випадку, коли обернена до модуля зсуву функ-
ція є лінійною, як розглянуто у прикладі Ґібсона [22], розв’язки сформу-
льованих задач нескладно отримати у точному аналітичному вигляді без 
застосування резольвент, які перетворюються у тотожний нуль. 
 Показано, що у випадку пом’якшення матеріалу в примежовому шарі 
півпростору, порівняно з безмежним за глибиною масивом, поперечні до 
межі напруження згасають повільніше, ніж у випадку однорідного матеріа-
лу. При цьому радіальні напруження істотно зменшуються. 
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РЕШЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ НЕОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВА И ПОЛУПРОСТРАНСТВА 
 
Развита методика построения решений осесимметричных задач теории упругос-
ти и термоупругости в напряжениях для пространства и полупространства, 
упругие характеристики которых являются произвольными функциями коорди-
наты z . С использованием метода непосредственного интегрирования и инте-
грального преобразования Ханкеля задачи сводятся к ключевым интегральным 
уравнениям, которые в случае полупространства сопровождаются локальным 
граничным и интегральным условиями. Решения этих уравнений получены в 
явном виде с использованием метода резольвентного ядра. 
 
SOLUTIONS OF AXISYMMETRIC ELASTICITY AND THERMOELASTICITY 
PROBLEMS FOR INHOMOGENEOUS SPACE AND HALFSPACE 
 
A technique for the solution of axisymmetric elasticity and thermoelasticity problems in 
terms of stresses for a space and a halfspace, whose elastic properties are arbitrary 
functions of coordinate z , is developed. By making use of the direct integration method 
along with the Hankel integral transform, the problems are reduced to the governing in-
tegral equations, which are accompanied with a local boundary condition and an integ-
ral condition for the case of the halfspace. The solutions of latter equations are con-
structed in an explicit form by making use of the resolvent-kernel method. 
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