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УДК 539.4 
 
А. П. Янковский  
 
ПОСТРОЕНИЕ УТОЧНЕННОЙ МОДЕЛИ ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ 
ГИБКИХ АРМИРОВАННЫХ ПЛАСТИН ИЗ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ 
МАТЕРИАЛОВ НА ОСНОВЕ ЯВНОЙ ЧИСЛЕННОЙ СХЕМЫ ТИПА «КРЕСТ» 
 

В приближении Кармана сформулирована начально-краевая задача динами-
ческого деформирования гибких армированных пластин при нелинейно-упру-
гом поведении материалов компонентов композиции. Получены уравнения, 
позволяющие с разной степенью точности определять напряженно-дефор-
мированное состояние таких пластин с учетом их ослабленного сопротивле-
ния поперечному сдвигу. Из этих уравнений как частный случай вытекают 
соотношения неклассической теории Редди. Для численного интегрирования 
поставленной задачи используется метод шагов по времени с привлечением 
явной численной схемы типа «крест». Исследуется динамический отклик 
относительно толстых и тонких кольцевых композитных пластин с 
жесткой внутренней шайбой при воздействии нагрузок, вызванных воздуш-
ной взрывной волной. Пластины жестко закреплены по внешнему контуру и 
рационально армированы по радиальным и радиально-окружным направлени-
ям. Показано, что при использовании схемы типа «крест» численные проце-
дуры, основанные на уравнениях уточненных теорий, обладают большей 
практической устойчивостью, чем в рамках теории Редди. Обнаружено, что 
при временах порядка одной секунды и более расчетное динамическое поведе-
ние армированных пластин, определенное по теории Редди, существенно от-
личается от поведения, рассчитанного по уточненным теориям. 

 
Введение. Тонкостенные элементы композитных конструкций находят 

широкое применение в судо- и машиностроении [21, 25 и др.], поэтому 
актуальной является проблема адекватного расчета механического поведе-
ния (как статического, так и динамического [22 и др.]) армированных плас-
тин, в том числе изготовленных из нелинейно-упругих материалов компо-
нентов композиции.  

Изгибное деформирование анизотропных пластин в рамках классичес-
кой теории, не учитывающей поперечные сдвиги, изучалось, например, в [8, 
29]. Ослабленное сопротивление композитных пластин и оболочек попереч-
ным сдвигам, как правило, учитывается в рамках теорий Рейсснера – 
Миндлина [1, 4, 24, 28 и др.] или теории Редди [3, 10, 26, 27 и др.] (или, что 
то же самое, первого и второго вариантов теории Тимошенко [10]). В [3] 
показано, что при линейно-упругом изгибе анизотропных пластин не тре-
буется дополнительное уточнение решений, полученных в рамках теории 
Редди, т. е. для получения приемлемых с практической точки зрения ре-
зультатов не нужно использовать более сложные теории повышенной точ-
ности [1, 23 и др.]. 

В работе [20] в рамках теории Редди была построена модель нелиней-
но-упругого изгибного деформирования армированных пластин, нагружен-
ных квазистатически. Однако открытым остается вопрос о том, гарантирует 
ли эта теория приемлемую точность расчетов механического поведения та-
ких пластин, в частности, при их динамическом нагружении. В [14] на при-
мере продольно-армированной балки-стенки продемонстрировано, что при 
статическом нагружении таких балок, изготовленных из нелинейно-упру-
гих материалов, уточнение второго варианта теории Тимошенко (а значит, 
и теории Редди) действительно требуется. 

На основе явной численной схемы типа «крест» в рамках теории Рейс-
снера динамическое поведение гибких элементов тонкостенных композит-
ных конструкций, выполненных из линейно-упругих материалов, изучалось 
в [1], где приведен обзор публикаций по этой тематике. В работе [19] вы-
полнен краткий анализ явных и неявных численных методов, используе-
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мых для решения динамических задач 
механики деформируемого твердого тела. 

Настоящее исследование посвящено 
построению уточненной (по сравнению с 
теорией Редди) модели динамического по-
ведения гибких армированных пластин, 
изготовленных из нелинейно-упругих ма-
териалов компонентов композиции, и 
адаптированной (модели) под применение 
явной численной схемы типа «крест». 

1. Постановка задачи. В прямо-
угольной декартовой системе координат 

1 2 3Ox x x  рассмотрим пластину толщиной 

2h , состоящую из регулярно чередую-
щихся элементарных армированных слоев, параллельных отсчетной плос-
кости 1 2Ox x , которую совместим со срединной плоскостью пластины, а ось 

3Ox  направим по ее толщине (рис. 1). В направлении 3Ox  структура арми-
рования квазиоднородна. 

Для уточненного описания ослабленного сопротивления такой пластины 
поперечным сдвигам осредненные деформации ее композиции 3iε  аппрок-
симируем так [14]: 
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функции только двух пространственных переменных 1x , 2x  и времени t , 

подлежащие определению и имеющие следующий смысл: ( )
3i
±ε  – деформа-

ции поперечных сдвигов на верхней и нижней ( 3x h= ± ) лицевых поверх-

ностях пластины, при ( )
3 0i
±ε =  функции (0)

3iε  определяют деформации попе-

речных сдвигов в срединной плоскости 3 0x = ; K  – целое число, опреде-

ляющее количество слагаемых, удерживаемых в разложении (1); 0t  – на-

чальный момент времени; G  – область, занимаемая пластиной в плане. 
При 0K =  получаем соотношения, соответствующие теории Редди [26, 27] 
(второму варианту теории Тимошенко [3, 10, 20]). 

Согласно традиционной для тонкостенных элементов конструкций ки-
нематической гипотезе, изменяемостью перемещения 3 ( , )U t r  в направле-

нии 3x  пренебрегаем [1–4, 8, 10, 20, 24, 26–29]: 

 3 3 0( , ) ( , ),     ,     ,     U t w t G x h t t= ∈ ≤ ≥r x x . (2) 

Используя дифференциальные соотношения, связывающие деформации с 
перемещениями, на основании (1), (2) в приближении Кармана [2, 5] получим 
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Рис. 1. Элемент армированной 
композитной пластины. 



45 

 12 1 2 2 1 3 1 2
1( , ) ( )
2

t u u x wε = ∂ + ∂ − ∂ ∂ +r  

 
1 22

( ) ( )3 3
1 23 2 132

0
1 3

kK
k k

k

x xh
k kh

+

=

 + − ∂ ε + ∂ ε + + + ∑ ( )  

 ( ) ( )3 3
1 23 2 132 2

x x
h

h
+ + + + ∂ ε + ∂ ε − 

 
( )  

 ( ) ( )3 3
1 23 2 13 1 2

1
2 2 2
x x

h w w
h

− − − − ∂ ε + ∂ ε + ∂ ∂ 
 

( ) , 

 
1 22

2 ( )3 3
3 32

0

( , ) 2
1 3

kK
k

ii i i i i i
k

x xht u x w
k kh

+

=

 ε = ∂ − ∂ + − ∂ ε + + + ∑r  

 ( ) ( ) 23 3 3 3
3 3

1
2 2 2i i i i i

x x x x
h h w

h h
+ −   + + ∂ ε − − ∂ ε + ∂   

   
( ) , 

 3 0,     ,     ,     1,2G x h t t i∈ ≤ ≥ =x . (4) 

Здесь iU  – перемещения точек пластины в тангенциальных направлениях 

iOx , 1,2i = ; iu  – перемещения точек срединной плоскости 3 0x = ; i∂  – 

оператор частного дифференцирования по переменной ix , 1,2i = . 
Таким образом, в соотношениях (1)–(4) неизвестными являются функ-

ции w , iu , ( )
3i
±ε , ( )

3
k
iε , 1,2i = , 0 k K≤ ≤ , зависящие только от двух про-

странственных переменных 1x , 2x  и времени t . 
Как и в работах [18, 20], предполагаем, что материалы всех компонен-

тов композиции пластины изотропны и однородны, а их нелинейно-упругое 
поведение описывается обобщенными квазилинейными определяющими 
уравнениями [6]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0, ,     , 1,2,3n n n n n n n

ij ij ij ijg i j∗ ∗σ − δ σ = ε ε ε − δ ε =( )( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0,n n n n ng ∗σ = ε ε ε( ) , 
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n n n n ng n N∗ ∗ ∗ ∗σ = ε ε ε ≤ ≤( ) , (5) 

где ( )n
ijσ , ( )n

ijε  – компоненты тензоров напряжений и деформаций в матери-

але n -го компонента композиции (индексом 0n =  помечаем характерис-
тики связующего, а индексом 1,2, ,n N= …  – характеристики материала 
n -го семейства арматуры, N  – количество семейств армирующих воло-

кон); ( )
0
nσ , ( )

0
nε  – среднее нормальное напряжение и средняя линейная де-

формация в n -м компоненте композиции, а ( )n
∗σ , ( )n

∗ε  – интенсивности на-

пряжений и деформаций в тех же материалах (см. (4) в [18]); ( ) ( ) ( )
0,n n ng∗ ∗ε ε( ) 

– известная из эксперимента функция, являющаяся при умножении ее на 

3/2 коэффициентом пропорциональности между ( )n
∗σ  и ( )n

∗ε ; ( ) ( ) ( )
0 0,n n ng ∗ε ε( ) – 

известный из эксперимента утроенный модуль объемного расширения 
материала n -го компонента композиции; ijδ  – символ Кронекера. Зависи-

мости функций ( )ng∗  и ( )
0
ng  в (5) от аргумента ( )

0
nε  в общем случае позволя-

ют учесть эффект разносопротивляемости материала n -го компонента 
композиции [6, 17]. 



46 

Соотношения (5) целесообразно записать в матричной форме [10] 

 ,        0,1, ,n n n n N= =A …  , (6) 

где 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 33 23 31 12, , , , ,n n n n n n

n
∗= σ σ σ σ σ σ{ } , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 33 23 31 12, , , , ,n n n n n n

n
∗= ε ε ε ε ε ε{ } , (7) 

( )n
n ijA=A ( )  – симметричные 6 6× -матрицы, ненулевые компоненты кото-

рых, согласно (5), определяются по формулам (24) из [18]. Звездочка в 
верхнем индексе означает операцию транспонирования. 

Предполагаем, что определяющие уравнения (5), как и (6) с учетом (7), 
удовлетворяют достаточным условиям сходимости метода последователь-
ных приближений [6, с. 199], аналогичного методу переменных параметров 
упругости [9]. Согласно этому, далее в рассматриваемый момент времени t  
соотношения (5), (6) считаем линеаризованными. При этом матричные ра-
венства (6) формально полностью совпадают с соотношениями (22) из [18] 
(где ядра ползучести нужно принять равными нулю), поэтому, повторяя 
рассуждения из [18], на каждой итерации получим линейные определяю-
щие уравнения для армированной среды, которые в матричной форме 
имеют вид 

 = A  , (8) 

где  ,   – шестикомпонентные векторы-столбцы осредненных напряжений 
и деформаций в композиции, имеющие структуру, аналогичную (7); 

ija=A ( )  – известная 6 6× -матрица, которую на каждой итерации можно 

трактовать как матрицу эффективных жесткостей армированной компози-
ции. Компоненты ija  матрицы A  в 

(8) определяются матричными ра-
венствами (27) из [18] и зависят от 
деформированного состояния компо-
зиции ijε , известного из решения на 

предыдущей итерации, а также от 
параметров армирования: плотнос-
тей nω  и направлений армирования, 

определяемых сферической систе-
мой координат nθ  и nϕ  (рис. 2, где, 

согласно [18], изображена взаимная 
ориентация глобальной ix  и ло-

кальной ( )n
ix , 1,2,3i = , связанной с 

волокнами n -го семейства, систем координат). 
Если из решения начально-краевой задачи для армированного тела (в 

частности, пластины), механическое поведение которого описывается опре-
деляющим уравнением (8), в рассматриваемый момент времени на текущей 
итерации известны осредненные деформации  , то по матричным фор-
мулам (31) и (32) из [18] можно определить и деформации n  в n -м компо-

ненте композиции (см. (6) и (7)). Затем, согласно методу последовательных 

приближений, можно уточнить значения коэффициентов ( )ng∗  и ( )
0
ng  в (5) 

(или, что то же самое, значения компонентов матриц nA  в (6)), и по приве-

денному выше и в [18] алгоритму можно построить следующее приближе-
ние решения и т. д., пока итерационный процесс не сойдется с требуемой 
точностью. 

 
Рис. 2. Локальная система координат, свя-

занная с волокном n-го семейства. 
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При плоском армировании ( /2nθ = π , см. рис. 1 и рис. 2), рассматрива-

емом в настоящем исследовании, структура матрицы A  в (8) такова, что ее 
компоненты в 4-й и 5-й строках и в 4-м и 5-м столбцах, кроме диагональ-
ных, тождественно равны нулю, т. е. согласно обозначениям, аналогичным 
(7), имеем 

 23 44 23 13 55 13,a aσ = ε σ = ε . (9) 

Используя традиционную для тонкостенных элементов конструкций 
силовую гипотезу 33 ( , ) 0tσ ≈r  [1–5, 8, 10, 14, 17, 19, 20, 24, 26–29], систему 
шести алгебраических равенств (8) с учетом (9) можно преобразовать к 
следующему виду, исключив из рассмотрения деформацию 33ε : 

 3 3,     ,     1,2i i ib i= σ = ε =B  , (10) 
где 

 11 22 12 11 22 12, , ,     , ,∗ ∗≡ σ σ σ ≡ ε ε ε{ } { }  , 

 33 31 11 32 22
33

1 ( )a a
a

ε = − ε + ε , (11) 

 3 3 3 6 3 6
33

1 ,     ,      ij ij i j i i j jb a a a b a b a
a

≡ − ≡ ≡ , 

 33 66 1 55 2 44, , , , 1, 2b a b a b a i j≡ ≡ ≡ = , (12) 

ija  – компоненты матрицы A  в (8); ijb  – компоненты 3 3× -матрицы B ; 

ijσ , ijε  – компоненты осредненных напряжений и деформаций композиции 

(компоненты векторов-столбцов   и   в (8)). Согласно (12), величины ijb  и 

ib  в (10) в рассматриваемый момент времени t  предполагаются известны-
ми из решения исследуемой задачи на предыдущей итерации метода по-
следовательных приближений. 

Зная выражения для компонентов осредненных деформаций компози-
ции ijε  (см. (1), (4)) и используя равенства (10) с учетом (11), в данный мо-

мент времени t  на текущей итерации можно определить все компоненты 
осредненных напряжений ijσ  в каждой точке рассматриваемой пластины: 
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где 

 1 2 3, , ,       1,2,3i i i ib b b i∗= =B { } , (14) 

iB  – трехкомпонентный вектор-столбец, элементы которого равны компо-

нентам jib , 1,2,3j = , i -го столбца 3 3× -матрицы B , определенной равен-

ствами (12). 
На основании равенств (13) в данный момент времени t  на текущей 

итерации можно определить все внутренние силовые факторы в армиро-
ванной пластине: 

 
2

( ) ( ) ( ) 2
3 3

1

( , )
h

i i i i i
ih

t x dx u w
=−

= = ∂ − ∂ +
∑∫M x A Bl l l l  

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
3 3 3

0

12 2 2
2

K
k k

i i i i i i i i i i i
k

w+ −

=

+ ∂ ε + ∂ ε − ∂ ε + ∂ +
∑ C D E A ( )l l l l  

 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
3 1 2 2 1 3 1 2 3 1 23 2 13

0

1
2

K
k k k

k

u u w
=

+ ∂ + ∂ − ∂ ∂ + ∂ ε + ∂ ε +∑A B C( ) ( )l l l  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 23 2 13 3 1 23 2 13 3 1 2

1
2

w w+ + − −+ ∂ ε + ∂ ε − ∂ ε + ∂ ε + ∂ ∂D E A( ) ( )l l l , 

 ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3 3 3

0

( , )
h K

k k
i i i i i i i i

kh

M t x dx g h f+ −

=−

= σ = ε + ε − ε∑∫xl l l l l , 

 01,2,      0,1, , 1,      ,      i K G t t= = + ∈ ≥x…l . (15) 

Здесь, в соответствии с (11), 

 ( ) ( ) ( ) ( )
11 22 12, , ,      0,1, , 1M M M K∗= = +M …{ }l l l l l , (16) 

( )
iA l , ( )

iB l , ( , )k
iC l , ( )

iD l , ( )
iE l  – трехкомпонентные векторы-столбцы, элемен-

ты которых совпадают с компонентами i -х столбцов 3 3× -матриц 
( ) ( )

jia=A ( )l l , ( ) ( )
jib=B ( )l l , ( , ) ( , )k k

jic=C ( )l l , ( ) ( )
jid=D ( )l l , ( ) ( )

jie=E ( )l l , , 1i j = , 

2,3 , определяемых на основании (14), (16) так: 

 ( ) ( ) 1
3 3 3 3( , ) ,       ( , )

h h

h h

t x dx t x dx+

− −

= =∫ ∫A x B B x Bl l l l , 

 
1 1

( ) ( )3 3 3 3
3 3( , ) ,    ( , )

2 2 2 2

h h

h h

x x x x
t h dx t h dx

h h

+ +

− −

  = + = −      ∫ ∫D x B E x B
l l

l l , 

 
1 22

( , ) 3 3
32

( , )
1 3

h k
k

h

x xht dx
k kh

+ +

−

 = − + + ∫C x B
l

l , 

 ( , ) 2 2 ( )3 3
3 3 3 32

( , ) ,    ( , ) ( )
2

h hk
k

i i i i
h h

x x
g t b h x dx h t b x h dx

hh

+

− −

= − = +∫ ∫x x
l l

l l( ) , 

 ( ) ( ) ( 1) ( , ) ( , )3
3 3( , ) ,     ,     

2

h
k k

i i
h

x
f t b x h dx

h
+

−

= − = =∫x B A C C
l

l l l l l( ) , 

 ( , ) ( , ) ,     1,2,     0 1,     0k k
i ig g i K k K= = ≤ ≤ + ≤ ≤l l l , (17) 

B  – 3 3× -матрица из (10), столбцы которой определены в (14). Согласно 

левым равенствам в (15) с учетом (16), имеем (0)
ij ijM F≡ , (1)

ij ijM M≡ , , 1,2i j = , 
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– мембранные усилия и изгибающие и крутящие механические моменты в 

пластине; (0)
3 3i iM F≡ , 1,2i = , – поперечные силы. Остальные силовые фак-

торы – математические моменты высших порядков. 
Для получения дифференциальных уравнений, которым должны удов-

летворять внутренние силовые факторы (15) и (16), используем уравнения 
движения для армированной среды, которые в рассматриваемом здесь при-
ближении имеют вид [2, 12] 

 
3

3
1

( , ) ( , ),    1,2i j ij j i i
j

U t w X t i
=

ρ = ∂ σ − σ ∂ + =∑r r&& ( ) , (18) 

 
2 2

3 3 3 33 3
1 1

( , ) ( , )j j j
j

U t w X t
= =

 ρ = ∂ σ + σ ∂ + ∂ σ + 
 ∑ ∑r r&&

l l
l

, 

 3 0,    ,    G x h t t∈ ≤ ≥x , (19) 

где, согласно [7], 

 0 0 0
1 1

, 1
N N

n n n
n n= =

ρ = ρ ω + ρ ω ω = − ω∑ ∑ , (20) 

0ρ , kρ  – объемная плотность материала связующего и арматуры n -го се-

мейства в представительном элементе композиции; iX  – компоненты 
объемной нагрузки, действующей на композиционный материал; точка 
означает дифференцирование по времени t . Проинтегрируем уравнения 

(18) по толщине пластины с весом 3xl , а равенство (19) – с весом 1. Тогда с 
учетом (2) получим 

 
2

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
3 3 33

1
i j ij j i i i

j

u M M w M M w− −

=

ρ = ∂ − ∂ − + ∂ +∑&& ( )l l l l ll l  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 33 33( 1) ( 1)i i i ih h w X+ − + −+ σ − − σ − σ − − σ ∂ +l l l l l[ ] [ ] , 

 1,2,     0 1i K= ≤ ≤ +l , (21) 

 
2 2

(0) (0) ( ) ( ) (0)
3 33 33 3

1 1

2 j j ji i
j i

h w M M w X+ −

= =

 ρ = ∂ + ∂ + σ − σ + 
 ∑ ∑&& , 

 0,     G t t∈ ≥x , (22) 

где 

 ( ) ( )
3 3 3 3( , ) ( , ) ,   ( , ) ( , , ),   1,2,3

h

i i i i
h

X t X t x dx t t h i±

−

= σ = σ ± =∫x r x xl l , 

 ( ) ( )
3 3 33 33 3 3( , ) ( , ) ,   ( , ) ( , ) ,  1,2

h h

j j
h h

u t U t x dx M t t x dx j
− −

= = σ =∫ ∫x r x rl l l l . (23) 

При выводе равенств (21) использовалась формула интегрирования по 
частям. 

Согласно (23), напряжения ( )
3i
±σ  известны из силовых граничных усло-

вий, заданных на лицевых поверхностях пластины 3x h= ± . Так как тол-
щина пластины намного меньше ее характерного размера в плане, напря-
жение 33 ( , )tσ r  аппроксимируем линейно по переменной 3x : 

 
( ) ( ) ( ) ( )
33 33 33 33

33 3

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

2 2
t t t t

t x
h

+ − + −σ − σ σ + σ
σ = +

x x x x
r , 

 3 0,    ,    G x h t t∈ ≤ ≥x . (24) 

На основании последнего из равенств (23) с учетом (24) вычислим в (21) 
следующий множитель: 
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 ( 1) 1 ( ) ( )
33 33 3 3 33 33( , ) ( , ) 1 ( 1)

2

h

h

hM t t x dx− − + −

−

= σ = σ + σ − − +∫x r
l

l l ll l ( )( )  

 ( ) ( )
33 33 1 ( 1) ,     0 1

1
K+ − + σ − σ + − ≤ ≤ ++

ll l
l

( )( ) . (25) 

 К системе уравнений движения (21), (22) необходимо добавить четыре 
силовых граничных условия на лицевых поверхностях пластины (см. (13)): 

 

3

2 2
( ) ( ) ( ) ( )3 3 3

3 3 3 3 32
0

( , , ) ( , )
2 2

K
k k

i i i i i
k x h

h x x h x h
b t h x t

h hh
+ − ±

= =±

− + − ± ε + ε − ε = σ 
 ∑x x , 

 0,     ,     1,2G t t i∈ ≥ =x , (26) 

где правые части и коэффициенты ib  известны в данный момент времени 

t  на текущей итерации. 
Для однозначного интегрирования рассматриваемой начально-краевой 

задачи должны быть заданы соответствующие начальные и граничные 
условия. Пусть на одной части торцевой поверхности пластины (обозначим 
её через Gσ ) заданы силовые граничные условия, которые в рамках приня-

того здесь приближения имеют вид 

 1 1 13 2 2 23 ( , ),      1,2i i i i in w n w p t iσ − σ ∂ + σ − σ ∂ = =r( ) ( ) , (27) 

 
2 2

3 3
1 1

( , )j j j
j

n w p t
= =

 σ + σ ∂ = 
 ∑ ∑ rl l

l
, 

 1 2 0cos ,     sin ,     ,     n n G t tσ= γ = γ ∈ ≥r . (28) 

На другой части торцевой поверхности (обозначим ее через uG ) зададим 
кинематические граничные условия (см. (2), (3)): 

 3( , ) ( , ),      uw t U t∗= ∈ Γx x x , (29) 

 0( , ) ( , ),      ,      ,      1,2j j uU t U t G t t j∗= ∈ ≥ =r r r . (30) 

В (27)–(30) ip  – заданные на Gσ  внешние поверхностные нагрузки, дейст-

вующие в направлении ix , 1,2,3i = ; uΓ  – проекция части торцевой поверх-

ности uG  на отсчетную плоскость 3 0x =  (т. е. uΓ  – часть контура Γ , огра-

ничивающего область G , занимаемую пластиной в плане до деформирова-
ния); 3U∗  – заданный на uΓ  прогиб; jU∗  – заданные на торцевой поверхнос-

ти uG  перемещения в тангенциальных направлениях jx , 1,2j = ; γ  – угол, 

задающий направление внешней нормали к контуру Γ  (или, что то же са-
мое, к торцевой поверхности uG Gσ ∪ ) и отсчитываемый от направления 1x . 

В начальный момент времени 0t t=  выполняются следующие началь-

ные условия (см. (2), (3)): 

 0 03 0 03( , ) ( ), ( , ) ( ),w t U w t V G= = ∈x x x x x& , (31) 

 0 0 0 0( , ) ( ), ( , ) ( )j j j jU t U U t V= =r r r r& , 

 3,    ,     1,2G x h j∈ ≤ =x , (32) 

где 0iU , 0iV , 1,2,3i = , – заданные в начальный момент времени 0t  пере-

мещения и скорости точек пластины. 
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Для получения силовых граничных условий, записанных в силовых 
факторах (15), проинтегрируем (28) по толщине пластины, а (27) – по 3x  с 

весами 3xl . Тогда с учетом левых равенств (15) и соотношений (11), (16) 
будем иметь 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 13 2 2 23 ( , )i i i i in M M w n M M w P t− ∂ + − ∂ = x( ) ( )l l l l l , 

 1,2,     0 1i K= ≤ ≤ +l , 

 
2 2

(0) (0) (0)
3 3 0

1 1

( , ),    ,    j j j
j

n M M w P t t tσ
= =

 + ∂ = ∈ Γ ≥ 
 ∑ ∑ x xl l

l
, (33) 

где 

 ( )
3 3 ,      1,2,3

h

j j
h

P p x dx j
−

≡ =∫l l . (34) 

Здесь σΓ  – проекция части торцевой поверхности Gσ  на отсчетную плос-

кость 3 0x = , uσΓ = Γ Γ∪ ; ( )
iP l , (0)

3P  – заданные на контуре σΓ  силовые 

факторы, причем, согласно (34), (0)
iP  и (0)

3P  – заданные погонные усилия, 

действующие в направлениях ix  и 3x , а (1)
iP , 1,2i = , – заданные погонные 

механические моменты (остальные величины в правых частях (33) –это  
заданные математические моменты высших порядков). 

Так как разложения (3) по полиномам в направлении 3x  являются ко-
нечными, кинематические граничные условия (30) и начальные условия (32) 
нельзя удовлетворить в каждой точке r  пластины (в случае (32)) и торце-
вой поверхности uG  (в случае (30)) при произвольных зависимостях функ-

ций iU∗ , 0iU , 0iV  от 3x . Поэтому, как и силовые граничные условия (см. 

(27), (28), (33), (34)), начальные (32) и кинематические граничные (30) усло-
вия будем удовлетворять в интегральном смысле. С этой целью проинтег-

рируем равенства (30), (32) по толщине пластины с весами 3xl . Тогда с 
учетом (23) получим 

 ( ) ( )
0( , ) ( , ),         ,   ,   1,2,   0 1i i uu t u t t t i K∗= ∈ Γ ≥ = ≤ ≤ +x x xl l l , (35) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0( , ) ( ), ( , ) ( )i i i iu t u u t v= =x x x x&l l l l , 

 ,   1,2,   0 1G i K∈ = ≤ ≤ +x l , (36) 
где 

 ( ) ( )
3 3 0 0 3 3( , ) ( , ) ,      ( ) ( )

h h

i i i i
h h

u t U t x dx u U x dx∗ ∗
− −

≡ ≡∫ ∫x r x rl l l l , 

 ( )
0 0 3 3( ) ( ) ,      1,2,      0 1

h

i i
h

v V x dx i K
−

≡ = ≤ ≤ +∫x rl l l , (37) 

( )
iu∗
l , ( )

0iu l , ( )
0iv l  – известные функции указанных аргументов. 

Таким образом, для однозначного интегрирования рассматриваемой на-
чально-краевой задачи в каждой точке области G  в момент времени 0t  

должны быть заданы начальные условия (31), (36) с учетом (37), а в каждой 
точке контура Γ  – силовые граничные условия (33) с учетом (34) или кине-
матические условия (29), (35) с учетом (37). Возможно задание и смешанных 
из (29), (33), (35) граничных условий, например, шарнирного опирания 
кромки. 

Проинтегрировав равенства (3) по толщине пластины с весами 3xl , с 
учетом обозначений (23) получим следующее матричное уравнение: 

 ( ) ( )
3 3 ,     1,2i i i i iw i+ + − −= + ∂ − ε + ε =C U W E E , (38) 
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где 

 (0) (1) (2) ( ) ( 1), , , , ,K K
i i i i i iu u u u u + ∗=U …{ } , 

 (0) (1) ( 1) ( )
3 3 3 3, , , , ,K K

i i i i i iu − ∗= ε ε ε ε… { } , (39) 

ijc=C ( )  – ( 2) ( 2)K K+ × + -матрица, iw=W { } , ( ) ( )
ie

± ±=E { }  – ( 2)K + -ком-

понентные векторы-столбцы, элементы которых вычисляются так: 

 1 2
1,1 1

1 ( 1) 1 ( 1)
,      

1 2
c h w h+ +

+ +
+ − − −= =

+ +

l l
l l

l ll l
, 

 2
1, 2

1 12 1 ( 1)
( 1)( 2) ( 3)( 4)

k k
kc h

k k k k
+ + +

+ +
 = − − − + + + + + + l l( )l l

l , 

 ( ) 2
1

1 ( 1) 1 ( 1)
,     0 1,     0

2( 3) 2
e h K k K± +

+
+ − − − = ± ≤ ≤ + ≤ ≤ + + 

l l

l l
l

l l . (40) 

Согласно (40), компоненты матрицы C  и векторов-столбцов W , ( )±E  вычи-
сляются один раз, поэтому равенство (38) целесообразно преобразовать к виду 

 1 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 ,     1,2i i i i iw i− + + − −= + ∂ − ε + ε =C U W E E , (41) 

где 

 1 ( ) 1 ( ),       − ± − ±= =W C W E C E , (42) 

1−C  – матрица, обратная C . 
Если из каких-то соображений в данный момент времени t  известны 

функции ( )
iu l , w , ( )

3i
±ε , 0 1K≤ ≤ +l , то из (41) с учетом (39), (40), (42) мо-

жем вычислить функции iu , ( )
3
k
iε , 1,2i = , 0 k K≤ ≤ , определяющие осред-

ненные деформации (1), (4) и перемещения (3) в пластине. 
Из равенств (26) следует 

 
( )

( ) 3
3 0

( , )
( , ) ,     ,     ,     1,2

( , , )
i

i
i

t
t G t t i

b t h

±
± σ

ε = ∈ ≥ =
±
x

x x
x

, (43) 

т. е. в рассматриваемый момент времени t  текущие приближения дефор-
маций поперечного сдвига на лицевых поверхностях пластины можно 
считать известными, так как приближения «эффективных жесткостей» ib , 
согласно (12), предполагаются уже известными из решения, полученного на 
предыдущей итерации. 

Таким образом, в дальнейшем функции ( )
3i
±ε  в соотношениях (1), (3), (4), 

(13), (15), (38), (41) в каждый момент времени можем считать известными 
на текущей итерации из равенств (43). 

После подстановки внутренних силовых факторов (15) с учетом соотно-
шений (16), (39), (41) в уравнения движения (21), (22) и в силовые гранич-
ные условия (33) получим систему разрешающих уравнений и соответству-
ющие ей силовые граничные условия, записанные в обобщенных перемеще-

ниях w , ( )
iu l  (см. (23), (39)). Эти уравнения являются громоздкими, поэтому 

не будем их здесь выписывать, тем более что далее предполагается исполь-
зовать явную численную схему интегрирования сформулированной началь-
но-краевой задачи, для реализации которой не требуется использовать 
уравнения движения и силовые граничные условия, выраженные в явном 

виде через переменные w , ( )
iu l , 1,2i = , 0 1K≤ ≤ +l . 

2. Метод расчета. Для численного интегрирования сформулированной в 
предыдущем разделе начально-краевой задачи применим метод шагов по 
времени [1, 6, 18, 19, 22 и др.], т. е. будем определять решение в дискретные 
моменты времени 1n nt t+ = + τ , 0,1,2,n = … , где const 0τ = >  – шаг по 

времени. 
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Предполагаем, что в моменты времени mt  известны значения следую-

щих функций: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
3 3( ) ( , ),     ( , ),     ( , )

m m m

m i i m j j mw w t u u t t± ±≡ ≡ σ ≡ σx x x x x xl l , 

 ( ) ( , ),     1,2,     1,2,3,     , 1, ,6
m

kp kp ma a t i j k p≡ = = =r r … , 

 31, ,     0 1,     ,    m n n K G x h= − ≤ ≤ + ∈ ≤xl  (44) 

(здесь kpa  – компоненты 6 6× -матрицы A  в соотношении (8)). Тогда по 

формулам (15) с учетом равенств (1), (4), (12), (16), (17), (25), (39), (41), (43) в 
момент времени nt  можем вычислить значения всех внутренних силовых 

факторов ( )
ijM l , входящих в уравнения движения (21), (22) и силовые гра-

ничные условия (33). 
Далее для аппроксимации вторых производных по времени t  от неиз-

вестных функций используем центральные конечные разности [1, 13, 15]. 
Это позволяет построить явную схему для численного интегрирования рас-
сматриваемой задачи. Согласно такой аппроксимации, конечноразностные 
аналоги уравнений (21), (22) с учетом обозначений, аналогичных (44), 
примут вид 
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 0 1,     ,     1,2,3,K G n≤ ≤ + ∈ =x …l . (45) 

Так как правые части в (45) известны, с учетом обозначений (44) из этих 

уравнений можем определить неизвестные функции 
1n

w
+

 и 
1 ( )n

iu
+ l  в следую-

щий момент времени 1nt + . Строго говоря, при nt t=  к системе (45) следует 

добавить граничные условия (29), (33) и (35) с учетом обозначений, анало-

гичных (44). При известных 
1n

w
+

 и 
1 ( )n

iu
+ l , 0 1K≤ ≤ +l , по формулам (41) с 

учетом (40), (42), (43) и обозначений (39) можем вычислить функции 
1n

iu
+

, 

1 ( )
3

n k
i

+
ε , 1,2i = , 0 k K≤ ≤ , а затем на основании (1), (4) с учетом (11) – 

осредненные деформации композиции 
1n

ij

+
ε  во всех точках пластины при 

1nt t += . В силу того, что 
1n

ij

+
ε , , 1,2,3i j = , известны, по формулам (31), (32) 

из [18] в момент времени 1nt +  можно вычислить соответствующие прибли-

жения для деформаций компонентов композиции, а по формулам (24) и (27) 
из [18] можно определить и компоненты 6 6× -матрицы A  в соотношении 
(8). При этом в каждой точке пластины (независимо от соседних точек) 
требуется реализовать итерационный процесс, аналогичный методу пере-
менных параметров упругости, который, согласно допущению 6, принятому 
в [18], предполагается сходящимся, как и в настоящем исследовании. Для 
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начала такого итерационного процесса можно взять уже известные при 

nt t=  матрицы, используемые в равенствах (31), (32) и (27) из [18], что 

вполне оправданно при достаточно малом шаге по времени τ . 
Таким образом, после окончания этого итерационного процесса при 

m n=  и 1m n= +  известны все функции, указанные в (44), поэтому по 
предложенной схеме можно построить решение рассматриваемой задачи в 
следующий момент времени 2nt +  и т. д. Согласно структуре левых частей 

уравнений (45), для начала расчета по приведенной выше явной схеме 

необходимо знать не только значения функций 
0
w  и 

0 ( )
iu l  (известные из на-

чальных условий (31), (36)), но и 
1
w , 

1 ( )
iu l  (при 1n =  в (45)). Эти величины 

получим, используя формулу Тейлора при учете начальных условий (31), 
(36) и уравнений (21), (22) при 0t t=  [15]: 

 
20 01 0 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

w w w w Oτ= + τ + + τ ≈x x x x& && , 

 
20 01 0( ) ( ) ( ) ( ) 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
2i i i iu u u u Oτ= + τ + + τ ≈x x x x& &&l l l l , 

 1,2,     0 1,     i K G= ≤ ≤ + ∈xl , (46) 

где приближенные равенства выполняются с точностью порядка 3τ , а пра-
вые нулевые части соответствуют случаю естественного состояния, когда в 
начальный момент времени 0t  пластина покоится ( 0 0iU ≡ , 0 0iV ≡ , см. (31) 

и (32)) и внешние нагрузки отсутствуют ( ( )
3 0i
±σ ≡ , 0( , ) 0iX t ≡r , 1,2,3i = , 

см. (21)–(23)). 
Если пластина в плане является прямоугольной, то, заменяя в уравне-

ниях (45) и в граничных условиях (33) производные ( )i •∂  по пространс-

твенным переменным ix  от известных (в силу предположения (44)) функ-
ций их конечноразностными аналогами, получим явную численную схему 
типа «крест» [1, 15, 13, 19]. Если же область G  не является канонической, 
то для дискретизации уравнений (45) по пространственным переменным ix , 

1,2i = , можно применить вариационно-разностный подход, использованный 
в [1], где показано, что для тонкостенных конструкций необходимыми усло-
виями устойчивости схемы типа «крест» являются следующие неравенства, 
вытекающие из условий устойчивости Куранта [13]: 

 33
3 3

2,      ,      ,      
E Eha a a a

∆
> > = =

τ τ ρ ρ
e ee

e e . (47) 

Здесь ρ  определено в (20); ∆e  – наибольший размер ячейки дискретизации 

области G  в направлении вектора e , лежащего в плоскости пластины; 
Eee , 33E  – эффективные модули упругости первого рода в направлениях e  

и 3Ox , которые определяются, исходя из компонент матрицы эффективных 

податливостей, обратной матрице A  (см. (8) при линейно-упругом поведе-
нии материалов компонентов композиции) [10]. В силу того, что первое из 
неравенств (47) должно выполняться для произвольного направления e , в 
общем случае при криволинейных неоднородных структурах армирования 
пластин выбор шага по времени τ  из условий (47) представляет весьма 
трудоемкую задачу. Однако легко показать, что если неравенства, анало-
гичные (47), выполняются для каждого компонента композиции, то необхо-
димо будут выполняться и условия (47) для армированной пластины в це-
лом, поэтому далее будем использовать именно такой критерий устойчи-
вости разработанной явной численной схемы. 
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Используя известные формулы перехода от декартовой прямоугольной 
системы координат к цилиндрической [12], полученные выше разрешающие 
уравнения и соответствующие им граничные условия можно записать в по-
лярной системе координат, что удобно, когда область G , занимаемая плас-
тиной в плане, является кругом, кольцом либо сектором круга или кольца. 

3. Обсуждение результатов расчетов. В качестве конкретных приме-
ров рассмотрим динамическое изгибное поведение кольцевых армирован-
ных пластин, ограниченных кромками радиусов 0 10r = см, 1 60r = см и 

имеющих толщину 2 1h = см или 2 5h = см. Объемными нагрузками прене-
брегаем: 0jX ≡ , 1,2,3j = . Касательные нагрузки на лицевых поверхностях 

отсутствуют: ( )
3 0i
±σ ≡ , поэтому на основании (43) получаем ( )

3 0i
±ε ≡ , 1, 2i = . 

Пластины нагружаются снизу фронтальной нагрузкой, вызванной воздуш-
ной взрывной волной (см. (21), (22), (24), (25), (45)) [22]: 

 max max max( ) ( )
33 33

max max max

/ , 0 ,
0,    ( )

exp ( ) ,      ,

p t t t t
p t

p t t t t
+ − ≤ ≤

σ ≡ − σ ≡ = 
−α − > ( )

 (48) 

где 
 min max min maxln (0.01)/ 0,     t t t tα = − − > ?( ) , (49) 

maxt  – момент времени, в который давление ( )p t  достигает максимального 

по модулю значения maxp ; mint  – момент времени, в который давление 

( )p t  становится пренебрежимо малым по сравнению со значением maxp  

(так, формула (49) соответствует случаю min max( ) 0.01p t p= ). На основе экс-

периментальных данных [22] в расчетах используем значения max 0.1t = мс 

и min 2t = мс или min 200t = мс. 
Предполагается, что пластины осесимметрично армированы либо одним, 
1N = , семейством волокон в радиальном направлении 1 /2θ = π , 1 0ϕ =  

(рис. 2), либо двумя, 2N = , семействами волокон в радиальном 1 /2θ = π , 

1 0ϕ = , 1n =  и окружном 2 /2θ = π , 2 /2ϕ = π , 2n =  направлениях. В этом 

разделе 1x  – полярный радиус, 2x  – полярный угол в цилиндрической 
системе координат. Так как волокна имеют постоянные поперечные сечения 
[7], плотность армирования 1ω  в осесимметричном случае при укладке 
волокон в радиальном направлении определяется по формуле [11, 20] 

 1 1 0 01 1 01 1 0 0 1 1( ) / , ( ),x r x r r x rω = ω ω ≡ ω ≤ ≤ , (50) 

где 01ω  – плотность армирования волокнами радиального семейства, задан-

ная на внутренней кромке 1 0x r= . В случае только радиального армирова-

ния пластин в расчетах примем 01 0.7ω = , что на практике, как правило, 

соответствует предельно допустимому значению плотности армирования. 
Согласно (50), плотность армирования 1ω  волокнами радиального се-

мейства монотонно убывает от внутренней кромки 1 0x r=  к внешней 

1 1x r= . Так как при окружной укладке волокон плотность армирования 

2 1( )xω  может быть задана произвольной функцией от 1x  [11], зададим 

2 1( )xω  так, чтобы в случае радиально-окружной укладки волокон суммар-

ная плотность армирования 1 1 1 2 1( ) ( ) ( )x x xω = ω + ω  была величиной 

постоянной, причем потребуем выполнения равенства 1 01( ) constxω = ω = , 

где 01 1 0( )rω = ω  при радиально-окружной укладке волокон. В расчетах 
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пластин с такой структурой армирования примем 01 0.5ω = . При этом 

1 1( )xω  определяется по формуле (50), где 01ω  нужно заменить на 01ω . 

На внешней кромке пластины жестко закреплены, т. е. в (29) и (35) 

следует принять 3 0U∗ ≡ , ( ) 0iu∗ ≡l , 0 1K≤ ≤ +l , так как 0iU∗ ≡ , 1,2i = , 

при 1 1x r=  (см. (37)). В отверстие пластины вставлена абсолютно жесткая 
шайба, которая жестко скреплена с пластиной по ее внутренней кромке, 
т. е. выполняются условия сопряжения 

 
1 0 1 0

( )
0 0( ) ,     0,    1,2,   0 1,   ix r x r

w t w u i K t t= =
= = = ≤ ≤ + ≥l l , (51) 

где 0w  – осевое перемещение шайбы как жесткого целого в направлении 3Ox . 

При заданных типах нагружения (48), (49), закрепления (см. (51)) и 
структурах армирования в композитных пластинах реализуется случай 
осесимметричного изгиба, т. е. решения соответствующих динамических за-
дач не зависят от полярного угла 2x . Кроме того, тангенциальное переме-

щение и поперечный сдвиг в окружном направлении отсутствуют ( ( )
2 0u ≡l , 

0 1K≤ ≤ +l , а значит, согласно (39), (41), 2 0u ≡ , ( )
23 0ε ≡l , 0 K≤ ≤l ). 

Рассматриваемые здесь структуры армирования условно можно счи-

тать рациональными, так как при ( )
3 0i
±σ ≡ , по крайней мере на лицевых по-

верхностях 3x h= ± , направления армирования совпадают с направления-
ми главных напряжений и деформаций. 

При наличии жесткой шайбы для замыкания системы разрешающих 
уравнений необходимо использовать ее уравнение движения, которое с 
учетом (48) имеет вид 

 
1 0

2 (0)
0 0 0 0 13 1 0( ) 2 ( , ) ,     

x r
M w r p t r M t x t t

=
= π + π ≥&& , (52) 

где 0M  – масса шайбы; (0)
13M  – поперечная сила, вычисленная по формуле 

(15) при 1 0x r= . 

В начальный момент времени 0 0t t= =  пластины и шайбы находятся 

в состоянии покоя (см. (31), (36) с учетом (37) при 0 0iU ≡ , 0 0iV ≡ , 1,2,3i = ), 

и, согласно (48), внешняя нагрузка отсутствует, т. е. справедливы соотно-
шения (46). После замены в (52) второй производной по времени от 0w  ее 

конечноразностным аналогом рассматриваемая задача с учетом (51) может 
быть численно проинтегрирована по явной схеме типа «крест» (см. преды-
дущий раздел). 

Предполагаем, что нелинейно-упругая связь между напряжением σ  и 
деформацией ε  в каждом компоненте композиции при одноосном растяже-
нии и сжатии описывается идеализированной диаграммой с линейным 
упрочнением [9]: 

 
( ) ( )
s s

( ) ( ) ( ) ( )
s s s s

, / ,

sgn ( ) sgn ( ) , ,       0 ,

n n
n n

n n n n

E E

E n N

 ε ε ≤ ε = σ
σ = 

ε σ + ε − ε ε ε > ε ≤ ≤ ( )
 

где nE , ( )
s
nE  – модули Юнга и линейного упрочнения материала n -го ком-

понента композиции; ( )
s
nσ , ( )

s
nε  – напряжение и соответствующая ему де-

формация, при превышении которых материал ведет себя нелинейно. Фи-
зико-механические характеристики материалов компонентов композиции 
пластин приведены в табл. 1 (здесь ν  – коэффициент Пуассона). Характе-
ристики связующего материала условно соответствуют эпоксидной смоле, 
отвержденной ароматическим аммиаком [16], а характеристики арматуры – 
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волокнам из L-стекла [7]. В табл. 1 приведены также значения скорости 
звука a  в материалах компонентов композиции, рассчитанные по форму-
лам, аналогичным (47). 

Таблица 1. Физико-механические характеристики материалов компонентов 
композиции [7, 16]. 

Материал ρ , кг/м
3
 ν  sσ , Мпа E , Гпа sE , Гпа a , м/с 

Связующая 
матрица 1210 0.4 20 2.8 1.114 1521.2 

Армирующие 
волокна 4300 0.25 1500 51.0 10.851 3443.9 

Для шайб примем 2710ρ = кг/м3, что условно соответствует алюми-
ниевым сплавам [7], а их толщины зададим вдвое большими, чем толщины 
2h соответствующих пластин. Эти данные позволяют определить массы 
шайб 0M  (см. (52)). 

При проведении численных расчетов вдоль полярного радиуса 1x  вво-

дилась равномерная сетка с шагом 1 1 0( )/100 5 ммx r r∆ = − = , а шаг по 

времени τ  выбирался равным 1 мкс. При этом, исходя из первого из соот-
ношений (47), получаем 1 / 5x∆ τ = км/с. Для толщин рассматриваемых 

пластин (1 и 5 см) на основе второго из неравенств (47) имеем 2 / 10h τ =  и 
50 км/с. Рассчитанные отношения существенно превышают значения a , 
приведенные в табл. 1 для материалов компонентов композиции, поэтому 
необходимые условия устойчивости (47) используемой численной схемы 
«крест» выполняются с запасом. 

На рис. 3–5 изображены зависимости 0 ( )w t , т. е. осцилляции жестких 

шайб, определенные для пластин разной толщины, при разных структурах 
армирования и при разных амплитудах и продолжительности динамичес-
кого воздействия. Штриховые кривые 1 на рисунках соответствуют рас-
четам по теории Редди ( 0K =  в соотношениях (1), (3), (4)), а сплошные 
линии 2 определены по уточненным теориям при разных 2K ≥ . 

Кривые на рис. 3 получены для пластин толщиной 2 1h = см с радиаль-
но-окружной структурой армирования при параметрах нагружения maxp =  

0.6= Мпа и min 200t = мс. Сплошная линия 2 при этом рассчитана для слу-
чая 5K =  (в разложении (1) удерживалось шесть слагаемых). В окрестнос-
ти начального момента времени, 0 0.1t≤ < с, сплошная и штриховая кри-
вые в этом случае визуально почти не различаются, однако деформации в 
связующем материале различаются в разы, поэтому осцилляции шайбы на 
этом интервале времени на рис. 3 не изображены. 

Проведенные расчеты показали, что в случае нелинейно-упругого по-
ведения фазовых материалов для получения деформаций компонентов ком-
позиции с точностью до трех значащих цифр на каждом шаге интегриро-
вания по времени нужно делать не менее пяти итераций по методу пере-
менных параметров упругости (см. предыдущие разделы). 

Из сравнения кривых на рис. 3 слудует, что с течением времени уточ-
ненное решение все больше отличается от решения, полученного по тра-
диционной неклассической теории Редди. В частности, амплитуды колеба-
ний шайбы, рассчитанные по уточненной теории, становятся заметно 
меньше, чем амплитуды, определенные по теории Редди. На уточненной за-
висимости 0 ( )w t  появляются дополнительные локальные экстремумы, кото-

рых не выявляет теория Редди. Такое расхождение решений, полученных 
по уточненной теории и по теории Редди, которое накапливается с течени-
ем времени и становится существенным при временах порядка одной се-
кунды и более, может сыграть принципиальное значение в тех случаях, 
когда пластина подвергается повторному динамическому нагружению. В 
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этом случае низкая точность теории Редди может привести к зна-
чительным ошибкам в определении механического поведения рассматри-
ваемой конструкции после ее повторного нагружения. 

  

Рис. 3. Осцилляции шайбы в случае 
радиально-окружного арми-
рования пластины, рассчи-
танные по разным теориям. 

Рис. 4. Демонстрация неустойчивости чис-
ленной схемы типа «крест» в рамках 
теории Редди и устойчивости этой 
схемы в рамках уточненной теории. 

Дополнительные расчеты показали, что при 6K ≥  в исследуемом 
случае разработанная численная схема (см. предыдущий раздел) проявляет 
свойство неустойчивости. По-видимому, это связано с тем, что для рассма-
триваемой относительно тонкой пластины ( 2 1h = см, 1 02 /( ) 1/50h r r− = ) 

матрица C  в соотношении (38) (см. (40)) при 6K ≥  становится плохо 
обусловленной (расчеты проводились с двойной точностью), поэтому чис-
ленное обращение этой матрицы (см. (41) и (42)) приводит к значительным 
ошибкам и сказывается на устойчивости используемой численной схемы. 

В работе [19] на примерах расчетов гибких композитных балок-стенок 
из линейно-упругих материалов, проведенных (расчетов) в рамках первого 
и второго вариантов теории Тимошенко, было показано, что неравенства 
(47) являются необходимыми, но не достаточными условиями устойчивости 
численной схемы типа «крест», т. е. в геометрически нелинейных задачах 
можно говорить только о практической устойчивости этой схемы. Там же 
было показано, что данный вывод справедлив и в случае цилиндрического 
изгиба гибких прямоугольных удлиненных композитных пластин, изготов-
ленных из линейно-упругих материалов. Очевидно, что этот же результат 
переносится и на более общий случай гибких армированных пластин, 
выполненных из нелинейно-упругих фазовых материалов. Многочисленные 
расчеты, проведенные в рамках настоящего исследования, показали, что 
при использовании теории Редди (или, что то же самое, второго варианта 
теории Тимошенко [10]) встречаются ситуации, когда численная схема типа 
«крест» проявляет неустойчивость, хотя условия Куранта (47) выполняются 
со значительным запасом. При этом оказалось, что, как правило, расчеты 
по уточненным теориям ( 2K ≥ ) проявляют большую устойчивость, чем 
расчеты, выполненные по теории Редди ( 0K = , см. (1), (3), (4)). Объяснить 
этот факт автору пока не удалось. 

На рис. 4 изображен случай, демонстрирующий неустойчивость расче-
тов по теории Редди (кривая 1) и устойчивость расчета по уточненной тео-
рии (линия 2, которая получена при 3K = ). Кривые на рис. 4 характеризу-
ют движение шайбы в случае относительно толстой пластины ( 2 5h = см, 

1 02 /( ) 1/10h r r− = ) с радиальной структурой армирования при параметрах 

нагружения max 15p = Мпа и min 2t = мс (см. (48), (49)). Крайняя правая точ-
ка на штриховой кривой 1 соответствует «авосту» при выполнении расчета 
по теории Редди, свидетельствующему о неустойчивости в этом случае 
схемы типа «крест». 
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Дополнительные расчеты показали, что редко, но все же встречаются 
случаи, когда численная схема типа «крест» проявляет неустойчивость при 
любых значениях 0K ≥  (см. (1), (3), (4)), т. е. не всегда уточненные теории 
гарантируют устойчивость этой чис-
ленной схемы даже при выполнении 
условий (47). Так, на рис. 5 изображен 
случай, демонстрирующий этот факт. 
Зависимости 0 ( )w t  на рис. 5 рассчита-

ны для относительно тонкой пластины 
( 2 1h = см, 1 02 /( ) 1/50h r r− = ) с ради-

альной структурой армирования при 
параметрах нагружения max 4p = Мпа 

и min 2t = мс. Сплошная линия 2 опре-
делена по уточненной теории при 

2K = . Крайние правые точки на кри-
вых 1 и 2 соответствуют «авосту», 
причем видно, что в этом случае при 
расчете по уточненной теории «авост» 
наступает раньше, чем в расчете по теории Редди (кривая 1). Дополнитель-
ные расчеты показали, что при 1K =  зависимость ( )0w t  визуально прак-

тически неотличима от линии 1, а при 3K =  – от кривой 2. При 4K ≥  
«авост» наступает даже раньше, чем при 2K =  (линия 2). 

Таким образом, использование явной численной схемы типа «крест» не 
всегда гарантирует получение надежных результатов расчетов динамичес-
кого поведения гибких композитных тонкостенных элементов конструкций 
даже в рамках уточненных теорий их деформирования и при выполнении 
условий Куранта (47). Очевидно, что для получения гарантированно устой-
чивых численных решений таких задач следует использовать абсолютно 
устойчивые неявные численные методы (в частности, метод Ньюмарка [30]), 
но предварительно необходимо построить соответствующие модели механи-
ческого поведения гибких армированных пластин, адаптированные под 
применение этих методов (как это сделано в [18]). 

Заключение. Проведенные расчеты показали, что при изучении дина-
мического поведения гибких армированных пластин, изготовленных из не-
линейно-упругих фазовых материалов, использование традиционной не-
классической теории Редди при расчетных временах порядка одной секун-
ды и более может приводить к существенным расхождениям с решениями, 
полученными по уточненным теориям, особенно это касается определения 
напряженно-деформированных состояний материалов компонентов компо-
зиции. При использовании для интегрирования соответствующих начально-
краевых задач явной схемы типа «крест» численные процедуры, основан-
ные на уравнениях уточненных теорий, как правило, обладают большей 
практической устойчивостью, чем в рамках теории Редди. Следовательно, 
для проведения адекватных расчетов динамического поведения таких ком-
позитных конструкций целесообразно использовать уточненные теории, 
предложенные в настоящем исследовании. 
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ПОБУДОВА УТОЧНЕНОЇ МОДЕЛІ ДИНАМИЧНОЇ ПОВЕДІНКИ 
ГНУЧКИХ АРМОВАНИХ ПЛАСТИН ІЗ НЕЛІНІЙНО-ПРУЖНИХ МАТЕРІАЛІВ НА 
ОСНОВІ ЯВНОЇ ЧИСЕЛЬНОЇ СХЕМИ ТИПУ «ХРЕСТ» 
 
У наближенні Кармана сформульовано початково-крайову задачу динамічного де-
формування гнучких армованих пластин при нелінійно-пружній поведінці мате-
ріалів компонент композиції. Отримано рівняння, які дозволяють з різним сту-
пенем точності визначати напружено-деформований стан таких пластин з ура-
хуванням їх ослабленого опору до поперечного зсуву. З цих рівнянь як частковий 
випадок випливають співвідношення некласичної теорії Редді. Для чисельного ін-
тегрування поставленої задачі використано метод кроку за часом із застосуван-
ням явної чисельної схеми типу «хрест». Досліджено динамічну відповідь відносно 
товстих та тонких кільцевих композитних пластин з жорсткою внутрішньою 
шайбою під дією навантажень, спричинених повітряною вибуховою хвилею. Плас-
тини жорстко закріплені по зовнішньому контуру і раціонально армовані у раді-
альних та радіально-окружних напрямках. Показано, що при використанні схеми 
типу «хрест» чисельні процедури, що ґрунтуються на рівняннях уточнених 
теорій, мають більшу практичну стійкість, ніж у рамках теорії Редді. Виявле-
но, що при часах порядку однієї секунди і більше розрахована динамічна поведінка 
армованих пластин, визначена за теорією Редді, істотно відрізняється від пове-
дінки, розрахованої за уточненими теоріями. 
 
REFINED MODELING OF THE DYNAMIC BEHAVIOR OF FLEXIBLE 
REINFORCED PLATES OF NONLINEAR ELASTIC MATERIALS ON THE BASIS 
OF AN EXPLICIT NUMERICAL «CROSS» SCHEME  
 
In Kármán approximation, an initial-boundary-value problem is formulated for the 
dynamic deformation of flexible reinforced plates with nonlinear elastic behavior of the 
material components of the composition. The equations are derived in order to 
determine, within the different accuracy degrees, the stress-strain state of such plates 
with account for their weakened resistance to the transverse shear were obtained. As a 
particular case, the relations of the non-classical Reddy theory follow from these 
equations. The method of steps in time with the making use of the explicit numerical 
«cross» scheme is employed for the numerical integration of the problem formulated. 
The dynamic response of comparatively thick and thin annular composite plates with 
internal rigid penny-shaped inclusion subject to the air blast loads is investigated. The 
plates are clamped at the periphery and rationally reinforced in radial and radial-
circumferential directions. It is shown that when using the «cross» scheme, the 
numerical procedures, based on the equations of the refined theory, have higher 
practical stability than in the Reddy theory. It was found that for times of the order of 
one or more seconds, the calculated dynamic behavior of reinforced plates, defined 
according to the Reddy theory, differs significantly from the behavior calculated 
according to refined theories. 
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