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УДК 539.3 
 
Г. С. Кіт, Н. М. Івасько 
 
ДВОВИМІРНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 
ПІВПРОСТОРУ ЗА ТЕПЛОВИДІЛЕННЯ У ПАРАЛЕЛЬНІЙ 
ДО ЙОГО МЕЖІ СТРІЧКОВІЙ ОБЛАСТІ 
 

З використанням логарифмічного потенціалу простого шару, термопруж-
ного потенціалу переміщень, функції напружень Ері та функції Буссінеска 
розв’язано двовимірні задачі стаціонарної теплопровідності та термопруж-
ності при плоскій деформації півбезмежного тіла за тепловиділення у пара-
лельній до його межі стрічковій області (на якій задані температура або 
тепловий потік). На межі тіла підтримується нульова температура. До-
сліджено розподіл напружень в області тепловиділення при заданих в ній 
джерелах тепла сталої інтенсивності і сталій температурі. 

 
Одними з основних методів розв’язування двовимірних задач стаціо-

нарної теплопровідності й термопружності для тіл з тонкими включеннями 
і тріщинами є метод теорії функцій комплексної змінної (комплексного по-
тенціалу температурного поля і комплексних потенціалів Колосова – Мус-
хелішвілі) [2, 8, 9], що дає можливість зводити такі задачі до сингулярних 
інтегральних рівнянь з ядром Коші, та метод інтегральних перетворень Фу-
р’є. Але в останньому випадку можуть виникати труднощі при знаходженні 
зворотного перетворення. 

При розв’язуванні таких задач для півпростору зі стрічковими тепло-
активними включеннями доцільно використовувати логарифмічний потенці-
ал простого шару, який є уявною частиною інтеграла типу Коші, термо-
пружний потенціал переміщень і функцію напружень Ері або функцію Бус-
сінеска. При формулюванні задачі теплопровідності постулюється наявність 
джерел тепла на місці включення, потужність яких за заданої температури 
визначається з інтегрального рівняння з логарифмічним ядром. Для існу-
вання обмеженого розв’язку цього рівняння у безмежному тілі загальна по-
тужність теплових джерел повинна дорівнювати нулеві. Функції Ері та 
Буссінеска дають змогу задовольнити крайові умови. 

З використанням інтегрального перетворення Фур’є і сингулярних ін-
тегральних рівнянь розв’язані задачі термопружності для півплощини з 
періодичною системою перпендикулярних до її межі тріщин [10, 12–14]. 
Задача теплопровідності й термопружності для безмежного тіла зі стрічко-
вим тепловиділюваним елементом за умов плоскої деформації розв’язана у 
праці [4] з використанням інтегралів Фур’є і рядів Неймана за функціями 
Бесселя першого роду. 

Термопружний стан, зумовлений джерелом тепла у півпросторі, визна-
чено в [11] за допомогою функції Буссінеска, коли на межі тіла підтриму-
ється стала температура. З використанням логарифмічного потенціалу 
простого шару, термопружного потенціалу переміщень і функції напружень 
Ері в [1] розв’язана двовимірна задача термопружності за плоскої дефор-
мації півбезмежного тіла з перпендикулярною до його межі теплоактивною 
тріщиною. 

У цій роботі розв’язано двовимірну задачу стаціонарної теплопровід-
ності й термопружності для півбезмежного тіла з тепловиділенням у пара-
лельній до його межі стрічковій області, на якій задано температуру або 
спрямований у протилежні сторони тепловий потік. Межа тіла підтриму-
ється при нульовій температурі і вільна від зовнішніх зусиль. 

1. Задача теплопровідності. Розглянемо півбезмежне ізотропне тіло за 
тепловиділення у паралельній до його межі стрічковій області L  ширини 
2l . У декартовій системі координат xOy  (рис. 1) визначимо спочатку 
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розподіл температури у півплощині 0y ≥ , якщо в 

точці x = ξ , y h=  знаходиться джерело тепла сталої 
інтенсивності w . Для забезпечення нульової 
температури на межі 0y =  доповнимо півплощину до 

повної площини і в точці x = ξ , y h= −  помістимо 
стік тепла такої ж інтенсивності. Тоді [5] 

 2

1
( , ) ln

r
T x y W

r
= , (1) 

де 

 2 2 2 2
1 2,    ( ) ( ) ,    ( ) ( )

2
wW r x y h r x y h= = − ξ + − = − ξ + +
πλ

, 

λ  – коефіцієнт теплопровідності. 
Нехай в області L  задано джерела тепла інтенсивності ( )w ξ . Тоді в 

системі координат з початком у центрі області L  маємо 
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∫
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Якщо в області L  задано температуру ( )T x , то для визначення по-
тужності теплових джерел ( )w ξ  із (2) при 0y =  маємо інтегральне рівнян-

ня в безрозмірних величинах (віднесених до l ): 
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 ξ + − ξ ξ = < π − ξ ∫ , (3) 

де 

 2 21 2( ) ln ( ) 4 ,     ( ) ( ),     
2

hQ x x d F x T x dλ− ξ = − ξ + = =l l( ) . 

Для побудови розв’язку рівняння (3) подамо потужність теплових дже-
рел у вигляді розвинення за поліномами Чебишова 1-го роду ( )kT x  
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Підставивши (4) у (3) та використавши спектральне співвідношення [7] 
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отримаємо 
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Рівність (5) помножимо на 
2

( )

1

nT x

x−
, проінтегруємо за змінною x  на 

інтервалі ( 1, 1)−  і використаємо співвідношення ортогональності поліномів 
Чебишова. В результаті отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь 
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Рис. 1 
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де 
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Після розв’язання системи (6) чисельним методом знайдемо коефіцієн-
ти kb . 

Рівняння (3) можна розв’язати наближено, якщо різницеве регулярне 
ядро ( )Q x − ξ  замінити виродженим. Для цього при 2x d− ξ <  розкладемо 

його в ряд Тейлора і подамо у вигляді розвинення 
0

( ) ( ) m
m

m

Q x Q x
∞

=

− ξ = ξ∑ . 

З (3) отримаємо інтегральне рівняння 1-го роду з логарифмічним ядром: 
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 Якщо у розкладі ядра ( )Q x − ξ  обмежитися двома членами, то 
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За відсутності регулярного ядра ( )kn kB = µ%  розв’язок системи (6) має 

вигляд (4), де 
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Підставимо (8) у (4), тоді розв’язок рівняння (7) подамо у вигляді [7] 
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2. Задача термопружності. Компоненти вектора переміщень і тензора 
напружень шукаємо у вигляді суми: 

 ( , ) ( , ) ( , )u x y u x y u x y= + , 

 ( , ) ( , ) ( , )x y x y x yσ = σ + σ , 

де доданки ( , )u x y , ( , )x yσ  характеризують напружено-деформований стан 

безмежного тіла, зумовлений дзеркально розташованими відносно осі Ox  

джерелами і стоками тепла, а доданки ( , )u x y , ( , )x yσ – переміщення і 
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напруження у півплощині 0y ≥ , які забезпечують виконання умов 

 ( ,0) 0,      ( , 0) 0yy xyx xσ = σ = . (10) 

Для визначення напружено-деформованого стану тіла використаємо 
термопружний потенціал переміщень, який задовольняє рівняння Пуас-
сона [5] 

 ( , )x y mT∆Ψ = , (11) 

за допомогою якого напруження і переміщення знаходимо за формулами 

 
2 2 2

2 2
2 ,     2 ,     2xx yy xyG G G
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∂ ∂∂ ∂
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 ,       x yu u
x y

∂Ψ ∂Ψ= =
∂ ∂

, (12) 

де 1
1

m + ν= α
− ν

, ν  – коефіцієнт Пуассона, α  – коефіцієнт лінійного тепло-

вого розширення, G  – модуль зсуву. 
Розв’язок рівняння (11) з урахуванням виразу для температури (1) має 

вигляд 

 2 2
2 2 1 1( , ) ln ln 4

4
mWx y r r r r hyΨ = − −[ ] . (13) 

За формулами (12), врахувавши (13), знайдемо 
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В результаті з (14) на межі при 0y =  маємо 

 
2 2

( ,0) 0,     ( ,0) 0,     ( ,0) 2
( )

xx yy xy
x

x x x GmhW
x h

− ξ
σ = σ = σ =

− ξ +
, 

 2 2( , 0) 0,       ( ,0) ln ( ) 1
2x y

mhWu x u x x h= = − ξ + −( )[ ] . (15) 

Отже, одержано розв’язок задачі термопружності для півбезмежного 
тіла, межа якого закріплена гнучкою нерозтяжною плівкою ( 0xu = , 

0yyσ = ). 

Якщо межа тіла вільна від навантаження (умови (10)), то для зняття 
дотичних напружень маємо функцію напружень Ері [5]: 

 2( , ) 2 lnF x y GmhWy r= , 

за допомогою якої знаходимо 
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Через функцію напружень Ері не визначаються безпосередньо перемі-
щення. Тут вигідніше використовувати функцію Буссінеска ( , )x yΦ , яку по-

дамо у вигляді суми двох гармонічних функцій ( , )x yϕ  і ( , )x yψ : 

 ( , ) ( , ) ( , )x y x y y x yΦ = ϕ + ψ . 

Згідно з [6] 
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. (17) 

Щоб задовольнити крайові умови (10), візьмемо [11] 
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Підставивши (18) у (17), отримаємо формули для напружень (16) і 
знайдемо переміщення: 
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В результаті з (16) і (19) на межі при 0y =  маємо 
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Як бачимо з (15) і (20), крайові умови (10) виконуються. 
З (14), (16) і (19) отримаємо переміщення і напруження в області тепло-

виділення джерелами тепла інтенсивності ( )w ξ  в системі координат з по-

чатком у центрі області L : 
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де 2 2
0 ( ) 4r x h= − ξ + . 

3. Результати числових досліджень. Розглянемо приклад, коли в 
області тепловиділення L  задано тепловий потік 0( ) constw x w= = . Тоді з 

(3) і (21) температуру і напруження знаходимо аналітично: 
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На рис. 2 наведено розподіл температури ( )T x∗  при віддаленні області 

тепловиділення від межі ( 0.5, 0.8, 1.0, 2.0)d h= =l/ . При цьому температура 
збільшується і для її обмеженості необхідно, щоб сумарна потужність теп-
лових джерел дорівнювала нулеві. 
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 Рис. 2 Рис. 3 

   

 Рис. 4 Рис. 5 

На рис. 3 – рис. 5 відповідно подано розподіл температури ( )T x∗  і нор-

мальних напружень ( , )ij x y∗σ  в області тепловиділення (0 1)x< <  для зна-

чень 0.6, 0.8, 1.0, 1.2d = . Суцільними лініями зображено точні значення, об-
числені за формулами (22), а штриховими – наближені, отримані за допо-
могою розкладу ядра ( )Q x − ξ  у ряд Тейлора. Як бачимо, вже при 0.8d ≥  
точні і наближені значення температури та напружень збігаються. 

На рис. 6 наведено розподіл температури ( )T x∗  і нормальних напру-

жень ( , )ij x y∗σ  в центрі області тепловиділення ( 0)x = . При віддаленні від 

межі тіла температура та нормальні напруження зростають. 

  

 Рис. 6 Рис. 7 
Розглянемо інший приклад, коли в області тепловиділення задано ста-

лу температуру 0( ) constT x T= =% . Тоді із (9), врахувавши (8), знаходимо 

потужність теплових джерел ( )w x : 
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Підставивши (23) у (21), чисельно визначаємо переміщення і напружен-
ня в області тепловиділення. 

Для цього прикладу на рис. 7 при 0x =  подано розподіл джерел тепла 

0

( ) ( )
2

w x w x
T

∗ =
λ
l
% , де ( )w x  обчислено за (23), і нормальних напружень 

0

( , )
( , )

2

ij
ij

x y
x y

T
∗ σ

σ =
λ

l
% . При віддаленні області тепловиділення від межі тіла 

вони прямують до сталих величин. 
Висновки. Отримано замкнутий розв’язок двовимірної задачі термо-

пружності для півбезмежного тіла, що нагрівається стаціонарним джерелом 
тепла, із незакріпленою межею за нульової температури на ній. Співвідно-
шення для переміщень і напружень, які є відповідними функціями Гріна, 
використано для визначення термопружного стану, зумовленого нагрівом 
тіла джерелами тепла, розподіленими по паралельній до межі стрічковій 
області. 

Наведеними формулами описується також напружений стан чверть 
простору 0x ≥ , 0y ≥ , межа 0x =  якого за парної функції ( )w x  теплоізо-

льована і гладко закріплена ( 0xu = , 0xyσ = ), а за непарної функції – межа 

гнучко закріплена ( 0yu = , 0xxσ = ) за нульової температури на ній. 

Формули (1) і (3) можна використати при розв’язуванні задач електро-
статики для півпростору із нульовим електричним потенціалом на межі, 
коли у стрічковій області задано електричні заряди ( )w ξ . Функція (2) опи-
сує електричний потенціал у тілі. 

Поздовжній зсув тіла є еквівалентним до двовимірної задачі стаціонар-
ної теплопровідності [3]. Тому розв’язок наведеної тут задачі теплопровід-
ності можна використати при дослідженні напруженого стану півпростору 
при поздовжньому зсуві, якщо температурі ( , )T x y  поставити у відповід-

ність переміщення ( , )zu x y , тепловим потокам – дотичні напруження, дже-

релу тепла – зосереджену силу, а коефіцієнту теплопровідності – модуль 
зсуву. 
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ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА ПРИ 
ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ В ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ К ЕГО ГРАНИЦЕ ЛЕНТОЧНОЙ ОБЛАСТИ 
 
С использованием логарифмического потенциала простого слоя, термоупругого 
потенциала перемещений, функции напряжений Эри и функции Буссинеска реше-
ны двумерные задачи стационарной теплопроводности и термоупругости при 
плоской деформации полубесконечного тела при тепловыделении в параллельной к 
его границе ленточной области (на которой заданы температура или тепловой 
поток). Граница тела поддерживается при нулевой температуре. Исследовано 
распределение напряжений в области тепловыделений при заданных в ней источ-
никах тепла постоянной интенсивности и постоянной температуре. 
 
TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF THERMOELASTICITY FOR A HALF-SPACE WITH HEAT 
RELEASE ON A RIBBON-LIKE DOMAIN PARALLEL TO ITS BOUNDARY  
 
Using a logarithmic potential of a simple layer, thermoelastic displacement potential, 
Airy stress function and Boussinesq function, the two-dimensional problems of statio-
nary heat conduction and thermoelasticity are solved for plane deformation of semi-
infinite solid with heat release on a parallel to its boundary ribbon-like domain (where 
temperature or heat flux are given). The boundary of the body is maintained at zero 
temperature. The stress distribution in the domain of heat release under given in it the 
heat sources of constant intensity and constant temperature is investigated.  
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