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Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíàì³êè áàãàòîëàíêîâîãî ðîáîòà ç æîðñò-
êèìè ëàíêàìè òà ïðóæíèìè ïðèâîäíèìè ìåõàí³çìàìè. Âîíà ïîáóäîâàíà íà 
îñíîâ³ ôîðìàë³çìó Ëà´ðàíæà ³ âêëþ÷àº ñèñòåìó íåë³í³éíèõ âçàºìîçâ’ÿçàíèõ 
çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷³ äèíàì³÷íîãî é ê³-
íåìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ ðîáîòîì. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàä äâîëàíêîâîãî ðîáîòà-
ìàí³ïóëÿòîðà. Âèêîíàíî àíàë³ç âïëèâó çì³íè êîåô³ö³ºíò³â æîðñòêîñò³ ïðè-
âîä³â íà äèíàì³êó öüîãî ðîáîòà ïðè äèíàì³÷íîìó êåðóâàíí³. 

 
Ìîæëèâîñò³ ïîêðàùåííÿ åêñïëóàòàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ñó÷àñíèõ 

ïðîìèñëîâèõ ðîáîò³â ò³ñíî ïîâ’ÿçàí³ ç âèáîðîì â³äïîâ³äíèõ äî òåõí³÷íèõ 
çàâäàíü, ùî âèêîíóþòüñÿ íèìè, êîíñòðóêòèâíèõ ñõåì ïðèâîäíèõ ìåõàí³ç-
ì³â, óðàõóâàííÿì ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ îêðåìèõ ¿¿ åëåìåíò³â ³ ðîçðîáêîþ 
ñòðàòåã³é êåðóâàííÿ, ÿê³ äîçâîëÿþòü óíèêíóòè âèíèêíåííÿ íåáàæàíèõ 
ïðóæíèõ êîëèâàíü ¿õ ðîáî÷èõ îðãàí³â ó ðåæèìàõ ñåðåäí³õ íàâàíòàæåíü àáî 
ïåðåâàíòàæåíü. Êîíñòðóêòèâíà ñõåìà ïðèâîäíîãî ïðèñòðîþ òà îñîáëèâîñò³ 
éîãî ðîçì³ùåííÿ âèçíà÷àþòü õàðàêòåð âïëèâó ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ éîãî 
åëåìåíò³â íà òî÷í³ñòü â³äïðàöüîâóâàííÿ ðîáî÷èì îðãàíîì ðîáîòà ïîñòàâëå-
íèõ ïðîãðàìíèõ çàâäàíü. Ïðè öüîìó âèä³ëÿþòü òðè âàð³àíòè ðîçì³ùåííÿ 
ïðèâîä³â: áåçïîñåðåäíüî ó ç÷ëåíóâàííÿõ âèêîíàâ÷èõ ëàíîê ìàí³ïóëÿö³éíîãî 
ìåõàí³çìó, íà îñíîâ³ ðîáîòà òà êîìá³íîâàíå ðîçì³ùåííÿ ó äîâ³ëüíîìó ì³ñö³ 
ðóõîìèõ àáî íåðóõîìèõ ëàíîê. Íàéá³ëüø ïðîñòîþ ââàæàºòüñÿ ïåðøà ñõåìà 
ðîçì³ùåííÿ ïðèâîä³â, ÿêà äîçâîëÿº ì³í³ì³çóâàòè ïîõèáêè ïåðåäà÷³ ðóõó ì³æ 
ñóñ³äí³ìè ëàíêàìè ³ ÿê íàñë³äîê – ïîìèëêè ïîçèö³þâàííÿ ðîáî÷îãî îðãàíà 
ìàí³ïóëÿòîðà. Ïðîòå çà ðàõóíîê çíà÷íîãî çá³ëüøåííÿ ðîçì³ð³â ³ ìàñè ðó-
õîìèõ ëàíîê âîíà íå º åêîíîìíîþ ³ ïîòðåáóº âèêîðèñòàííÿ ñïåö³àëüíèõ 
ìàëîãàáàðèòíèõ êîíñòðóêö³é ïðèâîäíèõ ìåõàí³çì³â. Êîìïîíóâàííÿ ïðèâî-
ä³â, ïðè ÿêîìó äâèãóíè ðîçì³ùåí³ íà îñíîâ³, äîçâîëÿº çìåíøèòè ìàñè ðóõî-
ìèõ åëåìåíò³â øëÿõîì ââåäåííÿ áàãàòîëàíêîâèõ ïåðåäàâàëüíèõ ê³íåìàòè÷-
íèõ ëàíöþã³â, ïîâ’ÿçàíèõ ç³ çíà÷íèì çá³ëüøåííÿì ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ òà 
ïîõèáîê ïîçèö³þâàííÿ ç íàáëèæåííÿì äî êåðîâàíî¿ ëàíêè ìàí³ïóëÿòîðà. 

Óðàõóâàííÿ äèíàì³êè ðîçãëÿíóòèõ òèï³â ïðèâîä³â ³ ïðóæíèõ âëàñòè-
âîñòåé ïåðåäàâàëüíèõ ïðèñòðî¿â, ÿê³ çàñòîñîâóþòüñÿ ó íèõ, ïðèçâîäèòü äî 
³ñòîòíîãî óñêëàäíåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèêîíàâ÷èõ ìåõàí³çì³â ðîáî-
ò³â ³ çàäà÷ ï³ääàòëèâîãî êåðóâàííÿ ¿õ ðóõàìè [1, 3, 7, 9]. Äî íàéá³ëüø ïðîñ-
òèõ ñåðåä íèõ â³äíîñÿòü ìîäåë³, îäåðæàí³ íåõòóâàííÿì âïëèâó ïðóæíîñò³ 
âèêîíàâ÷èõ ñòåðæíüîâèõ ëàíîê íà äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ðîáîò³â. Âîíè 
äàþòü çìîãó îòðèìàòè äåÿê³ ÿê³ñí³ òà ê³ëüê³ñí³ îö³íêè ìîæëèâîñò³ âèíèê-
íåííÿ ïðóæíî-ï³ääàòëèâèõ êîëèâàíü ðîáîòà, îáóìîâëåíèõ íåæîðñòê³ñòþ 
ïåðåäàâàëüíèõ ïðèñòðî¿â ïðèâîä³â, ³ ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè íà ïåðøîìó 
åòàï³ ïðîåêòóâàííÿ öèõ ñèñòåì. Äëÿ äåÿêèõ òàêèõ ìîäåëåé ðåçóëüòàòè ïî-
áóäîâè àëãîðèòì³â êåðóâàííÿ ïîëîæåííÿì æîðñòêèõ ëàíîê îáãîâîðþþòüñÿ 
ó ðîáîòàõ [3, 8, 9]. 

Ç ìåòîþ äîñë³äæåííÿ âïëèâó ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ ìåõàí³÷íèõ ïåðå-
äà÷ ðóõó â ç÷ëåíóâàííÿõ íà äèíàì³êó ïðèâîä³â ³ êåðîâàíèõ íèìè ëàíîê ó 
ö³é ðîáîò³ ïðîñòîðîâèé áàãàòîëàíêîâèé ìàí³ïóëÿòîð øàðí³ðíî-ñòåðæíüîâî¿ 
ñòðóêòóðè ïðåäñòàâëåíèé ÿê ñèñòåìà áàãàòüîõ àáñîëþòíî òâåðäèõ ò³ë, ì³ñöÿ 
ç’ºäíàííÿ ÿêèõ îñíàùåí³ åëåêòðîïðèâîäàìè. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äèíàì³êè 
ìàí³ïóëÿòîðà, ïîáóäîâàíà íà îñíîâ³ ôîðìàë³çìó ð³âíÿíü Ëà´ðàíæà äðóãîãî 
ðîäó, âêëþ÷àº ñèñòåìó íåë³í³éíèõ âçàºìîçâ’ÿçàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü, ïîðÿäîê ÿêî¿ ïîäâîþºòüñÿ çà ðàõóíîê óðàõóâàííÿ ïðóæíèõ 
âëàñòèâîñòåé ïðèâîä³â êåðóâàííÿ ïîð³âíÿíî ç â³äïîâ³äíîþ ìîäåëëþ ç æîðñ-
òêèìè ïðèâîäàìè. 
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Ðîçãëÿíåìî ìåõàí³÷íó ìî-
äåëü áàãàòîëàíêîâîãî ðîáîòà-ìà-
í³ïóëÿòîðà, ê³íåìàòè÷íó ñõåìó 
ÿêîãî íàâåäåíî íà ðèñ. 1. Áóäåìî 
ââàæàòè, ùî âèêîíàâ÷èé ìåõà-
í³çì ìàí³ïóëÿòîðà ñêëàäàºòüñÿ 
ç N  ïðÿìîë³í³éíèõ àáñîëþòíî 
òâåðäèõ æîðñòêèõ ñòåðæí³â äîâ-
æèí ,  1, ,n n N=  , ç’ºäíàíèõ ç 

íåðóõîìîþ îñíîâîþ ³ ì³æ ñîáîþ 
çà äîïîìîãîþ ³äåàëüíèõ öèë³íä-
ðè÷íèõ øàðí³ð³â. Ç êîæíèì ³ç 
øàðí³ð³â ïðóæíî çâ’ÿçàíèé ïðè-
â³äíèé ïðèñòð³é, ÿêèé äîçâîëÿº 
çä³éñíèòè êåðóâàííÿ ñòåðæíåì, 
ùî ïðèìèêàº, çà êóòîâèì ïðè-
ñêîðåííÿì ïîâîðîòó âàëà éîãî äâèãóíà àáî çà ìîìåíòîì íàâàíòàæåííÿ, 
ÿêèé ðîçâèâàº äâèãóí íà âàëó. Íà ê³íö³ N -ãî ñòåðæíÿ æîðñòêî ïðèêð³ïëåíî 
àáñîëþòíî òâåðäå ò³ëî (âàíòàæ), ùî òðàíñïîðòóºòüñÿ ìàí³ïóëÿòîðîì. Äëÿ 
ò³ë, ùî âõîäÿòü â ðîçãëÿäóâàíó ìåõàí³÷íó ñèñòåìó, ââåäåìî íóìåðàö³þ â³ä 
1  äî 1N +  ó ïîðÿäêó ¿õ âçàºìíîãî ïðèºäíàííÿ, óìîâíî ïðèñâî¿ìî íóëüîâèé 
íîìåð íåðóõîì³é îñíîâ³. Äîñë³äæåííÿ äèíàì³êè ñèñòåìè áóäåìî ïðîâîäèòè â 
³íåðö³àëüí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1O XYZ  ç îðòàìè i , j , k . Äëÿ öüîãî æîðñò-

êî çâ’ÿæåìî ç êîæíîþ n -þ, 1, ,n N=  , ëàíêîþ ì³ñöåâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 

n n n nO x y z  ç îðòàìè ni , nj , nk  òàê, ùîá òî÷êà nO  ñï³âïàäàëà ç ïî÷àòêîì 

ñòåðæíÿ, â³ñü n nO x  áóëà ñóì³ùåíà ç éîãî îñüîâîþ ë³í³ºþ, à â³äïîâ³äí³ îñ³ 

n nO y  ³ n nO z  óñ³õ ëàíîê áóëè ïàðàëåëüí³, êîëè ê³íåìàòè÷íèé ëàíöþã ìàí³-

ïóëÿòîðà âèòÿãíóòèé â îäíó ïðÿìó ë³í³þ é îñ³ ñïðÿìîâàí³ âçäîâæ îäí³º¿ 
ïðÿìî¿. Äëÿ êîæíîãî ç n  ò³ë ñèñòåìè, 1, , 1n N= + , ââåäåìî òàêîæ ñèñòå-

ìó êîîðäèíàò n n n nC x y z , ïî÷àòîê ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç öåíòðîì ìàñ nC , à â³äïî-

â³äí³ îñ³ ïàðàëåëüí³ äî îñåé ñèñòåìè n n n nO x y z  ³ º ãîëîâíèìè öåíòðàëüíèìè 

îñÿìè ³íåðö³¿. Áóäåìî ââàæàòè, ùî êîæíà ç îñåé ç’ºäíóâàëüíèõ øàðí³ð³â ç 
îðòîì ne  ñï³âïàäàº ç îäí³ºþ ç îñåé ì³ñöåâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò n n n nO x y z  ³, 

îòæå, âèêîíóºòüñÿ â³äïîâ³äíà ð³âí³ñòü n n=e i , n n=e j  àáî n n=e k . Êóò ïî-

âîðîòó íàñòóïíî¿ n -¿ ëàíêè ñòîñîâíî äî ïîïåðåäíüî¿ ( 1)n − -¿ íàâêîëî áóäü-

ÿêî¿ ç îñåé ,n n n nO x O y  àáî n nO z  ïîçíà÷èìî ÷åðåç ,n nϕ ψ  àáî nθ  â³äïîâ³ä-

íî, ââàæàþ÷è éîãî äîäàòíèì, ÿêùî ç ê³íöÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ îñ³ âêàçàíèé ïî-
âîðîò ëàíêè áóäå ïðîòè ðóõó ãîäèííèêîâî¿ ñòð³ëêè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî â 
êîæíîìó n -ìó, 1, ,n N=  , øàðí³ð³, ùî ç’ºäíóº ê³íö³ ïðèëåãëèõ ( 1)n − -ãî ³ 

n -ãî ñòåðæí³â äî n -¿ ëàíêè, ïðèêëàäåíî çîâí³øí³é ìîìåíò e
nM , ÿêèé ïåðå-

äàºòüñÿ â³ä äâèãóíà â³äïîâ³äíîãî ïðèñòðîþ. Çîâí³øí³é ìîìåíò e
nM  áóäåìî 

ââàæàòè äîäàòíèì, ÿêùî â³í íàìàãàºòüñÿ ïîâåðíóòè ðîçãëÿäóâàíó ëàíêó â 
äîäàòíîìó íàïðÿì³. 

Ñôîðìóëþºìî çàäà÷³ ê³íåìàòè÷íîãî òà äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ ïðîñòî-
ðîâèìè ðóõàìè ìàí³ïóëÿòîðà, çä³éñíþþ÷è ê³íåìàòè÷íå êåðóâàííÿ øëÿõîì 
çàäàííÿ N  ôóíêö³é êóòîâèõ ïðèñêîðåíü ( )n n tα = α   ïîâîðîò³â âàë³â äâèãó-

í³â ïðèâîäíèõ ïðèñòðî¿â ³ äèíàì³÷íå êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ çàäàííÿ N  
ïðîãðàìíèõ çàêîí³â çì³íè åëåêòðîìàãí³òíèõ ìîìåíò³â ( )n nM M t= , ÿê³ ðîç-

âèâàþòüñÿ äâèãóíîì ³ ãåíåðóþòüñÿ ç íåîáõ³äíîþ òî÷í³ñòþ ó ïðèïóùåíí³ ïðî 
ìîæëèâ³ñòü íåõòóâàííÿ ³íåðö³éí³ñòþ åëåêòðè÷íîãî ëàíöþãà äâèãóíà n -ãî 
ïðèâîäó. Òóò ³ íàäàë³ êðàïêîþ ïîçíà÷åíî ïîâíó ïîõ³äíó çà ÷àñîì. 
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Ðîçãëÿäóâàíà ìåõàí³÷íà ñèñòåìà ìàº N  ñòåïåí³â â³ëüíîñò³. Äëÿ îäíî-
çíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ ¿¿ ïîëîæåííÿ ó ïðîñòîð³ ââåäåìî ñóêóïí³ñòü óçàãàëü-
íåíèõ êîîðäèíàò ( ),  1, ,n nq q t n N= =  , ÿê³ º êóòàìè ïîâîðîòó n -¿ ëàíêè 

â³äíîñíî ( 1)n − -¿ ³ âèðàæàþòüñÿ â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ îäí³ºþ ç ð³âíîñ-

òåé n nq = ϕ , n nq = ψ  àáî n nq = θ  çàëåæíî â³ä îð³ºíòàö³¿ îñ³ â³äïîâ³äíîãî 

ç’ºäíóâàëüíîãî øàðí³ðà (ðèñ. 1). 
Äëÿ âèâåäåííÿ ð³âíÿíü ïðîñòîðîâîãî ðóõó ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà âèêî-

ðèñòàºìî ð³âíÿííÿ Ëà´ðàíæà äðóãîãî ðîäó [4] 

 ,        1, ,n
n n

d T T Q n N
dt q q

∂ ∂  − = = ∂ ∂ 
 , (1) 

äå nq  – n -íà óçàãàëüíåíà øâèäê³ñòü, ÿêà ïðèéìàº äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî âà-

ð³àíòà îð³ºíòàö³¿ îñ³ ç’ºäíóâàëüíîãî øàðí³ðà îäíå ³ç çíà÷åíü n nq = ϕ , nq =  

n= ψ  àáî n nq = θ ; nQ  – óçàãàëüíåíà ñèëà, ùî â³äïîâ³äàº óçàãàëüíåí³é êîîð-

äèíàò³ nq . 

Íåõòóþ÷è âïëèâîì ³íåðö³éíèõ íàâàíòàæåíü ðîòîð³â äâèãóí³â ïðèâîä³â 
íà äèíàì³êó ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà, âèçíà÷èìî ê³íåòè÷íó åíåðã³þ ñèñòåìè çà 
ôîðìóëîþ 
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Ó ö³é ôîðìóë³ äëÿ n -ãî, 1, , 1n N= + , ò³ëà ñèñòåìè ïðèéíÿòî ïîçíà-

÷åííÿ: nm  – ìàñà; nv  – ìîäóëü âåêòîðà àáñîëþòíî¿ øâèäêîñò³ nv  öåíòðà 

ìàñ nC ; xnJ , ynJ , znJ  – ìîìåíòè ³íåðö³¿ â³äíîñíî îñåé ñèñòåìè êîîðäèíàò 

n n n nC x y z ; xnω , ynω , znω  – ïðîåêö³¿ âåêòîðà àáñîëþòíî¿ êóòîâî¿ øâèäêîñò³ 

n  íà îñ³ n nO x , n nO y , n nO z . 

Ïîëîæåííÿ öåíòð³â ìàñ ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà òà ò³ëà, ùî íèì ïåðåíî-
ñèòüñÿ, â ³íåðö³àëüí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1O XYZ  îçíà÷èìî ðàä³óñàìè-âåê-
òîðàìè: 

 
1

1 1 1
1

1 1,        ,       2, ,
2 2

n

n i i n n
i

n N
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=

= = + =∑r i r i i    , 
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= +∑r i  , (3) 

äå 1N+  – âåêòîð ç ïî÷àòêîì ó ê³íö³ ò³ëà N  ³ ê³íöåì ó òî÷ö³ nC  ò³ëà 1N +  

ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1 1 1 1N N N NC x y z+ + + + . 

Äëÿ îá÷èñëåííÿ êîìïîíåíò âåêòîð³â nr  ³ øâèäêîñòåé nv , n  âèêîðèñ-

òàºìî ìàòðè÷íèé ìåòîä. Îçíà÷èìî âåêòîð nr  âåêòîðîì-ñòîâïöåì éîãî êîîð-

äèíàò n n nX Y Z   ó ñèñòåì³ 1O XYZ  ³ âåêòîð 1N+  – âåêòîðîì-ñòîâïöåì 

êîîðäèíàò 1 1 1N N Nx y z+ + +
  ó ñèñòåì³ 1 1 1 1N N N NC x y z+ + + + . Òîä³ ç (3) âè-

ïëèâàº, ùî 

 
11 1

1 0,1 0, 0,
1

1

1 10 ,        0 0
2 2

0 0 0

nn ni

n i n
i

n

XX
Y A Y A A
Z Z

−

=

= = +∑
 

, 

 2, ,n N=  , 
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1 1

1 0, 0, 1 1
1

1 1

0
0

NN i N

N i N N
i

N N

X x
Y A A y
Z z

+ +

+ + +
=

+ +

= +∑


. (4) 

Òóò 0, 0,1 1,2 1,n n nA B B B −= ⋅ ⋅ ⋅  – ìàòðèöÿ íàïðÿìíèõ êîñèíóñ³â êóò³â 

0,
11 cos ( , )n

nX xα = , 0, 0,
12 33cos ( , ), ,  cos ( , )n n

n nX y Z zα = α =  ì³æ îðòàìè áàçèñ³â 

,  ,  i j k  òà ,  ,  n n ni j k ; 1, 0, 0, 1
T

i i i iB A A− −= ⋅  – ìàòðèöÿ ïåðåõîäó â³ä áàçèñó 

1 1 1,  ,  i i i− − −i j k  äî áàçèñó ,  ,  i i ii j k , 1, , 1i N= +  [5]. Ñèìâîëîì « » ïîçíà-
÷åíî îïåðàö³þ òðàíñïîíóâàííÿ. 

Ïðîåêö³¿ øâèäêîñòåé nv , 1, , 1n N= + , íà îñ³ ³íåðö³àëüíî¿ ñèñòåìè 

êîîðäèíàò 1O XYZ  çíàéäåìî äèôåðåíö³þâàííÿì ë³âî¿ ³ ïðàâî¿ ÷àñòèí (4): 

 
1 11

1 0,1 0, 0,
1

1

1 10 ,    0 0 ,    2, ,
2 2

0 0 0

n n ni

n i n
i

n

XX

Y A Y A A n N

Z Z

−

=

= = + =∑


     
 

 
, 

 
1 1

1 0, 0, 1 1
1

11

0
0

N N i N

N i N N
i

NN

X x
Y A A y

zZ

+ +

+ + +
=

++

= +∑

  



. (5) 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîðà n , 1, , 1n N= + , âèêîðèñòàºìî ïðàâèëî 

äîäàâàííÿ îáåðòàëüíèõ ðóõ³â òâåðäîãî ò³ëà íàâêîëî îñåé, ùî ïåðåòèíà-
þòüñÿ [4]: 

 1, 1
1

,         1, , ,      
n

n i i N N
i

n N− +
=

= = =∑     , (6) 

äå 1,i i i iq− = e  – âåêòîð êóòîâî¿ øâèäêîñò³ îáåðòàííÿ i -ãî ò³ëà â³äíîñíî 

( 1)i − -ãî, 1, ,i N=  , ÿêèé ó ñèñòåì³ i i i iO x y z  îçíà÷èìî îäíèì ³ç âåêòîð³â-

ñòîâïö³â ïðîåêö³é 0 0iq  , 0 0iq   àáî 0 0 iq   çàëåæíî â³ä 

îð³ºíòàö³¿ îñ³ öèë³íäðè÷íîãî øàðí³ðà. Ïðèéìåìî äëÿ îçíà÷åíîñò³, íå îáìå-
æóþ÷è çàãàëüíîñò³ ïîäàëüøîãî âèêëàäó, ùî â³ñü ç’ºäíóâàëüíîãî øàðí³ðà 

iO  ñï³âïàäàº ç â³ññþ i iO y . Ó öüîìó âèïàäêó ìàòðè÷í³ âèðàçè äëÿ ïðîåêö³é 

âåêòîðà n  íà îñ³ ñèñòåìè êîîðäèíàò n n n nO x y z  àíàëîã³÷íî äî (4) ïîäàìî ó 

âèãëÿä³ 

 
1

, 1
1

1

0
,       1, , ,       

0

nxn xN xN

yn n i i yN yN
i

zn zN zN

A q n N
+

+
=

+

ω ω ω
ω = = ω = ω
ω ω ω

∑   , (7) 

äå , , 1 1, 2 1,n i n n n n i iA B B B− − − += ⋅ ⋅ ⋅  – ìàòðèöÿ íàïðÿìíèõ êîñèíóñ³â êóò³â 

ì³æ îñÿìè ñèñòåì êîîðäèíàò n n n nO x y z  ³ i i i iO x y z  ç êîìïîíåíòàìè ,
11
n iα =  

, ,
12 33cos ( , ),  cos ( , ), ,  cos ( , )n i n i

n i n i n ix x x y z z= α = α = ; 1,i iB +  – ìàòðèöÿ ïåðå-

õîäó â³ä áàçèñó 1 1 1,  ,  i i i+ + +i j k  äî áàçèñó ,  ,  i i ii j k  [5].  

Êîæíó ç óçàãàëüíåíèõ ñèë ,  1, ,nQ n N=  , ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ 

äîäàíê³â: 

 n n
n

Q Q
q

∗∂Π= − +
∂

, (8) 

ïåðøèé ³ç ÿêèõ ïîâ’ÿçàíèé ç íàÿâí³ñòþ ïîòåíö³àëüíèõ ñèë (ñèë òÿæ³ííÿ), 



193 

ÿê³ ä³þòü íà ëàíêè ìàí³ïóëÿòîðà òà âàíòàæ, ùî ïåðåíîñèòüñÿ; äðóãèé äîäà-
íîê ñòîñóºòüñÿ íåïîòåíö³àëüíèõ ñèë (çîâí³øí³õ ìîìåíò³â ó øàðí³ðàõ). 

Ïîòåíö³àëüíó åíåðã³þ ñèñòåìè âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
1

1

N

n n
n

g m Z
+

=

Π = ∑ , (9) 

äå g  – ïðèñêîðåííÿ â³ëüíîãî ïàä³ííÿ. 

Äëÿ îá÷èñëåííÿ óçàãàëüíåíèõ ñèë nQ∗ , ùî äîð³âíþþòü çîâí³øí³ì ìî-

ìåíòàì e
nM , çàïèøåìî ð³âíÿííÿ äèíàì³êè n -ãî åëåêòðîïðèâîäó [1, 3], ÿêèé 

êåðóº ðóõîì n -¿ ëàíêè: 

 e 1
n n n n nI M M i−α = − , (10) 

äå nI  – ñóìàðíèé ìîìåíò ³íåðö³¿ ðîòîðà äâèãóíà òà ëàíîê åëåêòðîïðèâîäó, 

ïðèâåäåíèé äî îñ³ ðîòîðà; nα  – êóò ïîâîðîòó âàëà äâèãóíà; ni  – êîåô³ö³-

ºíò ïåðåäà÷³ ìåõàí³çìó ïåðåäà÷³ îáåðòàëüíîãî ðóõó (ðåäóêòîðà). 

Ïðè âèçíà÷åíí³ ìîìåíòó e e ( )n nM M t= , ÿêèé ïåðåäàºòüñÿ â³ä äâèãóíà 

n -ãî øàðí³ðà, áóäåìî íåõòóâàòè ³íåðö³éí³ñòþ ïåðåäàâàëüíîãî ìåõàí³çìó òà 
áóäåìî ââàæàòè, ùî âêàçàíèé ìîìåíò çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä ïðóæíî¿ ï³ääàò-
ëèâîñò³ ìåõàí³çìó ïåðåäà÷³ ðóõó. Ââàæàþ÷è íàäàë³, ÿê ³ âèùå, ùî â³ñü n -ãî 
øàðí³ðà ñï³âïàäàº, íàïðèêëàä, ç â³ññþ n nO y , çàïèøåìî 

 e 1
n n n n nM k i−= α − ψ( ) , (11) 

äå nk  – çâåäåíèé êîåô³ö³ºíò æîðñòêîñò³ n -ãî ïåðåäàâàëüíîãî ìåõàí³çìó. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (11) ó âèðàç (10), îäåðæèìî äîäàòêîâå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äèíàì³êè n -ãî ïðóæíîãî ïðèâîäó 

 1 1 ,          1, ,n n n n n n n nI k i i M n N− −α + α − ψ = = ( ) , (12) 

ÿêå âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ çàëåæíî¿ çì³ííî¿ ( )n n tα = α . 

Âèêîíóþ÷è ï³äñòàíîâêó ð³âíîñòåé (2), (8) ó ð³âíÿííÿ (1) ³ íåîáõ³äí³ îïå-
ðàö³¿ äèôåðåíö³þâàííÿ, îäåðæèìî ñèñòåìó 2N  âçàºìîçâ’ÿçàíèõ íåë³í³éíèõ 
çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ çì³ííèõ nα , nq  (àáî, 

³íàêøå, äëÿ âèáðàíî¿ îð³ºíòàö³¿ îñ³ n -ãî ç’ºäíóâàëüíîãî øàðí³ðà nα , nψ ), 

ÿêà ç â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ïðè çàäàíîìó çàêîí³ ê³íåìàòè÷-
íîãî àáî äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ îäíîçíà÷íî îïèñóº äèíàì³êó ìàí³ïóëÿòîðà. 

Çàäà÷ó ê³íåìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ ñôîðìóëþºìî òàêèì ÷èíîì. 
Çà çàäàíèì ïðîãðàìíèì çàêîíîì çì³íè â ÷àñ³ êóò³â ( )n n tα = α , 1, ,n N=  , 

ïîâîðîò³â âàë³â äâèãóí³â ïðèâîäíèõ ïðèñòðî¿â ïîòð³áíî âèçíà÷èòè êåðóþ÷³ 

ìîìåíòè e ( )nM t , 1, ,n N=  , äâèãóí³â, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü ðåàë³çàö³þ çàäàíèõ 

çàëåæíîñòåé ( )n n tα = α . Ïðè òàêîìó ðåæèì³ êåðóâàííÿ ð³âíÿííÿ (10) âòðà-

÷àº ñèëó, à óçàãàëüíåíà ñèëà nQ∗  âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ nQ∗ =  
1

n n n nk i−= α − ψ( ) , ÿêà ì³ñòèòü çàäàíó ôóíêö³þ ( )n n tα = α . Ó öüîìó âèïàäêó 

êåðîâàíà ìåõàí³÷íà ñèñòåìà ìàº N  ñòåïåí³â â³ëüíîñò³, ³ ïîðÿäîê ñèñòåìè 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ îïèñóþòü ¿¿ ðóõ ³ âêëþ÷àþòü ò³ëüêè ð³âíÿííÿ 
âèãëÿäó (1), çíèæóºòüñÿ äî N . 

Ñôîðìóëþºìî òåïåð çàäà÷ó äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ. Íåõàé 
çàäàíèé ïðîãðàìíèé çàêîí çì³íè çà ÷àñîì N  åëåêòðîìàãí³òíèõ ìîìåíò³â 

( ) ( )n nM t M t= , 1, ,n N=  , äâèãóí³â ïðèâîäíèõ ïðèñòðî¿â. Íåîáõ³äíî çíàéòè 

N  ôóíêö³é êóòîâèõ ïåðåì³ùåíü ëàíîê ³ N  êóò³â ( )n tα  ïîâîðîò³â âàë³â 

äâèãóí³â. 
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ßê ïðèêëàä ðåàë³çàö³¿ âèêëàäåíîãî âèùå ï³äõîäó ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ 
äèíàì³êè äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà ïðè ïåðåíåñåíí³ íèì âàíòàæó êóëåïî-
ä³áíî¿ ôîðìè ðàä³óñà r  äëÿ âèïàäêó, êîëè îñ³ éîãî ç’ºäíóâàëüíèõ øàðí³ð³â 

1O , 2O  ñï³âïàäàþòü â³äïîâ³äíî ç îñÿìè 1 1O y , 2 2O z  ì³ñöåâèõ ñèñòåì êîîð-
äèíàò: 

 2 2 2 2
1 1 1 2 2 5 2 4 2 3 1 2 2( ( ) cos sin 2 cos )b b b b bψ + + θ + θ + θ +      

 2
1 2 4 5 2 2 2 3 1 2 2( ) sin 2 2 sinb b b b+ ψ θ − − θ − θ =   ( )  

  e
1 7 1 3 2 2 1cos ( cos )g b b M= ψ + θ +  , 

 2 2 2
2 2 2 6 1 4 5 2 2 2 3 1 2 2

1( ) ( ) sin 2 2 sin
2

b b b b b bθ + − ψ − − θ + θ =    ( )  

 e
3 2 1 2 2sin singb M= − ψ θ + , (13) 

äå 
1

1 2 32
1

yJ
b m m= + +


, 

2

2 2 3
2

1 1
4

rb m m = + + 
 

, 3 2 3
2

1 1
2

rb m m = + + 
 

, 

4 2 3 5 2 3 6 2 3 7 1 2 3
1,    ,    ,    
2x x y y z zb J J b J J b J J b m m m= + = + = + = + + . 

Ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ê³íåìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿ-
òîðîì çâîäèòüñÿ äî íåîáõ³äíîñò³ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ 
ìîìåíò³â ³ç ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (13), (12) (àáî â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó – ç (1), (12)). 

Ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçê³â ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ ìà-
í³ïóëÿòîðîì ç æîðñòêèìè ëàíêàìè ìîæíà ïðîâåñòè øëÿõîì ³íòåãðóâàííÿ 
ð³âíÿíü âèãëÿäó (13), (12) (àáî â çàãàëüíîìó âèïàäêó – âèãëÿäó (1), (12)) ç 
â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè îäíèì ³ç ìåòîä³â ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàí-
íÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü ïîòð³áíó 
òî÷í³ñòü îá÷èñëåíü. Íàëåæèòü â³äì³òèòè, ùî ïðè äîñë³äæåíí³ äèíàì³êè ðîç-
ãëÿäóâàíèõ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñòåì øàðí³ðíî-ñòåðæíüîâî¿ ñòðóêòóðè íà âå-
ëèêèõ ³íòåðâàëàõ ÷àñó ç³ çá³ëüøåííÿì ê³ëüêîñò³ ëàíîê ñèñòåìè äèôåðåíö³-
àëüí³ ð³âíÿííÿ ¿õ ðóõ³â ìîæóòü âèÿâëÿòè âëàñòèâîñò³ æîðñòêîñò³ [2, 6], ÿê³ 
âèíèêàþòü â ðåçóëüòàò³ íàêëàäàííÿ êîìïîíåíò ðîçâ’ÿçê³â, ùî ïîâ³ëüíî çì³-
íþþòüñÿ ³ øâèäêî çàòóõàþòü. Òàê³ âëàñòèâîñò³ ïðèòàìàíí³ ïîâåä³íö³ ñèñòåì 
áàãàòüîõ ò³ë. Öåé ôàêò ³ñòîòíî óñêëàäíþº ïðîöåñ ïîáóäîâè çá³æíèõ ðîç-
â’ÿçê³â ³ ïîòðåáóº çàëó÷åííÿ ó âêàçàíèõ âèïàäêàõ ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â ÷èñ-
ëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ æîðñòêèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. 
Äî íàéá³ëüø åôåêòèâíèõ ç îá÷èñëþâàëüíî¿ òî÷êè çîðó äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî 
êëàñó çàäà÷ íà ñüîãîäí³ â³äíîñÿòü íàï³âíåÿâí³ ìåòîäè Ðóí´å – Êóòòà –Ðî-
çåíáðîêà, ÿê³ âêëþ÷àþòü ïðîöåäóðó ðåíîðìàë³çàö³¿ ðîçâ’ÿçê³â íà êîæíîìó 
êðîö³ äèñêðåòèçàö³¿ ð³âíÿíü. Ó ö³é ðîáîò³ ïðè âèÿâëåíí³ îçíàê æîðñòêîñò³ 
ñèñòåìè çàì³ñòü ÿâíîãî ìåòîäó Ðóí´å – Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé âèêîðèñ-
òîâóâàëè ïîçà âêàçàíèìè êðèòè÷íèìè îáëàñòÿìè ïàðàìåòð³â ñèñòåìè, çà-
ñòîñîâóâàëè íàï³âíåÿâíèé ìåòîä Ðóí´å – Êóòòà – Ðîçåíáðîêà 4-ãî ïîðÿäêó. 

Ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàòè âèêîíàíîãî íà îñíîâ³ (13) ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàí-
íÿ äèíàì³êè ðîáîòà, ìàí³ïóëÿö³éíèé ìåõàí³çì ÿêîãî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ëà-
íîê, ïðè òðàíñïîðòóâàíí³ íèì ó ïðîñòîð³ ò³ëà ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â. Äëÿ 
îö³íêè âïëèâó íà öåé ïðîöåñ ïðóæíî¿ ï³ääàòëèâîñò³ ìåõàí³÷íèõ ïåðåäà÷ 
ïðèâîäó áóëî âèêîíàíî ðîçðàõóíêè äëÿ òàêèõ ãðóï çíà÷åíü çâåäåíèõ êî-
åô³ö³ºíò³â ¿õ æîðñòêîñò³ 1 2 400;500;600;700;800;900;1000k k= = H ⋅ ì/ðàä. 
Ìîìåíòè ³íåðö³¿ ÷àñòèí ïðèâîä³â, ùî ðóõàþòüñÿ, ³ ïåðåäàâàëüí³ êîåô³ö³ºíòè 

âèáðàíî ð³âíèìè 2
1 2 2 10I I −= = ⋅ êã ⋅ ì2, 1 2 10i i= = . Ëàíêè ìàí³ïóëÿòîðà 

äîâæèí 1 1= ì, 2 0.8= ì ðîçãëÿäàëè ÿê ñòàëüí³ òðóá÷àñò³ ñòåðæí³, âíóò-

ð³øí³ òà çîâí³øí³ ä³àìåòðè ÿêèõ ïðèéìàëè ð³âíèìè 2
1 2 6 10d d −= = ⋅ ì, 
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2
1 2 7 10D D −= = ⋅ ì. Ìàñè ñòåðæí³â ñòàíîâëÿòü 1 2.752m = êã, 2 2.205m = êã. 

¯õí³ ìîìåíòè ³íåðö³¿ â³äïîâ³äíî äîð³âíþâàëè 3
1 2.929 10xJ −= ⋅ êã ⋅ ì2, 1yJ =  

1
1 2.312 10zJ −= = ⋅ êã ⋅ ì2, 3

2 2.343 10xJ −= ⋅ êã ⋅ ì2, 1
2 2 1.118 10y zJ J −= = ⋅ êã ⋅ ì2. 

Âàíòàæ, ùî òðàíñïîðòóºòüñÿ ìàí³ïóëÿòîðîì, ðîçãëÿäàëè ÿê îäíîð³äíå êó-
ëåïîä³áíå ò³ëî ðàä³óñà 0.1r = ì ³ ìàñè 3 32.86m = êã. Ó âèõ³äíîìó íåðóõî-

ìîìó ñòàí³ ïðè 0t =  ê³íåìàòè÷íèé ëàíöþã ìàí³ïóëÿòîðà âèòÿãíóòèé â îäíó 
ïðÿìó ë³í³þ, óçäîâæ ÿêî¿ ñïðÿìîâàí³ îñ³ 1 1O x , 2 2O x  ëàíîê, ³ ïîâåðíóòèé íà 

êóò 1(0) 90ψ = °  â³äíîñíî îñ³ 1 1O y  ïåðøîãî ç’ºäíóâàëüíîãî øàðí³ðà. Ïðè öüî-

ìó êóò ïîâîðîòó â³äíîñíî îñ³ 2 2O z  äðóãîãî øàðí³ðà ñêëàäàº 2 (0) 0θ = ° . Äî-
ñë³äèìî âèïàäîê äèíàì³÷íîãî êåðóâàííÿ ïðîñòîðîâèìè ðóõàìè ìàí³ïóëÿòî-
ðà, ÿêå çä³éñíþâàëîñü øëÿõîì çì³íè åëåêòðîìàãí³òíèõ ìîìåíò³â, ùî ðîçâè-
âàþòüñÿ äâèãóíàìè ïðèâîä³â çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíàì 1 15(1 cos 4 )M t= − [H ⋅ ì], 

2 15(1 cos 8 )M t= − [H ⋅ ì] íà ³íòåðâàë³ ÷àñó 0 12t≤ ≤ c.  
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Рис. 2 

Îá÷èñëåí³ ïðè öüîìó êóòè 1( )tα , 2 ( )tα  ïîâîðîò³â âàë³â äâèãóí³â äëÿ 

ñåìè âêàçàíèõ ãðóï çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â æîðñòêîñò³ 1k , 2k  ïåðåäà÷ ïðèâî-

ä³â çîáðàæåíî íà ðèñ. 2à, á (êðèâ³ 1–7). Â³äïîâ³äí³ ¿ì ôóíêö³¿ 1( )tψ , 2 ( )tθ  
êóò³â âçàºìíèõ ïîâîðîò³â ëàíîê çîáðàæåíî íà ðèñ. 2â, ã. Ó ö³ëîìó âñ³ ðîç-
ãëÿíóò³ ôóíêö³¿ çáåð³ãàþòü ãàðìîí³÷íèé õàðàêòåð. Ïðîòå íàÿâí³ñòü ïðóæ-
íîñò³ ìåõàí³÷íèõ ïåðåäà÷ ïðèâîä³â íàéá³ëüøèé âïëèâ çä³éñíþº íà äèíàì³÷í³ 
õàðàêòåðèñòèêè ñàìèõ ïðèâîä³â (ðèñ. 2à, á) òà îáóìîâëþº ïîÿâó â íèõ ä³ëÿ-
íîê âèñîêî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü ç ïåð³îäàìè ïîðÿäêó 0.2–0.3 ñ, ÿê³ âèíèêàþòü 
íà åòàïàõ ðîçãîíó òà ãàëüìóâàííÿ äâèãóí³â. Öåé åôåêò ïðîÿâëÿºòüñÿ òèì 
ñèëüí³øå, ÷èì âèùà ÷àñòîòà êåðóþ÷î¿ ä³¿ (ðèñ. 2á). Íåæîðñòê³ñòü ïåðåäà÷ 
âïëèâàº çíà÷íî ìåíøå íà äèíàì³êó ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà, ³ õî÷à íà åòàïàõ 
ðîçãîíó ³ ãàëüìóâàííÿ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ äåÿê³ â³äì³ííîñò³ ôóíêö³é 1( )tψ , 

2 ( )tθ  (ðèñ. 2â, ã), âîíè âèÿâëÿþòüñÿ íå³ñòîòíèìè ïîð³âíÿíî ç àìïë³òóäíèìè 
çíà÷åííÿìè öèõ ôóíêö³é. Â³äì³òèìî, ùî çá³ëüøåííÿì çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â 
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1k , 2k  ìîæíà äîáèòèñÿ íå ò³ëüêè çìåíøåííÿ ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü êóò³â 

1( )tα , 2 ( )tα  ïîâîðîò³â âàë³â äâèãóí³â, à é äåÿêîãî ãàñ³ííÿ îïèñàíèõ âèùå 

âèñîêî÷àñòîòíèõ êîëèâàíü. Äëÿ ôóíêö³é 1( )tψ , 2 ( )tθ  çðîñòàííÿ êîåô³ö³ºíò³â 

1k , 2k  ïðèçâîäÿòü äî íåçíà÷íîãî çíèæåííÿ àìïë³òóäíèõ çíà÷åíü öèõ 
ôóíêö³é. 

Òàêèì ÷èíîì, íà ï³äñòàâ³ âèêîíàíèõ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â ìîæíà çðî-
áèòè òàê³ âèñíîâêè. Ïðóæíà ï³ääàòëèâ³ñòü åëåìåíò³â ïðèâîäíèõ ïðèñòðî¿â ó 
ôàçàõ ðîçãîíó òà ãàëüìóâàííÿ ¿õ äâèãóí³â ìîæå ïðèçâîäèòè äî âèíèêíåííÿ 
òàêèõ íåñïðèÿòëèâèõ ôàêòîð³â, ÿê âèñîêî÷àñòîòí³ êîëèâàííÿ, äëÿ ïîâíîãî 
ãàñ³ííÿ ÿêèõ ïîòð³áíèìè º çàëó÷åííÿ ð³çíèõ äåìïôóþ÷èõ ïðèñòðî¿â ³ ðîç-
ðîáêà ñïåö³àëüíèõ àëãîðèòì³â êåðóâàííÿ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì äëÿ âèáîðó îïòè-
ìàëüíèõ êîíñòðóêö³éíèõ ïàðàìåòð³â ðîáîò³â íàëåæèòü ïðîâîäèòè ïîáóäîâó 
¿õ ðîçðàõóíêîâèõ ìîäåëåé ç óðàõóâàííÿì äèíàì³êè ïðóæíî-ï³ääàòëèâèõ 
ïðèâîä³â. 
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ДИНАМИКА ПРОМЫШЛЕННОГО РОБОТА С УПРУГО-ПОДАТЛИВЫМИ 
ПРИВОДНЫМИ МЕХАНИЗМАМИ 
 
Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ìíîãîçâåííîãî ïðîìûøëåííîãî 
ðîáîòà ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè è óïðóãèìè ïðèâîäíûìè ìåõàíèçìàìè. Îíà ïîñòðî-
åíà íà îñíîâå ôîðìàëèçìà Ëàãðàíæà è âêëþ÷àåò ñèñòåìó íåëèíåéíûõ âçàèìîñâÿ-
çàííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è äè-
íàìè÷åñêîãî è êèíåìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì. Ðàññìîòðåí ïðèìåð äâóõ-
çâåííîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà. Âûïîëíåí àíàëèç âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ æåñòêîñòè ïðèâîäîâ íà äèíàìèêó ðîáîòà ïðè äèíàìè÷åñêîì óïðàâëåíèè. 
 
DYNAMICS OF INDUSTRIAL ROBOT WITH ELASTIC  
COMPLIANT ACTUATING DEVICES 
 
A mathematical model of the multi-link industrial robot with rigid links and elastic ac-
tuating devices is developed. It is constructed on the basis of the Lagrange formalism 
and includes a system of nonlinear interconnected ordinary differential equations. The 
problems of dynamic and kinematical control of the robot are put. An example of the 
two-link robot-manipulator is considered. The analysis of influence of change of rigi-
dity coefficients of actuators on dynamics of this robot at dynamic control is made. 
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