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МЕТОДИКА ЧИСЛОВОГО ДОСЛІДЖЕННЯ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ, 
ТЕМПЕРАТУРНИХ І МЕХАНІЧНИХ ПОЛІВ ПРИ ВИСОКОТЕМПЕРАТУРНІЙ 
ІНДУКЦІЙНІЙ ОБРОБЦІ ЕЛЕКТРОПРОВІДНИХ ТІЛ  
 

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â, ùî îïèñóþòü íåñòàö³îíàð-
í³ åëåêòðîìàãí³òí³ é òåïëîâ³, à òàêîæ òåðìîìåõàí³÷í³ ïðîöåñè â îñåñèìåò-
ðè÷íèõ åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ëàõ ïðè âèñîêîòåìïåðàòóðíîìó ³íäóêö³éíîìó 
íàãð³âàíí³. Ìåòîäèêà ïîáóäîâàíà ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â ³ ñ³ì’¿ ïðîñòèõ îäíîêðîêîâèõ ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèõ àëãîðèòì³â çà 
ð³çíèõ êðîê³â ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì ñêëàäîâèõ çàäà÷. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî 
³íäóêö³éíå íàãð³âàííÿ ñê³í÷åííîãî öèë³íäðà ç ôåðîìàãí³òíî¿ ñòàë³.  

 
Äëÿ ï³äâèùåííÿ ïàðàìåòð³â ì³öíîñò³ òà íàä³éíîñò³ âèðîá³â ç åëåêòðî-

ïðîâ³äíèõ ìàòåð³àë³â â ñó÷àñíèõ òåõíîëîã³ÿõ îáðîáêè øèðîêî âèêîðèñòîâó-
þòü åëåêòðîìàãí³òí³ ïîëÿ (ÅÌÏ). Ïîáóäîâà ðàö³îíàëüíèõ ðåæèì³â òàêî¿ 
îáðîáêè âèìàãàº ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ äîñòàòíüî àäåêâàòíî 
îïèñóþòü ô³çèêî-ìåõàí³÷í³ ïðîöåñè ó åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ëàõ çà óìîâ ä³¿ 
çîâí³øí³õ ÅÌÏ ç óðàõóâàííÿì ðåàëüíî¿ âçàºìîä³¿ åëåêòðîìàãí³òíîãî, òåì-
ïåðàòóðíîãî òà ìåõàí³÷íîãî ïîë³â.  

Ïèòàííÿì ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîöåñ³â ³íäóêö³éíîãî íà-
ãð³âàííÿ òâåðäèõ ò³ë ³ç óðàõóâàííÿì çàëåæíîñò³ åëåêòðî-, òåïëîô³çè÷íèõ ³ 
ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â â³ä òåìïåðàòóðè, ïðóæíîïëàñòè÷íîãî 
õàðàêòåðó äåôîðìóâàííÿ âèðîá³â ³ íåë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³ ³íäóêö³é åëåêò-
ðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â â³ä â³äïîâ³äíèõ íàïðóæåíîñòåé ïðèñâÿ÷åí³ ðî-
áîòè [1, 3, 4, 11]. Âðàõóâàííÿ íàâåäåíèõ ôàêòîð³â ïðèçâîäèòü äî ñêëàäíîñò³ 
öèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, àíàë³òè÷íå äîñë³äæåííÿ ÿêèõ âèêëèêàº çíà÷í³ 
òðóäíîù³. Âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â áåç óðàõóâàííÿ îñîáëè-
âîñòåé ïîâåä³íêè âçàºìîïîâ’ÿçàíèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ, òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷-
íèõ ïîë³â çà â³äñóòíîñò³ ïîòóæíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì ÷àñòî òåæ âè-
ãëÿäàº äîñòàòíüî ïðîáëåìàòè÷íèì ç òî÷êè çîðó ðåàëüíèõ îáñÿã³â ³ ÷àñó îá-
÷èñëåíü [11, 13, 14].  

Ó ö³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ñóì³ñíîãî âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â ³ ñ³ì’¿ ïðîñòèõ îäíîêðîêîâèõ áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ àëãîðèòì³â çà-
ïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ çóìîâëåíèõ ä³ºþ êâàç³óñòà-
ëåíîãî çîâí³øíüîãî ÅÌÏ åëåêòðîìàãí³òíèõ, òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïîë³â â 
åëåêòðîïðîâ³äíèõ òåðìî÷óòëèâèõ ò³ëàõ ³ç óðàõóâàííÿì ïðóæíîïëàñòè÷íîãî 
õàðàêòåðó ¿õ äåôîðìóâàííÿ ³ íåë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³ ì³æ ³íäóêö³ÿìè òà íà-
ïðóæåíîñòÿìè â³äïîâ³äíî åëåêòðè÷íîãî é ìàãí³òíîãî ïîë³â. Ïðè âèçíà÷åíí³ 
ïàðàìåòð³â, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ðîçãëÿäóâàí³ ïîëÿ, ó ðàìêàõ ðîçðàõóíêîâî¿ 
ñõåìè âèêîðèñòàíî ð³çí³ êðîêè ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì äëÿ ð³âíÿíü åëåêòðî-
äèíàì³êè, òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà ïðóæíîïëàñòè÷íîñò³. Ö³ êðîêè ìîæóòü çì³-
íþâàòèñü ó ïðîöåñ³ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü â³äïîâ³äíî äî ïîâåä³íêè îòðèìó-
âàíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Òàêèé ï³äõ³ä äàº ìîæëèâ³ñòü îïòèì³çóâàòè ïðîöåñ îá÷èñ-
ëåíü (çà ÷àñîì ðîçðàõóíêó), ñóòòºâî ñêîðîòèòè îá’ºì îá÷èñëåíü é îòðèìàòè 
÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî îñåñèìåòðè÷íå ³çîòðîïíå åëåêòðîïðî-
â³äíå ò³ëî, ÿêå çàéìàº îáëàñòü V  ç íåïåðåðâíîþ çà Ë³ïøèöåì ïîâåðõíåþ 
Γ . Ò³ëî ïåðåáóâàº ï³ä âïëèâîì ÅÌÏ, ÿêå çáóäæóº ðîçïîä³ëåíà ó ñê³í÷åíí³é 
ï³äîáëàñò³ îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà îñåñèìåòðè÷íà ñèñòåìà ñòðóì³â ³ç ãóñòè-

íîþ (0) (0)( , , ) (0, ( , , ), 0)r z t j r z tϕ=j , äå , ,r zϕ  – öèë³íäðè÷í³ êîîðäèíàòè; 

(0)
0( , , ) (1 ) sin 2tj r z t J e−η

ϕ = − ⋅ πν  ( ν  – ÷àñòîòà ñòðóìó; ïàðàìåòð η  õàðàêòå-

ðèçóº ÷àñ âèõîäó íà óñòàëåíèé ðåæèì). Ñòîðîíí³ åëåêòðè÷í³ çàðÿäè òà 
ñòðóìè â ò³ë³ â³äñóòí³. Åëåêòðîìåõàí³÷í³, òåðìîåëåêòðè÷í³, ìàãí³òîñòðèêö³é-
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í³ åôåêòè é âïëèâ ðóõîìîñò³ ñåðåäîâèùà íà ÅÌÏ ââàæàºìî íåñóòòºâèìè, à 
³íäóêö³¿ ³ íàïðóæåíîñò³ â³äïîâ³äíî åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â – ïàðà-
ëåëüíèìè.  

Â³äïîâ³äíî äî çàïðîïîíîâàíî¿ ó [1, 4] ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çâ’ÿçàí³ 
åëåêòðîìàãí³òíå é òåìïåðàòóðíå ïîëÿ çà ð³âíÿíü ñòàíó  

 (1) (1) (1) (1) (1) (1)( , ),     ( , ),     T T∗ ∗= = = γB B H D D E j E , 

 (0) (1) (0) (0)
0 0,     = µ = εB H D E  (1) 

îïèñóº òàêà ñèñòåìà ð³âíÿíü åëåêòðîäèíàì³êè òà òåïëîïðîâ³äíîñò³: 

 
2

(0) (0) (0) (0)
0 2

0

1 1 rE E E j
r r r z z tt

ϕ ϕ ϕ ϕ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − − + ε = −    µ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    ∂ 

( ) ,  

 2( , ) \r z E V∈ , (2) 

 (1) (1) (1) (1)1 1 1rE E E F E
r r r z z t tϕ ϕ ϕ γ ϕ

∂γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − − + + +   ∂ µ ∂ ∂ µ ∂ ∂ ∂   
( )  

 
2

(1)
2 BE F

t
ϕ

∂+ ε =
∂

, (3) 

 ,        ( , ) ,       0,T T Tc Q r z V t
t r r z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = λ + λ + ∈ ∈ τ   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
[ ] , (4) 

çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ  

 ( ) ( )
0( , ,0) ( , ),        0,        0m mT r z T r z E E

tϕ ϕ
∂= = =
∂

;  (5) 

óìîâ íà ìåæ³ Γ  ïîä³ëó ò³ëà é ñåðåäîâèùà  

 (1) (0)E Eϕ ϕ= ,  

 
(1) (0) (1) (0)

0 0

1 1 1 1 0r z

rE rE E E
n n

r r r r z z
ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂   − + − =   µ ∂ µ ∂ µ ∂ µ ∂   

( ) ( )
,  (6) 

 ( )r z S
T Tn n T T
r z

∂ ∂ − λ + = β − ∂ ∂ 
; (7) 

óìîâ íà îñ³ Oz  ( 0r = ) òà íà íåñê³í÷åííîñò³ â³äïîâ³äíî 

 ( )

0
0m

r
Eϕ =

= ,  (8) 

 (0)

,
lim 0

r z
Eϕ→∞

= . (9) 

Òóò (0, ( , , ), 0) ,  ( ( , , ), 0, ( , , ))r zE r z t H r z t H r z tϕ= =E H   – âåêòîðè íàïðóæå-

íîñò³ åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â (³íäåêñ « » îçíà÷àº òðàíñïîíóâàí-

íÿ); (0, , 0) ,  ( , 0, )r zD B Bϕ= =D B   – åëåêòðè÷íà òà ìàãí³òíà ³íäóêö³¿ (âå-

ëè÷èíè ç ³íäåêñîì 0m =  ñòîñóþòüñÿ çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà 2 \E V , ÿêå 
çà åëåêòðîìàãí³òíèìè âëàñòèâîñòÿìè ðîçãëÿäàºìî â íàáëèæåíí³ âàêóóìó, à 
ç ³íäåêñîì 1m =  – ò³ëà); ∗B , ∗D  – ôóíêö³¿, ÿê³ çàäàþòü çâ’ÿçîê ì³æ âåê-
òîðàìè ³íäóêö³¿ ³ íàïðóæåíîñò³ â³äïîâ³äíî ìàãí³òíîãî òà åëåêòðè÷íîãî ïîë³â 
ó ò³ë³; 0 0,  ε µ  – ä³åëåêòðè÷íà é ìàãí³òíà ïðîíèêíîñò³ âàêóóìó; ( , )Tε = ε D , 

( , )Tµ = µ H  – äèôåðåíö³àëüí³ ä³åëåêòðè÷íà òà ìàãí³òíà ïðîíèêíîñò³ ò³ëà; j  

– âåêòîð ãóñòèíè ñòðóìó; ( )Tγ = γ  – êîåô³ö³ºíò åëåêòðîïðîâ³äíîñò³; 
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( )c c T=  – îá’ºìíà òåïëîºìí³ñòü; ( )Tλ = λ  – êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³; Q  

– ïîòóæí³ñòü íàÿâíèõ äæåðåë òåïëà; ( , )r zn n=n   – âåêòîð íîðìàë³ äî ïî-

âåðõí³ Γ ; ( )Tβ = β  – êîåô³ö³ºíò òåïëîâ³ääà÷³; ST  – òåìïåðàòóðà çîâí³ø-
íüîãî ñåðåäîâèùà; 

 
2 2 (1)

(1) (1) 2

2 D D ETF
t tE T E

∗ϕ ∗ϕ ϕ
γ

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂∂= γ + +
∂ ∂∂ ∂ ∂( )

; 

 
2 2 2

2 2
1 1z r

B

D D B BT T T TF
t T r T t z T tT t

∗ϕ ∗ϕ ∗ ∗
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = − − + −     ∂ ∂ ∂ µ ∂ ∂ ∂ µ ∂ ∂     ∂ ∂

. 

Çà â³äîìèì âåêòîðîì íàïðóæåíîñò³ E  åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ êîìïîíåíòè âåê-
òîðà ³íäóêö³¿ B  ìàãí³òíîãî ïîëÿ çíàõîäèìî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü 

 
0 0

1,          
t t

r z

E rE
B dt B dt

z r r
ϕ ϕ∂ ∂

′ ′= = −
∂ ∂∫ ∫

( )
. (10) 

Íàïðóæåí³ñòü H  ìàãí³òíîãî é ³íäóêö³þ D  åëåêòðè÷íîãî ïîë³â, à òàêîæ ä³-
åëåêòðè÷íó òà ìàãí³òíó ïðîíèêíîñò³ ò³ëà âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³ êðèâèõ íà-
ìàãí³÷åííÿ ³ ïîëÿðèçàö³¿ (1) òà ôîðìóë: 

 
(1)(1)

,             
D

E

∗ϕ∗

ϕ

∂∂
µ = ε =

∂∂

B

H
. (11) 

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ä³¿ êâàç³óñòàëåíèõ ÅÌÏ âïëèâîì ñòðóì³â 
çì³ùåííÿ â îáëàñò³ åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà ìîæåìî çíåõòóâàòè ïîð³âíÿíî ç³ 
ñòðóìàìè ïðîâ³äíîñò³ [12]. Çà öèõ óìîâ ð³âíÿííÿ (3) ñòàº ïàðàáîë³÷íèì (çíè-
êàº ÷ëåí ³ç äðóãîþ ïîõ³äíîþ çà ÷àñîì), à  

 1 1 ,         z r
B

B BT TF F
r T t z T t

∗ ∗
γ

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   = − = γ   ∂ µ ∂ ∂ ∂ µ ∂ ∂   
. 

Äëÿ îïèñó ïðîöåñ³â äåôîðìóâàííÿ ò³ëà âèêîðèñòàºìî çàïèñàí³ ó ïðè-
ðîñòàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ íå³çîòåðì³÷íîãî ïðóæíîïëàñòè÷íîãî òå÷³ííÿ [10]. Ó 
çðó÷íîìó äëÿ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³ ô³çè÷í³ é ãåîìåòðè÷-
í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ³ ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè ç â³äïîâ³äíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, 
ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü =u  

,r zu u= { } , äåôîðìàö³é , , , 2rr zz rzϕϕε = ε ε ε ε { } { }  ³ íàïðóæåíü σ ={ }  

, , ,rr zz rzϕϕ= σ σ σ σ { } , çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿä³ [1, 3]: 

 p
t t

T Td d d d dT+ ∆σ = ε − ε + ε − ε − ε +C C Z{ } { } { } { } { } { }( ) ( ) , (12) 

 ε = Au{ } , (13) 

 0,            ( , )r z Vσ + = ∈A F{ } , (14) 

 (0),     ( , ) ,         ,     ( , ) ur z r zσσ = ∈ Γ = ∈ ΓN p u u{ } , 

 ,         u uσ σΓ Γ = Γ Γ Γ = ∅  , (15) 

äå p,  ,  Tε ε ε{ } { } { }  – âåêòîðè ïîâíèõ, òåìïåðàòóðíèõ ³ ïëàñòè÷íèõ äåôîð-

ìàö³é; F  – íàÿâí³ îá’ºìí³ (ïîíäåðîìîòîðí³) ñèëè; p  ³ (0)u  – âåêòîðè 
çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ (â³äì³ííîãî â³ä åëåêòðîìàãí³òíîãî) òà 
ïåðåì³ùåíü, çàäàíèõ íà ïîâåðõíÿõ σΓ  ³ uΓ  â³äïîâ³äíî; 
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1 0

0 0

r r z

z r
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∂ ∂
∂ ∂

A  

– ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ãåîìåòðè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³; 
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1 0

1 0

1 0(1 )(1 2 )
10 0 0 (1 )
2

E

− ν ν ν

ν − ν ν
= ν ν − ν+ ν − ν

− ν

G  

– ìàòðèöÿ ïðóæíèõ ñòàëèõ; 

 , , ,
rr zz rzϕϕ

   ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ=   ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ   



  

– âåêòîð ïîõ³äíèõ ôóíêö³¿ òå÷³ííÿ Φ  ó ïðîñòîð³ íàïðóæåíü; dG  – ìàòðè-
öÿ ïðèðîñò³â ïðóæíèõ ìîäóë³â çà êðîê íàâàíòàæåííÿ (ó çâ’ÿçêó ç ¿õíüîþ 
òåìïåðàòóðíîþ çàëåæí³ñòþ); H  – êóò íàõèëó êðèâî¿ «åêâ³âàëåíòíå íàïðó-
æåííÿ σ  – åêâ³âàëåíòíà ïëàñòè÷íà äåôîðìàö³ÿ pε »; ³íäåêñ « t dt+ » îçíà-

÷àº, ùî âåëè÷èíè îá÷èñëþþòüñÿ ó ìîìåíò ÷àñó t dt+  (íàïðèê³íö³ ÷åðãîâîãî 
êðîêó íàâàíòàæåííÿ); ðåøòó âåëè÷èí âèçíà÷àºìî ó ìîìåíò ÷àñó t  (íà ïî-
÷àòêó êðîêó).  

Â³äïîâ³äíî äî çàïðîïîíîâàíî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè çàäà÷à ïðî âèçíà-
÷åííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ, òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïîë³â â åëåêòðîïðîâ³äíîìó 
ò³ë³ çà óìîâ ä³¿ çîâí³øíüîãî ÅÌÏ ðîçâ’ÿçóºìî çà äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó ³ç 
ñèñòåìè ð³âíÿíü (1)–(4), (10), (11) çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (5), óìîâ (6), (7) íà ìå-
æ³ ïîä³ëó ò³ëà òà çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà é ãðàíè÷íèõ óìîâ (8), (9) âèçíà-
÷àºìî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè òà ïàðàìåòðè, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ÅÌÏ ó ò³ë³. 
Äàë³ íà îñíîâ³ îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â çâ’ÿçàíî¿ çàäà÷³ åëåêòðîäèíàì³êè é 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ âèçíà÷àºìî ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè F , ÿê³ ðàçîì ³ç òåìïåðà-
òóðîþ ñêëàäàþòü âõ³äí³ äàí³ äëÿ çàäà÷³ äðóãîãî åòàïó – âèçíà÷åííÿ ïåðåì³-
ùåíü, äåôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü ó ò³ë³ ç ð³âíÿíü íå³çîòåðì³÷íî¿ òåðìîïðóæ-
íîïëàñòè÷íîñò³ (12)–(14) çà â³äîìèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (15).  
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Ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Âíàñë³äîê çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíî¿ ïðîöå-
äóðè ñê³í÷åííî-åëåìåíòíî¿ äèñêðåòèçàö³¿ ó âàð³àíò³ ìåòîäó çâàæåíèõ çà-
ëèøê³â [6] çâåäåìî çàäà÷ó (1)–(11) äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³éíèõ 
ð³âíÿíü [1, 2] 

 0
1 0( ) ( ) ,         (0)h h T h hL T t L T t f T T+ = =[ ] [ ]{ } { } { } { } { } , (16) 

 2 1 0( ) ( ) ( )h h h EM E t M E t M E t f+ + = [ ] [ ] [ ]{ } { } { } { } ,  

 (0) 0,         (0) 0h hE E= ={ } { }  (17) 

â³äíîñíî íåâ³äîìèõ çíà÷åíü âåêòîð³â íàïðóæåíîñò³ hE{ }  åëåêòðè÷íîãî ïî-

ëÿ ³ òåìïåðàòóðè hT{ }  ó âóçëàõ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ïîä³ëó. Ìàòðè÷íî-

âåêòîðí³ õàðàêòåðèñòèêè îòðèìàíî¿ çàäà÷³ Êîø³ (16), (17) îá÷èñëþºìî ÷å-
ðåç ï³äñóìîâóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ ñê³í÷åííèõ åëåìåí-
ò³â [1, 4]:  
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∗ ∗

= = ε∫ ∫ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] , 

 
el
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E d

V

f F N r dr dz

∗

= ∫ [ ]{ } , (18) 

äå N[ ]  – ìàòðèöÿ ôóíêö³é ôîðìè ñê³í÷åííîãî åëåìåíòà [15]; V∗  – ñê³í÷åííà 
îáëàñòü, ÿêà íàáëèæàº íåñê³í÷åííèé ïðîñò³ð ³ çîâí³øíÿ ïîâåðõíÿ ÿêî¿ äî-
ñòàòíüî â³ääàëåíà â³ä ò³ëà òà çàäàíî¿ ñèñòåìè ñòðóì³â;  
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(0)
0 0
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Îòðèìàíó çàäà÷ó Êîø³ ðîçâ’ÿçóºìî ç äîïîìîãîþ ñ³ì’¿ îäíîêðîêîâèõ áà-
ãàòîïàðàìåòðè÷íèõ àëãîðèòì³â, â³äîìèõ ï³ä íàçâîþ ìåòîäó Çåíêåâè÷à – Âó-
äà [16]. Ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêî¿ çàäà÷³ ó âèïàäêó, êîëè âèçíà÷åííÿ 
íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ é òåìïåðàòóðè ïðîâîäèìî ç îäíàêîâèì 
êðîêîì çà ÷àñîì, îïèñàíà â [2]. Îäíàê òàêèé ï³äõ³ä ìîæå âèÿâèòèñü íåðàö³î-
íàëüíèì ç òî÷êè çîðó îá÷èñëþâàëüíèõ çàòðàò, à çà â³äñóòíîñò³ âèñîêîïðî-
äóêòèâíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì ñàìà ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê âè-
ãëÿäàº ïðîáëåìàòè÷íîþ [14].  
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Ó á³ëüøîñò³ âèêîðèñòîâóâàíèõ íà ïðàêòèö³ ïðîöåñ³â òåðìîîáðîáêè çì³-
íà òåìïåðàòóðè â ò³ë³ íà îäèí ãðàäóñ â³äáóâàºòüñÿ ï³ñëÿ äåñÿòê³â, ñîòåíü, à 
òî é òèñÿ÷ ïåð³îä³â Tω  êîëèâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³. Òîìó çà îäèí ÷è 

äåê³ëüêà ïåð³îä³â òåìïåðàòóðíî çàëåæí³ åëåêòðîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè 
ìàòåð³àëó ïðàêòè÷íî íå çì³íþþòüñÿ ³ íåìà ñåíñó çàíîâî îá÷èñëþâàòè ¿õ ³ 
âñ³ íåîáõ³äí³ äëÿ ðîçðàõóíê³â ìàòðè÷íî-âåêòîðí³ õàðàêòåðèñòèêè (18) äëÿ 
êîæíîãî ìîìåíòó ÷àñó. Íàâ³òü ó ñèëüíèõ ïîëÿõ (ïîðÿäêó 1 ÌÀ/ì) êðîê Tt∆  

³íòåãðóâàííÿ çàäà÷³ Êîø³ (16) ìîæíà áðàòè ð³âíèì Tω  áåç ïðàêòè÷íî¿ âòðà-

òè òî÷íîñò³ [13]. Çà äæåðåëà òåïëà ó ð³âíÿíí³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ â öüîìó âè-
ïàäêó ïðèéìàºìî óñåðåäíåí³ çà ïåð³îä òåïëîâèä³ëåííÿ, à ðîçðàõóíîê íà-
ïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ óïðîäîâæ ïåð³îäó ïðîâîäèìî ïðè õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ìàòåð³àëó, ìèòòºâ³ çíà÷åííÿ ÿêèõ â³äïîâ³äàþòü òåìïåðàòóð³ íà 
ïî÷àòêó ïåð³îäó.  

Â³äïîâ³äíî äî çàçíà÷åíîãî âèùå çàãàëüíèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ çà-
äà÷³ Êîø³ (16), (17) âèãëÿäàº òàê. Çà åëåêòðîô³çè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 
ìàòåð³àëó, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ïî÷àòêîâ³é òåìïåðàòóð³, ç êðîêîì ωT /Et N∆ =  

(äå 16N ≥ ) äåê³ëüêà ïåð³îä³â (äî âèõîäó íà óñòàëåíèé ðåæèì) ðîçâ’ÿçóºìî 
çàäà÷ó Êîø³ (17), ï³ñëÿ ÷îãî ïåðåõîäèìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (16) ç êðî-
êîì Tt∆ . Êðèòåð³ºì âèõîäó ÅÌÏ íà óñòàëåíèé ðåæèì ³ ïåðåõîäó äî âèçíà-
÷åííÿ òåìïåðàòóðè º âèêîíàííÿ óìîâè 

 
( 1)T ( T )

,        0,1,
( T ) Q

Q k Q k
k

Q k
∗ ω ∗ ω

∗ ω

+ −
< χ = 

( )
, (19) 

ó êîæíîìó âóçë³ ñê³í÷åííîãî-åëåìåíòíîãî ïîä³ëó, äå 

 
( 1)T

T

1( 1)T
T

k

k

Q k Q dt
ω

ω

+

∗ ω
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+ = ∫( ) , 

Qχ  – ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº äîñÿãíåííÿ çá³æíîñò³. ßêùî óìîâà (19) 

âèêîíóºòüñÿ, ïåðåõîäèìî äî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ³ç çàäà÷³ Êîø³ (16) ç 
óñåðåäíåíèìè äæåðåëàìè, ïîòóæí³ñòü ÿêèõ âèçíà÷åíà óïðîäîâæ îñòàííüî-
ãî, ( 1)k + -ãî, ïåð³îäó.  

Êðèòåð³é çâîðîòíîãî ïåðåõîäó â³ä îá÷èñëåíü òåìïåðàòóðè äî âèçíà÷åí-
íÿ ïàðàìåòð³â ÅÌÏ ïîáóäîâàíî íà ê³ëüê³ñí³é îö³íö³ çì³í åëåêòðîô³çè÷íèõ 
ïàðàìåòð³â ³ç çì³íàìè òåìïåðàòóðè. Îá÷èñëåííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ç òè-
ìè æ ñàìèìè äæåðåëàìè òåïëà ïðîäîâæóºìî äîòè, äîêè äëÿ êîæíîãî âóçëà 
ñê³í÷åííî-åëåìåíòîãî ïîä³ëó âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 
1 1( ) ( ) ( ) ( )

,       
( ) ( )

i i i i

i i

T T T T

T T

+ +

γ µ
γ − γ µ − µ< χ < χ

γ µ
,  

 
1( ) ( )

( )

i i

i

T T

T

+

ε
ε − ε < χ

ε
, (20) 

äå iT , 1iT +  – â³äïîâ³äíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ó âóçë³ ó ìîìåíò ÷àñó it  
(êîëè â³äáóâñÿ ïåðåõ³ä â³ä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (17) äî çàäà÷³ (16)) ³ â ïî-
òî÷íèé ìîìåíò ÷àñó. ßêùî ìàêñèìàëüí³ â³äíîñí³ çì³íè ÿêî¿ñü ³ç õàðàêòåðèñ-
òèê äîñÿãëè çàäàíîãî ïîðîãó εχ , µχ  ÷è γχ , öå îçíà÷àº, ùî ïîïåðåäíüî îá-

÷èñëåí³ óñåðåäíåí³ òåïëîâèä³ëåííÿ âæå íå â³äïîâ³äàþòü ïîòî÷íîìó çíà÷åí-
íþ òåìïåðàòóðè é íåîáõ³äíî ïåðåõîäèòè íà îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÅÌÏ 
ïðè íîâèõ çíà÷åííÿõ åëåêòðîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê. 

Âèçíà÷åí³ íà ïåðøîìó åòàï³ ðîçïîä³ëè òåìïåðàòóðè òà ïàðàìåòðè, ÿê³ 
õàðàêòåðèçóþòü ÅÌÏ (íà îñíîâ³ ÿêèõ âèçíà÷àþòü ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè), º 
âõ³äíèìè äàíèìè äëÿ äîñë³äæåííÿ ïðîöåñó äåôîðìóâàííÿ.  
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Â³äïîâ³äíî äî òåîð³¿ íå³çîòåðì³÷íîãî ïðóæíîïëàñòè÷íîãî òå÷³ííÿ ïðîöåñ 
äåôîðìóâàííÿ ðîçãëÿäàºìî ïîêðîêîâî. Ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè é ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè ó ò³ë³, ïî÷èíàþ÷è ³ç çàäàíèõ âåëè÷èí ïðè 0t = , çì³íþþòüñÿ 
íà â³äïîâ³äí³ ïðèðîñòè íà êîæíîìó êðîö³ íàâàíòàæåííÿ òàê, ùî äî çàâåð-
øåííÿ ïðîöåñó äåôîðìóâàííÿ âîíè ïðèéìàþòü ñâî¿ ê³íöåâ³ çíà÷åííÿ. Íà 
êîæíîìó êðîö³ çà öèìè ïðèðîñòàìè âèçíà÷àºìî ïðèðîñòè ïåðåì³ùåíü, äå-
ôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü, ÿê³ ï³äñóìîâóºìî ç îòðèìàíèìè íà ïîïåðåäí³õ êðî-
êàõ. Òàê êðîê çà êðîêîì, ÿê íàñë³äîê, îòðèìóºìî ³ñòîð³þ çì³íè òåðìîìåõà-
í³÷íîãî ñòàíó ò³ëà.  

Ïðèðîñòè ïåðåì³ùåíü íà ÷åðãîâîìó êðîö³ íàâàíòàæåííÿ ,j j jt t t+ ∆[ ]  

âèçíà÷àºìî ç³ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ð³âíÿííÿ [1, 3] 

 ep d d d d= + +K q F P R[ ]{ } { } { } { } , (21) 

äå dq{ }  – ãëîáàëüíèé âåêòîð ïðèðîñò³â âóçëîâèõ ïåðåì³ùåíü; ìàòðè÷íî-

âåêòîðí³ õàðàêòåðèñòèêè ep , , ,d d dK F P R[ ] { } { } { }  îòðèìóºìî ÷åðåç ï³äñóìî-

âóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ åëåìåíò³â: 
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V

d d r dr dz= ∫F N F[ ]{ } { } . (22) 

²òåðàö³éí³ ïðîöåäóðè ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíîãî ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî 
ð³âíÿííÿ (21) áóäóºìî íà îñíîâ³ êîìá³íîâàíîãî âèêîðèñòàííÿ ìåòîä³â çì³í-
íèõ ïàðàìåòð³â æîðñòêîñò³ òà äîäàòêîâèõ íàïðóæåíü [15].  

Çà â³äîìèõ ïðèðîñò³â ïåðåì³ùåíü íà äàíîìó êðîö³ ïðèðîñòè äåôîð-
ìàö³é ³ íàïðóæåíü âèçíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ ãåîìåòðè÷íèõ (13) ³ ô³çè÷íèõ 
(12) ñï³ââ³äíîøåíü. 

×åðãîâèé êðîê ïðóæíîïëàñòè÷íîãî àíàë³çó ïðîâîäèìî òîä³, êîëè çà 
÷àñ, ÿêèé ïðîéøîâ ç ìîìåíòó ïîïåðåäíüîãî ðîçðàõóíêó íàïðóæåíîãî ñòàíó, 
ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ÷è ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë ó ò³ë³ äîñòàòíüî çì³íèâñÿ, 
òîáòî, ÿêùî õî÷à á â îäí³é òî÷ö³ ò³ëà  

 
1

1 ,        
j j

j j
T Fj

T T
−

− ∗ ∗

∗
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− > χ > χ

F F

F
, (23) 

äå jT , 1jT − , 1,  j j−
∗ ∗F F  – çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè é óñåðåäíåíèõ çà ïåð³îä 

ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë ó äàíèé ìîìåíò ÷àñó òà â ìîìåíò ïîïåðåäíüîãî ðîç-
ðàõóíêó íàïðóæåíîãî ñòàíó; Tχ , Fχ  – ÷èñëîâ³ ïàðàìåòðè, ÿê³ õàðàêòåðè-
çóþòü äîïóñòèìó âåëè÷èíó çðîñòàííÿ òåìïåðàòóðè ³ ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë 
çà êðîê íàâàíòàæåííÿ.  

Êðîê ïðóæíîïëàñòè÷íîãî àíàë³çó, ÿê áà÷èìî, âèáèðàºòüñÿ àâòîìàòè÷íî 
(âèçíà÷àºòüñÿ ïàðàìåòðàìè Tχ  ³ Fχ ). Êðîê Tt∆  ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿííÿ (16) 
ó ïðîöåñ³ ðîçðàõóíê³â òàêîæ çì³íþºòüñÿ, ÿêùî õî÷à á â îäíîìó âóçë³ ñê³í-
÷åííî-åëåìåíòíîãî ïîä³ëó ò³ëà íå âèêîíóºòüñÿ óìîâà  

 
1 2

1k k
T TT T −χ < − < χ , (24) 

äå 1,k kT T−  – â³äïîâ³äíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè â òî÷ö³ íà ïî÷àòêó ( 1kt t −= ) 
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òà â ê³íö³ êðîêó ( 1k Tt t t−= + ∆ ). ßêùî çì³íà òåìïåðàòóðè çà êðîê Tt∆  ó 

ÿêîìóñü âóçë³ ìåíøà í³æ 
1T

χ , êðîê Tt∆  ïîäâîþºòüñÿ, ³ â³äïîâ³äíî, ÿêùî öÿ 

ð³çíèöÿ ïåðåâèùóº çíà÷åííÿ 
2T

χ , êðîê Tt∆  óäâ³÷³ çìåíøóºòüñÿ. 

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ òà çàïðîïîíîâàíà ìåòîäèêà ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî-
êëàäåí³ â îñíîâó ðîçðîáëåíî¿ ñèñòåìè êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ô³çèêî-
ìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ó âèðîáàõ ç åëåêòðîïðîâ³äíèõ ìàòåð³àë³â çà óìîâ ¿õ 
³íäóêö³éíî¿ îáðîáêè.  

×èñëîâà ðåàë³çàö³ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðîöåñ âèñîêîòåìïåðàòóðíî¿ ³íäóêö³é-
íî¿ îáðîáêè â³ëüíîãî â³ä çîâí³øíüîãî ìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ öèë³íäðè÷-
íîãî ò³ëà ðàä³óñà R , äîâæèíè 2L  ( ( , ) : ,  V r z r R z L= ≤ ≤{ } ), âèãîòîâëåíî-
ãî ç ìàëîâóãëåöåâî¿ êîíñòðóêö³éíî¿ ñòàë³ Ñ30, åëåêòðî-, òåïëîô³çè÷í³ é ô³-
çèêî-ìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ÿêî¿ ³ ¿õ çàëåæíîñò³ â³ä òåìïåðàòóðè íàâå-
äåí³ â [7–9, 13]. Ò³ëî ïðè íàãð³âàíí³ ïåðåáóâàº â êîàêñ³àëüíîìó ç íèì ê³ëü-
öåâîìó ³íäóêòîð³, ÿêèé ìîäåëþº öèë³íäðè÷íà ïîâåðõíÿ ðàä³óñà iR  òà äîâ-

æèíè 2  ( , )i i iL r R z L= ≤ . Êîëè â îáëàñò³ ïåðåð³çó 0z =  ò³ëî íàãð³âàºòüñÿ 

äî òåìïåðàòóðè gT T≥ , ñòðóì âèìèêàºìî, ï³ñëÿ ÷îãî ò³ëî îõîëîäæóºòüñÿ 

÷åðåç êîíâåêòèâíèé òåïëîîáì³í ³ç ñåðåäîâèùåì, òåìïåðàòóðà ÿêîãî ST .  
Âïëèâîì ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë íà íàïðóæåíèé ñòàí íåõòóºìî, à òåïëî-

âèä³ëåííÿ âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ Q = jE . 
Ê³ëüê³ñí³ äîñë³äæåííÿ ïðîâîäèëè äëÿ ïàðàìåòð³â: 0.01R = ì; L =  

0.03= ì; 0.012iR = ì; 0.001iL = ì; 6
0 10J = À/ì2; 15ν =  òà 50ν = êÃö; η =  

410= ; gT = 850°Ñ; 0 20 CST T= = ° ; 13β = Âò/(ì2K) – ïðè íàãð³âàíí³; çàëåæ-

í³ñòü ( )Tβ = β  ï³ñëÿ âèìêíåííÿ ñòðóìó â³äïîâ³äàëà óìîâàì îõîëîäæåííÿ 
ìàñëÿíèì äóøåì [5].  

Çàëåæí³ñòü ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê â³ä òåìïåðàòóðè òà ì³æ 
³íäóêö³ºþ ³ íàïðóæåí³ñòþ ìàãí³òíîãî ïîëÿ àïðîêñèìóâàëè çà äîïîìîãîþ 
³íòåðïîëÿö³éíèõ ñïëàéí³â, ïîáóäîâàíèõ çà òî÷êàìè ðåàëüíèõ êðèâèõ, ÿê³ 
îïèñóþòü ïîâåä³íêó ìàòåð³àë³â â ÅÌÏ.  

Êðîêè ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü Ìàêñâåëëà òà òåïëîïðîâ³äíîñò³ çà ÷àñîì òà 
³íø³ ïàðàìåòðè ìåòîäó ïðèéìàëè íàñòóïíèìè:  

 ωT /64Et∆ = ; 0.01Tt∆ = ñ (äëÿ 50ν = êÃö); 0.05Tt∆ = ñ (äëÿ 15ν = êÃö); 

 0.05Q γ µχ = χ = χ = ; 5 CTχ = ° ; 
1

1.5 CTχ = ° ; 
2

15 CTχ = ° . 

Ïðè ðîçðàõóíêàõ âèêîðèñòîâóâàëè ³çîïàðàìåòðè÷í³ á³êâàäðàòè÷í³ ñê³í-
÷åíí³ åëåìåíòè [15]. Íåñê³í÷åííèé ïðîñò³ð çàì³íÿëè ñê³í÷åííîþ îáëàñòþ 

0 0,  r R z L≤ ≤{ } , íà ãðàíèö³ ÿêî¿ çàäàâàëè íóëüîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà íà-

ïðóæåí³ñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ (íàáëèæåííÿ óìîâ (9)). Ñò³éêà çá³æí³ñòü ðîç-
â’ÿçê³â ó ò³ë³ äîñÿãàëàñü âæå 
ïðè 0 0.03R = ì òà 0 0.05L = ì.  

Îö³íêó çá³æíîñò³ îòðèìà-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â ïðîâîäèëè íà 
îñíîâ³ ïðàêòè÷íîãî êðèòåð³þ 
ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â íà ð³ç-
íèõ ïîä³ëàõ îáëàñò³ íà åëå-
ìåíòè òà ÷àñîâ³ ïðîì³æêè.  

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí³ ³çîë³í³¿ 
àìïë³òóäè íàïðóæåíîñò³ åëåêò-
ðè÷íîãî ïîëÿ ó ñèñòåì³ ò³ëî – 
ñåðåäîâèùå â ìîìåíò ÷àñó t =  

27= ñ, êîëè íà ïîâåðõí³ ò³ëà ó 

1 2 3 4
0

1
z/L

r/R

E, Â/ì

 
Рис. 1 
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ïåðåð³ç³ 0z =  äîñÿãàºòüñÿ òåìïåðàòóðà Êþð³ K 770 CT = °  (ïðè 50ν = êÃö). 
Ç îãëÿäó íà óìîâè ñèìåòð³¿ ðîçãëÿäàëè ëèøå ïîëîâèíó îáëàñò³ (â äàíîìó 
âèïàäêó ò³ëî ïîä³ëåíî íà 40×120 åëåìåíò³â; ðîçì³ðè åëåìåíò³â ó ñåðåäîâèù³ 
â íàïðÿì³ â³ä ïîâåðõí³ ò³ëà çðîñòàëè çà ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñ³ºþ). 
Ðîçïîä³ëè àìïë³òóäè íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ âçäîâæ ðàä³óñà â 
ïåðåð³ç³ 0z =  äëÿ ìîìåíò³â ÷àñó t = 0.01, 10, 27, 28, 30, 60, 84 ñ íàâåäåíî íà 
ðèñ. 2 êðèâèìè 1–7. 

Íà ðèñ. 3 êðèâèìè 1–3 ïîêàçàíî çì³íè òåìïåðàòóðè â ÷àñ³ ó òî÷êàõ 
ò³ëà ç êîîðäèíàòàìè (0, 0),  ( , 0),  ( , )R R L  äëÿ 15ν = êÃö (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) òà 

50ν = êÃö (øòðèõîâ³). ßê áà÷èìî, ç âòðàòîþ ôåðîìàãí³òíèõ âëàñòèâîñòåé 
ïðè òåìïåðàòóð³ KT  íàãð³âàííÿ ò³ëà ñïîâ³ëüíþºòüñÿ (ïðè íåçì³íí³é ïîòóæ-
íîñò³ ³íäóêòîðà). Íàãð³âàííÿ ïîâåðõí³ ñïîâ³ëüíþºòüñÿ íà äåÿêèé ÷àñ, íå-
îáõ³äíèé äëÿ ïðîãð³âàííÿ ò³ëà ïî òîâùèí³ äî òåìïåðàòóðè KT  (äëÿ ìåíøî¿ 
÷àñòîòè öåé ïðîöåñ á³ëüø ÿñêðàâî âèðàæåíèé). Ïðè öüîìó ïîâíèé ÷àñ ïðî-
öåñó ³íäóêö³éíîãî íàãð³âàííÿ ò³ëà ñòàíîâèòü 84ñ äëÿ 50ν = êÃö (511ñ äëÿ 

15ν = êÃö).  

20

40

60

0 0.2 0.4 0.6 0.8 r/R

2

1

E, Â/ì

4
3

6

5

7

 

250

500

750

0 100 200 300 t, c

2
1

T, °C

2

3
1

3

 
 Рис. 2 Рис. 3 

Íà ðèñ. 4, 5 òà 6 â³äïîâ³äíî íàâåäåíî ðîçïîä³ëè çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü 
ó ò³ë³, ó ïåðåð³ç³ 0z =  ³ íà éîãî á³÷í³é ïîâåðõí³ ( iσ  – ³íòåíñèâí³ñòü 

íàïðóæåíü; øòðèõîâèìè ë³í³ÿìè ïîêàçàíî ðåçóëüòàòè äëÿ 50ν = êÃö).  
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Рис. 4 

Ó ïðîöåñ³ íàãð³âàííÿ ò³ëà ñòðóìîì ç ÷àñòîòîþ 15ν = êÃö ïëàñòè÷íèõ 
äåôîðìàö³é íå âèíèêàº (ò³ëî âñòèãàº äîáðå ïðîãð³âàòèñü ïî òîâùèí³ òà ïî 
âèñîò³ çà ðàõóíîê ïðîöåñó òåïëîïðîâ³äíîñò³). ßêùî îõîëîäèòè ò³ëî ç òèì æå 
êîåô³ö³ºíòîì òåïëîâ³ääà÷³, ùî é ïðè íàãð³âàíí³, çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó 
íüîìó íå áóäå. 



155 

-500

-250

0

250

0 0.2 0.4 0.6 0.8 r/R

σ, ÌÏà

σrr

σzz

σϕϕ

σi

 
-500

-250

0

250

0 0.2 0.4 0.6 0.8 z/L

σ, ÌÏà

σzz

σϕϕ

σi

 
 Рис. 5 Рис. 6 

Çàçíà÷èìî, ùî ïîâíèé ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ äàíî¿ çàäà÷³ çà çàïðîïîíîâà-
íîþ ìåòîäèêîþ íà êîìï’þòåð³ ç ïðîöåñîðîì ATHLON–2000 ñêëàäàâ 20 ãîä 
24 õâ. Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ö³º¿ æ çàäà÷³ áåç âèêîðèñòàííÿ ð³çíèõ êðîê³â ³í-
òåãðóâàííÿ ð³âíÿíü åëåêòðîäèíàì³êè, òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà òåðìîìåõàí³êè çà 
÷àñîì çà 20 ãîä. ïðîöåñîðíîãî ÷àñó áóëî îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê ëèøå äî ìî-
ìåíòó ÷àñó 0.03ñ. ßêùî âðàõóâàòè, ùî äëÿ 50ν = êÃö ïîâíèé öèêë íàãð³-
âàííÿ – îõîëîäæåííÿ òðèâàâ 135ñ (äèâ. ðèñ. 3), ìîæëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçàòè òàêó 
çàäà÷ó çà îäíàêîâèõ êðîê³â ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü åëåêòðîäèíàì³êè, òåïëî-
ïðîâ³äíîñò³ òà òåðìîìåõàí³êè çà ÷àñîì ñòàº ìàëîéìîâ³ðíîþ.  

Âèñíîâêè. Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ 
ïðóæíîïëàñòè÷íîñò³ òåðìî÷óòëèâèõ ò³ë ³ç ð³çíèìè åëåêòðîïðîâ³äí³ñòþ é 
çäàòí³ñòþ äî íàìàãí³÷óâàííÿ çà óìîâ ä³¿ êâàç³óñòàëåíîãî çîâí³øíüîãî ÅÌÏ, 
ÿêèé äîçâîëÿº ñóì³ñòèòè â ºäèíîìó àëãîðèòì³ ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåò-
ð³â âçàºìîçâ’ÿçàíèõ åëåêòðîìàãí³òíîãî òà ìåõàí³÷íîãî ïîë³â ó ò³ë³ ç ð³çíèìè 
êðîêàìè ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ. Íà îñíîâ³ öüîãî ï³äõîäó ðîçðîáëåíà â³äïî-
â³äíà ñèñòåìà êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ, òåïëîâèõ ³ 
ìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â â åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ëàõ çà âêàçàíèõ óìîâ. Íàÿâí³ñòü 
òàêîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ äîçâîëÿº îòðèìóâàòè ðîçâ’ÿçêè ñêëàäíèõ 
íåë³í³éíèõ çàäà÷ (ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêèõ çà íåðàö³îíàëüíî¿ îðãàí³çàö³¿ îá÷èñ-
ëþâàëüíîãî ïðîöåñó ç âèêîðèñòàííÿì öèõ æå ÷èñëîâèõ ìåòîä³â çà ³ñíóþ÷èõ 
îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì º ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèì). Íåñòàö³îíàðíå ôîðìó-
ëþâàííÿ çàäà÷³ íàäàº ìîæëèâ³ñòü âðàõîâóâàòè íåë³í³éí³ âëàñòèâîñò³ ìàòå-
ð³àë³â ³ç ñêëàäíîþ åëåêòðî-, òåïëîô³çè÷íîþ ³ ìåõàí³÷íîþ ïîâåä³íêîþ ³ âðà-
õîâóâàòè âçàºìîçâ’ÿçí³ñòü ïîë³â ð³çíî¿ ïðèðîäè, à çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó 
ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â äîçâîëÿº ðîçðàõîâóâàòè åëåêòðîìàãí³òí³, òåïëîâ³ òà 
ìåõàí³÷í³ ïîëÿ â îáëàñòÿõ ñêëàäíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ôîðìè, ùî ìîæå áóòè 
íàñòóïíèì åòàïîì äîñë³äæåíü.  
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МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ,  
ТЕМПЕРАТУРНЫХИ МЕХАНИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ ПРИ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОМ 
ИНДУКЦИОННОМ НАГРЕВЕ ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ТЕЛ  
 
Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåñòàöèîíàðíûõ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ, òåïëîâûõ è òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ýëåêòðîïðîâîäíûõ îñåñèììåò-
ðè÷íûõ òåëàõ ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì èíäóêöèîííîì íàãðåâå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ñåìåéñòâî ïðîñòûõ îäíîøà-
ãîâûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ñ ðàçíûìè øàãàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 
âðåìåíè ñîñòàâëÿþùèõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí ïðîöåññ èíäóêöè-
îííîãî íàãðåâà êîíå÷íîãî öèëèíäðà èç ôåððîìàãíèòíîé ñòàëè.  
 
NUMERICAL ANALYSIS OF ELECTROMAGNETIC, THERMAL 
AND MECHANICAL FIELDS IN ELECTROCONDUCTIVE SOLIDS 
SUBJECTED TO HIGH-TEMPERATURE INDUCTION HEATING  
 
The method for mathematical and computer simulation of non-stationary electromagne-
tic, thermal and mechanical processes in electroconductive axisymmetrical solids subjec-
ted to high-temperature induction heating is proposed. The problem is solved by finite 
element method and a family of simple one-step finite difference algorithms with dif-
ferent time step integration of electromagnetic, thermal and mechanical problems. The 
method is applied to solving the problem of induction heating of a finite ferromagnetic 
steel cylinder. 
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