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Ç âèêîðèñòàííÿì óòî÷íåíèõ ã³ïîòåç òèïó Òèìîøåíêà òà àäåêâàòíèõ ¿ì 
ã³ïîòåç â³äíîñíî åëåêòðè÷íèõ ïîëüîâèõ âåëè÷èí ïîáóäîâàíî òåðìîìåõàí³÷íó 
ìîäåëü òîíêîñò³ííèõ îáîëîíîê ç ðîçïîä³ëåíèìè òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíè-
ìè ñåíñîðàìè ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó âíàñë³äîê ã³ñòåðåçèñ-
íèõ âòðàò. Ðîçãëÿíóòî ð³çí³ òèïè åëåêòðè÷íèõ êðàéîâèõ óìîâ, êîëè åëåêò-
ðîäè íà ñåíñîð³ êîðîòêî çàìêíóò³ òà ðîç³ìêíóò³. Äëÿ öèõ òèï³â åëåêòðè÷-
íèõ êðàéîâèõ óìîâ îäåðæàíî âèðàçè äëÿ ïîêàçíèê³â ñåíñîð³â. ßêùî âëàñòè-
âîñò³ ìàòåð³àëó çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, äîñë³äæåííÿ âïëèâó òåìïåðà-
òóðè äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó íà ö³ ïîêàçíèêè çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ñêëàäíî¿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ó ïðîòèëåæíîìó ðàç³ 
çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìåõàí³êè ³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äî-
ìèìè äæåðåëàìè òåïëà. Ïðè öüîìó ðîçðàõóíîê ïîêàçíèê³â ñåíñîðà çíà÷íî 
ñïðîùóºòüñÿ. Â îáîõ âèïàäêàõ ïðè äîñÿãíåíí³ òåìïåðàòóðîþ äèñèïàòèâíîãî 
ðîç³ãð³âó òî÷êè Êþð³ ñåíñîð ïåðåñòàº âèêîíóâàòè ñâîº ôóíêö³îíàëüíå ïðè-
çíà÷åííÿ ³ ìàº ì³ñöå ñïåöèô³÷íèé òèï òåïëîâîãî ðóéíóâàííÿ.  

 
Âñòóï. Òîíêîñò³íí³ êîìïîçèòí³ îáîëîíêè çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàí-

íÿ ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ íàóêè òà òåõí³êè. ×àñòî íà íèõ ä³þòü ñòàö³-
îíàðí³ òà íåñòàö³îíàðí³ ìåõàí³÷í³ é òåïëîâ³ íàâàíòàæåííÿ, ÿê³ ìîæóòü âè-
êëèêàòè âèñîêèé ð³âåíü íàïðóæåíü. Äëÿ çìåíøåííÿ ð³âíÿ âëàñíèõ êîëèâàíü 
îáîëîíîê, ñóòòºâîãî çíèæåííÿ àìïë³òóä ïðè âèìóøåíèõ êîëèâàííÿõ ³ çìåí-
øåííÿ íàïðóæåíü ó çîíàõ êîíöåíòðàö³¿ âèêîðèñòîâóþòü ð³çí³ ìåòîäè äåìï-
ôóâàííÿ. Íàé÷àñò³øå äëÿ ö³º¿ ìåòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïàñèâí³ ìåòîäè, êîëè 
â ñòðóêòóðó îáîëîíêè ââîäÿòüñÿ âêëþ÷åííÿ ç âèñîêèìè ã³ñòåðåçèñíèìè 
âòðàòàìè. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ç öèõ ïèòàíü â³äîáðàæåíî â ìî-
íîãðàô³ÿõ [7, 24, 27, 28, 33]. Â îñòàíí³ ðîêè ïî÷àëè ³íòåíñèâíî ðîçâèâàòèñÿ 
àêòèâí³ ìåòîäè êåðóâàííÿ òåðìîìåõàí³÷íèì ñòàíîì òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â, 
ó òîìó ÷èñë³ ³ äåìïôóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ï’ºçîàêòèâíèõ ìàòåð³àë³â – 
ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ, ï’ºçîìàãí³òíèõ ³ ìàòåð³àë³â ç ïàì’ÿòòþ ôîðìè. Íàé÷àñ-
ò³øå äëÿ âêàçàíî¿ ìåòè âèêîðèñòîâóþòü ï’ºçîåëåêòðè÷í³ ìàòåð³àëè, ÿê³ ìà-
þòü ðÿä ïåðåâàã ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè ìàòåð³àëàìè. Îñòàíí³ äîñÿãíåííÿ ç öèõ 
ïèòàíü íàâåäåíî â ðîáîòàõ [29–32, 34–40]. ²ñíóº äâà îñíîâíèõ ìåòîäè àêòèâ-
íîãî äåìïôóâàííÿ. Ïåðøèé ç íèõ ïîëÿãàº ó âèêîðèñòàíí³ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ 
âêëþ÷åíü, ÿê³ íàçèâàþòüñÿ àêòóàòîðàìè. Ïðè öüîìó ãîëîâíèìè ïèòàííÿìè 
ïðè ¿õ âèêîðèñòàíí³ º ðîçðàõóíîê õàðàêòåðèñòèê àêòóàòîð³â, ¿õ îïòèìàëü-
íîãî ðîçì³ùåííÿ ó ñòðóêòóð³ îáîëîíêè, ðîçðàõóíîê ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â, ÿê³ 
íåîáõ³äíî ï³äâåñòè äî àêòóàòîð³â äëÿ êîìïåíñàö³¿ ìåõàí³÷íîãî íàâàíòàæåí-
íÿ ç ìåòîþ çìåíøåííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü. Êðèòåð³ºì åôåêòèâíîñò³ ðîáîòè 
àêòóàòîðà ïðè éîãî ïðîåêòóâàíí³ º âåëè÷èíà ïðîãèíó ïðè ï³äâåäåíí³ äî àê-
òóàòîðà îäèíè÷íî¿ ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â: òîé àêòóàòîð ââàæàºòüñÿ á³ëüø 
åôåêòèâíèì, ÿêèé âèêëèêàº á³ëüøèé ïðîãèí. Äðóãèé ìåòîä àêòèâíîãî äåìï-
ôóâàííÿ ïîëÿãàº ó äîäàòêîâîìó âèêîðèñòàíí³ ùå îäíîãî òèïó ï’ºçîåëåêò-
ðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ, ÿêèé íàçèâàþòü ñåíñîðîì. Â³í äàº ³íôîðìàö³þ ïðî ìå-
õàí³÷íèé ñòàí îáîëîíêè. Åôåêòèâí³ñòü ðîáîòè ñåíñîðà ïðè éîãî ïðîåêòóâàí-
í³ îö³íþºòüñÿ çà âåëè÷èíîþ éîãî ïîêàçíèê³â – ð³çíèö³ ïîòåíö³àëó àáî ñòðó-
ìó ïðè ï³äâåäåíí³ äî íüîãî ñèëè îäèíè÷íî¿ ³íòåíñèâíîñò³: òîé ñåíñîð á³ëüø 
åôåêòèâíèé, ç ÿêîãî çí³ìàºòüñÿ á³ëüøà ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â àáî á³ëüøèé 
ñòðóì. Ïðè âèêîðèñòàíí³ äðóãîãî ìåòîäó äî àêòóàòîðà ï³äâîäèòüñÿ ð³çíèöÿ 
ïîòåíö³àë³â, ïðîïîðö³éíà ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â ñåíñîðà, éîãî ïåðø³é àáî äðó-
ã³é ïîõ³äí³é. Òîä³ â³äïîâ³äíî çì³íþþòüñÿ æîðñòê³ñí³, äèñèïàòèâí³ òà ³íåðö³é-
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í³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè, ³ òàêèì ÷èíîì äîñÿãàºòüñÿ çìåíøåííÿ àìïë³-
òóäè âèìóøåíèõ êîëèâàíü. Åôåêòèâí³ñòü àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ çàëåæèòü 
â³ä áàãàòüîõ ôàêòîð³â: ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â ï’ºçîàêòèâíèõ âêëþ÷åíü, ¿õ 
ðîçì³ùåííÿ â ñòðóêòóð³ îáîëîíêè, åëåêòðîìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé òîùî. 
×åðåç ñóòòºâó çàëåæí³ñòü âëàñòèâîñòåé áàãàòüîõ ïàñèâíèõ (áåç ï’ºçîåôåê-
òó) òà àêòèâíèõ ìàòåð³àë³â â³ä òåìïåðàòóðè âåëèêèé âïëèâ íà åôåêòèâí³ñòü 
äåìïôóâàííÿ ìàþòü òåïëîâ³ åôåêòè. Äæåðåëîì ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè 
ìîæå áóòè ÿê òåïëîîáì³í ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì, òàê ³ äèñèïàòèâíèé 
ðîç³ãð³â, âèêëèêàíèé ã³ñòåðåçèñíèìè âòðàòàìè â ìàòåð³àëàõ. Ïðîòå â ë³òå-
ðàòóð³ â³äñóòí³ ðîáîòè ç äîñë³äæåííÿ âïëèâó äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó íà 
åôåêòèâí³ñòü ðîáîòè ñåíñîð³â, àêòóàòîð³â òà íà åôåêòèâí³ñòü àêòèâíîãî 
äåìïôóâàííÿ çà ¿õ äîïîìîãîþ. Ïåðø³ ðåçóëüòàòè ç öèõ ïèòàíü ì³ñòÿòüñÿ ó 
ñòàòòÿõ [10, 11, 14–20]. Ó íèõ äëÿ ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³í-
êè òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â çàñòîñîâóâàëèñü ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà – Ëÿâà òà 
àäåêâàòí³ ¿ì ã³ïîòåçè â³äíîñíî åëåêòðè÷íèõ ïîëüîâèõ âåëè÷èí. ßê â³äîìî, 
äëÿ äîñë³äæåííÿ ìåõàí³÷íîãî ñòàíó êîìïîçèòíèõ åëåìåíò³â íåîáõ³äíî âèêî-
ðèñòîâóâàòè óòî÷íåí³ ìîäåë³, çîêðåìà ìîäåë³ òèïó Òèìîøåíêà. Îñòàíí³ äî-
ñÿãíåííÿ ç öèõ ïèòàíü íàâåäåíî â ìîíîãðàô³ÿõ [1, 2, 4, 6, 26]. 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îö³íêè âïëèâó äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó íà åôåêòèâ-
í³ñòü ðîáîòè ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ñåíñîð³â ³ íà åôåêòèâí³ñòü äåìïôóâàííÿ êî-
ëèâàíü êîìïîçèòíèõ îáîëîíîê çà ¿õ äîïîìîãîþ íåîáõ³äíî ðîçðîáèòè óòî÷íå-
í³ ìîäåë³ òàêèõ îáîëîíîê ç ðîçïîä³ëåíèìè ñåíñîðàìè òà àêòóàòîðàìè. Öÿ 
ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáö³ óòî÷íåíî¿ ìîäåë³ òèïó Òèìîøåíêà äëÿ òîíêî-
ñò³ííèõ êîìïîçèòíèõ îáîëîíîê ç ðîçïîä³ëåíèìè òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíè-
ìè ñåíñîðàìè. Ðîçãëÿäàþòüñÿ äâà òèïè åëåêòðè÷íèõ êðàéîâèõ óìîâ, ÿê³ â³ä-
ïîâ³äàþòü êîðîòêîìó çàìèêàííþ ðîçì³ùåíèõ íà ñåíñîð³ åëåêòðîä³â ³ 
ðîç³ìêíóòèì åëåêòðîäàì. Â³äì³òèìî, ùî îïèñàí³ ðåçóëüòàòè ìîæóòü âèêî-
ðèñòîâóâàòèñü íå ò³ëüêè äëÿ äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü, à é ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ 
áàãàòüîõ ³íøèõ çàäà÷ ç âèêîðèñòàííÿì ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ñåíñîð³â, çîêðåìà, 
ïðè åêñïåðèìåíòàëüíîìó äîñë³äæåíí³ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òîí-
êîñò³ííèõ êîìïîçèòíèõ îáîëîíîê. 

1. Îñíîâí³ ã³ïîòåçè, ÿê³ çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ òåðìîìåõà-
í³÷íîãî ñòàíó òîíêîñò³ííèõ îáîëîíîê ç ðîçïîä³ëåíèìè ñåíñîðàìè. Íåõàé 

ïëàñòèíà ñêëàäåíà ïî òîâùèí³ ç N  ïàêåò³â ï’ºçîàêòèâíèõ òðàíñâåðñàëüíî-

³çîòðîïíèõ øàð³â ç mn  øàð³â ó êîæíîìó ïàêåò³ ³ N  ïàêåò³â ïàñèâíèõ øà-

ð³â ç kn  øàð³â ó êîæíîìó ïàêåò³. Ââàæàºìî, ùî ïàêåòè ðîçä³ëåí³ íåñê³í-

÷åííî òîíêèìè åëåêòðîäàìè, äî ÿêèõ ìîæå áóòè ï³äâåäåíà ð³çíèöÿ ïîòåíö³-
àë³â. Ì³æ øàðàìè ìàþòü ì³ñöå ³äåàëüí³ ìåõàí³÷íèé, òåïëîâèé ³ åëåêòðè÷-
íèé êîíòàêòè. Íà îáîëîíêó ä³º ãàðìîí³÷íå çà ÷àñîì ìåõàí³÷íå àáî åëåêòðè÷-
íå íàâàíòàæåííÿ. Ââàæàºòüñÿ, ùî ïàñèâí³ òà ï’ºçîàêòèâí³ ìàòåð³àëè øàð³â 
âèãîòîâëåíî ç â’ÿçêîïðóæíèõ ìàòåð³àë³â, ìåõàí³÷í³ é åëåêòðè÷í³ âëàñòèâîñ-
ò³ ÿêèõ çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè. Ç îãëÿäó íà äèñèïàö³þ åíåðã³¿ ïðè ìîíî-
ãàðìîí³÷íîìó íàâàíòàæåíí³ â îáîëîíö³ ìàº ì³ñöå äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â. 
Ïðè äîñÿãíåíí³ òåìïåðàòóðîþ òî÷êè Êþð³ ï’ºçîàêòèâí³ øàðè âòðà÷àþòü 
ï’ºçîåôåêò, ôàêòè÷íî òîä³ âîíè íå âèêîíóþòü ñâîãî ôóíêö³îíàëüíîãî ïðè-
çíà÷åííÿ. Öå ÿâèùå ìîæíà íàçâàòè òåïëîâèì ðóéíóâàííÿì ï’ºçîåëåìåíòà.  

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè ïàñèâíîãî òà ï’ºçîàêòèâíîãî 
øàð³â âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìîäåëü Òèìîøåíêà, êîëè òàíãåíö³àëüí³ ñêëàäîâ³ 
âåêòîðà ïåðåì³ùåíü çì³íþþòüñÿ ïî òîâùèí³ îáîëîíêè çà ë³í³éíèì çàêîíîì, 
à äëÿ äåôîðìàö³é çñóâó çàäàºòüñÿ äåÿêèé çàêîí. Ïàñèâíèé øàð ìîæå áóòè 
ÿê ìåòàë³÷íèì, òàê ³ ä³åëåêòðè÷íèì. Ââàæàºòüñÿ, ùî ï’ºçîàêòèâí³ øàðè ïî-
ëÿðèçîâàí³ ïî òîâùèí³. Äëÿ íèõ ïðèéìàºòüñÿ ã³ïîòåçà, ùî òàíãåíö³àëüí³ 
ñêëàäîâ³ âåêòîðà ³íäóêö³¿ íàáàãàòî ìåíø³ â³ä íîðìàëüíî¿ ñêëàäîâî¿. Â ðå-
çóëüòàò³ ç ð³âíÿííÿ åëåêòðîñòàòèêè ìàòèìåìî, ùî íîðìàëüíà ñêëàäîâà ³í-
äóêö³¿ º ñòàëîþ ïî òîâùèí³ ï’ºçîøàðó. Ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç åëåêòðîä âîíà 
ìàº ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó. Äëÿ ð³âíÿííÿ åíåðã³¿ ïðèéìàºòüñÿ ïðèïóùåííÿ, 
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ùî íîðìàëüíà ñêëàäîâà âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêó çì³íþºòüñÿ ïî òîâùèí³ çà 
ñòåïåíåâèì çàêîíîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàêîí Ôóð’º, çíàõîäèìî ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè ïî òîâùèí³ êîæíîãî øàðó.  

2. Îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ìåõàí³êè òà åëåêòðîñòàòèêè. Â³äïîâ³äíî äî âêà-
çàíîãî çì³ùåííÿ çì³íþþòüñÿ ïî òîâùèí³ îáîëîíêè çà ë³í³éíèì çàêîíîì 

 1 1 1 1 1 21 3 3,         ,         z z zu u z v v z u u= + ϕ = + ϕ = . (1) 
Òîä³ êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³é âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 11 1 1 11 2 2 12 12 12,       ,       z z zz z zε = ε + ε = ε + ε = ε +æ æ æ ,  

 12 1 2 12 1 2 1 2 2 1,       ε = ω + ω = τ + τ + ω + ωæ æ æ , 

 13 1 1 23 2 2,        z zε = φ + θ ε = φ + θ . (2) 
Âèðàçè äëÿ âñ³õ ê³íåìàòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ÷åðåç êîìïîíåíòè âåêòîðà 
ïåðåì³ùåíü ,  1,2,3iu i = , ³ çñóâè iφ  íàâåäåíî â ìîíîãðàô³ÿõ [6, 26]. Â³äïî-
â³äíî äî âèùåâêàçàíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ (1), (2) äîïîâíþþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿìè  

 
0 0

13 1 13 23 1 23( ) ,        ( )f z f zσ = σ σ = σ . (3) 

Âèðàçè äëÿ 
0 0

13 23,  σ σ  çíàõîäÿòüñÿ ç âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó Ðåéñíåðà àáî 
ìåòîäîì Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà ç òàêèõ ñï³ââ³äíîøåíü: 

 
0

1
3 3 1

3( )

( )
( ) 0,       1,2

( )
k

z
i i

ih

f z
f z dz i

G z
 ε − σ = = 
 ∫


. (4) 

Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ (4) ïî òîâùèí³ êîæíîãî ç ïàñèâíèõ ïàêåò³â çíàõîäèìî  

 
0

1
3 3

2
i i

i

I
I

σ = ε , (5) 
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2
1

1 1 2 2 1 1 2
31 1 ( ) ( )

( )
,    ,    ( ) ,    

( )
k k

N N
k k k k

i i i
ik k h h

f z
I I I I I f z dz I dz

G z
= =

= = = =∑ ∑ ∫ ∫
 

 
. (6) 

Â ðåçóëüòàò³ ñêëàäîâ³ ð³âíÿííÿ ñòàíó (çóñèëëÿ, ìîìåíòè, ïåðåð³çóâàëüí³ 
ñèëè), ÿê³ âíîñÿòüñÿ ïàêåòàìè ³ç ïàñèâíèõ îðòîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â ó çàãàëü-
í³ ð³âíÿííÿ ñòàíó, âèçíà÷àþòüñÿ òðàäèö³éíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè [6, 26]: 

 1 11 1 12 2 11 1 12 2T C C K K= ε + ε + +   æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2 66 12 66 12,           T C C K K S C K= ε + ε + + = ε +      æ æ æ , 

 1 11 1 12 2 11 1 12 2M K K D D= ε + ε + +    æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2 66 12 66 12,          M K K D D H K D= ε + ε + + = ε +       æ æ æ , 

 
2
1

1 13 13 2 23 23 3
2

,            ,          i
i

I
Q G Q G G

I
= ε = ε =     . (7) 

Äëÿ ï’ºçîàêòèâíîãî òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíîãî øàðó ï³ñëÿ íåõòóâàííÿ 
ó âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿííÿõ íîðìàëüíîþ ñêëàäîâîþ òåíçîðà íàïðóæåíü 33σ  ³ 
òàíãåíö³àëüíèìè ñêëàäîâèìè âåêòîðà ³íäóêö³¿ ñïðîùåí³ âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿí-
íÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó [5, 9, 12, 13] 

 11 11 11 12 22 31 3( ) ( ) ( )
k k k k k

z zB z B z z Eσ = ε + ε − γ , 

 22 12 11 22 22 31 3( ) ( ) ( )
k k k k k

z zB z B z z Eσ = ε + ε − γ , 

 12 66 12 13 13 13 23 23 23( ) ,        ( ) ,       ( )
k k k k k k

B z B z B zσ = ε σ = ε σ = ε , 

 3 33 3 31 11 22( ) ( ) ( )
k k k k

z zD z E z= γ + γ ε + ε . (8) 
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Òóò  

 
1

2
11 22 11 12 11( ) ( ) ( ) 1 ( ) ,    ( ) ( ) ( )

kk k k k k k
B z B z S z z B z z B z

−
  = = − ν = ν    

, 

 
11

2
66 11 13 23 44 15 11

1( ) 1 ( ) ( ),        
2

k kk k k k k k
TB z z B z B B S d

−−   = − ν = = − ε       
, 

 
1

2 2
31 31 11 33 33( ) ( ) 1 ( ) ,    1 ( )

k k k kk k k
E T

pd z S z z k z
−

    γ = − ν γ = ε −        
, 

 
1

2 2
31 33 112 ( ) ( ) 1 ( )

k k k k k
T E

pk d z z S z
−

  = ε − ν    
. (9) 

ßê âèäíî ç (8), â ïîäàëüøîìó ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ ïåðåð³çóâàëüíèõ ñèë 
ìàòèìóòü òàêèé æå âèãëÿä, ÿê ³ äëÿ ïàñèâíèõ øàð³â ç ìîäèô³êîâàíèìè 
æîðñòê³ñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òîìó ¿õ íàâîäèòè íå áóäåìî, à çâåðíåìî 
óâàãó ëèøå íà çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè.  

Ïîòð³áíî ìàòè íà óâàç³, ùî â³äïîâ³äíî äî êîíöåïö³¿ êîìïëåêñíèõ õàðàê-
òåðèñòèê ïðè ìîíîãàðìîí³÷íîìó íàâàíòàæåíí³ êîåô³ö³ºíòè íàâåäåíèõ âèùå 
âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü º êîìïëåêñíèìè é çàëåæàòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó 
â³ä ÷àñòîòè òà òåìïåðàòóðè [8, 9, 12, 13, 21, 22, 25].  

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ï’ºçîåëåêòðè÷íèé ñåíñîðíèé øàð êîðîòêî 
çàìêíóòèé.  
 Â³äïîâ³äíî äî âêàçàíèõ âèùå ã³ïîòåç äëÿ êîæíîãî ï’ºçîàêòèâíîãî ïà-
êåòó 

 
1 2

3 3 3 ,         1,2, ,
mn m

D D D C m N= = = = =  . (10) 

Ç îñòàííüîãî ç ð³âíÿíü (8) ìàòèìåìî 

  
1 1

33 3 31 33 1 2 1 2( ) ( )
m k k k k
C E z

− −
     γ = + γ γ ε + ε + +     
     

[ ]æ æ , 

 1, 2, , ,         1, , mm N k n= =  . (11) 

²íòåãðóþ÷è (11) ïî ïàêåòó ,  1,2, ,m m N=  , çíàéäåìî 

 0 1 1 2 0 2 1 2( ) ( )
m

m m m mC C C C C= ε + ε + +æ æ . (12) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8)–(12), ëåãêî îòðèìóºìî âèðàçè 

 
0 0

31 3 1 1 2 2 1 2
( )

( ) ( ) ( ) ( )m m
m

z E z dz e eγ = ε + ε + +∫ æ æ ,  (13) 

 
1 1

31 3 1 1 2 2 1 2
( )

( ) ( ) ( ) ( )m m
m

z E z z dz e eγ = ε + ε + +∫ æ æ .  (14) 

Òóò ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 
0 0 1

2
0 0 1 1 0 1 3 0 0 2,      ,      m m m m m m m m m me C C e C C C e C C= = − = , 

 
1 0 1

2 2
2 0 2 5 2 1 0 1 2 4,      m m m m m m m m m me C C C e e C C C C= − = = − ; (15) 

 
11 2

0 33
( )

( ) 1 ( )T
m p

m

C z k z dz
−− = ε −∫ [ ]{ } , 

 
12

1 11 31
( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )E
m p

m

C S z z k z d z dz
−

= − ν −∫ [ ][ ]{ } , 

 
12

2 11 31
( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )E
m p

m

C S z z k z d z z dz
−

= − ν −∫ [ ][ ]{ } , 
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12 2 2

3 11 33 31
( )

( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )E T
m p

m

C S z z z k z d z dz
−

= ε − ν −∫ [ ][ ]{ } , 

 
12 2 2

4 11 31
( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )E
m p

m

C S z z k z d z z dz
−

= − ν −∫ [ ][ ]{ } , 

 
12 2 2 2

5 11 31
( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )E
m p

m

C S z z k z d z z dz
−

= − ν −∫ [ ][ ]{ } . (16)  

Â ðåçóëüòàò³ ñêëàäîâ³ ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ øàðóâàòèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ 
ïëàñòèíîê, ÿê³ âíîñÿòüñÿ ï’ºçîàêòèâíèìè ïàêåòàìè, ìàòèìóòü âèãëÿä 

 1 11 1 12 2 11 1 12 2T C C K K= ε + ε + +æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2T C C K K= ε + ε + +æ æ , 

 66 12 66 12S C K= ε + æ ,  

 1 11 1 12 2 11 1 12 2M K K D D= ε + ε + +æ æ ,  

 2 12 1 22 2 12 1 22 2M K K D D= ε + ε + +æ æ , 

 66 12 66 12 1 13 13 2 23 23,          ,      H K D Q G Q G= ε + = ε = εæ . (17) 

Òóò 2iI  âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (6), ó ÿê³é ñë³ä çàì³íèòè 13G  íà 13B , à  

 
012

11 2211 11 1
( )

( ) 1 ( ) ,        E
m

m mm

C S z z dz e C C
−

= − ν − =∑ ∑∫ [ ]{ } , 

 
012

12 11 1
( )

( ) 1 ( ) ( )E
m

m mm

C S z z z dz e
−

= − ν ν −∑ ∑∫ [ ]{ } ,  

 
1

66 11
( )

2 ( ) 1 ( )E

m m

C S z z dz
−

= + ν∑ ∫ { }[ ] , 

 
012

11 11 2 11 22
( )

( ) 1 ( ) ,        E
m

m mm

K S z z z dz e K K
−

= − ν − =∑ ∑∫ { }[ ] ,  

 
012

12 11 2
( )

( ) 1 ( ) ( )E
m

m mm

K S z z z z dz e
−

= − ν ν −∑ ∑∫ [ ]{ } ,  

 
1

66 11
( )

2 ( ) 1 ( )E

m m

K S z z z dz
−

= + ν∑ ∫ [ ]{ } ; (18) 

 
112 2

11 11 2 11 22
( )

( ) 1 ( ) ,       E
m

m mm

D S z z z dz e D D
−

= − ν − =∑ ∑∫ { }[ ] ,  

 
112 2

12 11 2
( )

( ) 1 ( ) ( )E
m

m mm

D S z z z z dz e
−

= − ν ν −∑ ∑∫ [ ]{ } ,  

 
1 2

66 11
1( )

2 ( ) 1 ( ) ,         .
N

E

m m mm

D S z z z dz
−

=

= + ν =∑ ∑ ∑∫ { }[ ]   (19) 

Ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ ïëàñòèíè, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ïàñèâíèõ ³ ï’ºçîàêòèâ-
íèõ ïàêåò³â, ìàþòü âèãëÿä 
 1 11 1 12 2 12 1 22 2T C C K K= ε + ε + +æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2T C C K K= ε + ε + +æ æ , 

 66 12 66 12S C K= ε + æ ,  

 1 11 1 12 2 11 1 12 2M K K D D= ε + ε + +æ æ ,  

 2 12 1 22 2 12 1 22 2M K K D D= ε + ε + +æ æ , 

 66 12 66 12 1 13 13 2 23 23,       ,        H K D Q G Q G= ε + = ε = εæ , (20) 
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äå 

 , , , , , ,kl kl kl kl kl kl kl kl kl kl kl klC K D G C C K K D D G G= + + + +  { } { } . (21) 

Çàðÿä íà êîæíîìó åëåêòðîä³ çíàõîäèòüñÿ øëÿõîì ³íòåãðóâàííÿ âèðàçó 
(12) ïî ïëîù³ åëåêòðîäà: 

 0 1 1 2 0 2 1 2
( )

( ) ( )

m

m m m m mQ C C C C AB d d= − ε + ε + + α β∫∫
S

[ ]æ æ . (22) 

Ñòðóì âèçíà÷àºòüñÿ øëÿõîì äèôåðåíö³þâàííÿ (22) çà ÷àñîì. Äëÿ ìîíî-
ãàðìîí³÷íîãî ïðîöåñó 

 m mI i Q= ω . (23) 

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê åëåêòðè÷íèõ êðàéîâèõ óìîâ, êîëè åëåêòðî-
äè ðîç³ìêíóò³. Ïðè öüîìó çàì³ñòü (12) ìàòèìåìî  

 0 0 1 1 2 0 2 1 2( ) ( )
m

m m m m m mC C V C C C C= + ε + ε + +æ æ . (24) 

Ïðîòå òóò ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â íà åëåêòðîäàõ ïîêè ùî íåâ³äîìà. Âîíà 
âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³âíîñò³ íóëþ ñòðóìó íà ðîç³ìêíóòèõ åëåêòðîäàõ: 

 mV =  

 0 1 1 2 0 2 1 2
( )

0( )

1 ( ) ( )

m

m

m m m m

m

C C C C AB d d
AB d d
C

= − ε + ε + + α β
α β

∫∫
∫∫ S

S

[ ]æ æ . (25) 

 Ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ ðîç³ìêíóòèõ åëåêòðîä³â ìàòèìåìî ï³ñëÿ âèêëþ÷åí-
íÿ 3E  ç îñòàííüîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (8) ³ âèêîðèñòàííÿ (24), (25). Ó áàãàòüîõ 
âèïàäêàõ âïëèâîì ñåíñîðà íà æîðñòê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè ìîæíà 
çíåõòóâàòè ç îãëÿäó íà éîãî ìàëó òîâùèíó ïîð³âíÿíî ç òîâùèíîþ ïàñèâíî¿ 
îáîëîíêè. Ïðè öüîìó ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â íà ñåíñîðíîìó øàð³ âèçíà÷àºòüñÿ 
çà ôîðìóëîþ (25).  
 Äî çàïèñàíèõ âèùå ð³âíÿíü ïîòð³áíî äîäàòè ñòàíäàðòí³ ð³âíÿííÿ ðóõó, 
íàâåäåí³, íàïðèêëàä, ó [26]. Ó íèõ âðàõîâóºòüñÿ ³íåðö³ÿ ïîâîðîòó. Äëÿ ïåð³-

îäè÷íèõ çà ÷àñîì ïðîöåñ³â íåîáõ³äíî çàì³íèòè äðóã³ ïîõ³äí³ 
2

2

f

t

∂
∂

 íà 2f−ω .  

Êðàéîâ³ é ïî÷àòêîâ³ óìîâè ìàþòü ñòàíäàðòíèé äëÿ óòî÷íåíèõ ìîäåëåé 
îáîëîíîê âèãëÿä ³ íàâåäåí³ äëÿ ìîäåë³ òèïó Òèìîøåíêà â [6, 26]. 

Ê³íåìàòè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ òàêîæ íàâåäåíî â [6, 26]. Òîìó âñ³ íàçâàí³ 
ð³âíÿííÿ íå áóäåìî âèïèñóâàòè.  

 3. Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ òðèøàðîâî¿ îáîëîíêè. Ïðè äåìïôó-
âàíí³ êîëèâàíü òîíêèõ îáîëîíîê çà äîïîìîãîþ ñåíñîð³â òèïîâîþ ñòðóêòóðîþ 
ïî òîâùèí³ º òàêà ñòðóêòóðà, êîëè ñåðåäí³é ïàñèâíèé øàð ëåæèòü ì³æ äâî-
ìà ï’ºçîàêòèâíèìè øàðàìè. Ïðè öüîìó ì³æ ïàñèâíèì ³ ï’ºçîàêòèâíèìè øà-
ðàìè ìîæóòü áóòè ðîçì³ùåí³ âíóòð³øí³ åëåêòðîäè àáî âîíè ìîæóòü áóòè 
â³äñóòí³ìè. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ïåðøèé âèïàäîê, êîëè âíóòð³øí³ åëåêòðî-
äè ïðèñóòí³. Öåé âèïàäîê çàâæäè ìàº ì³ñöå, êîëè ïàñèâíèé øàð – ìåòàë³÷-
íèé. Òîä³ íà âíóòð³øí³õ åëåêòðîäàõ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â çàäàºòüñÿ ð³âíîþ 
íóëåâ³. ßêùî æ ïàñèâíèé øàð âèãîòîâëåíî ç ä³åëåêòðèêà, òàêîæ áóäåìî ââà-
æàòè, ùî íà âíóòð³øí³õ åëåêòðîäàõ ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â äîð³âíþº íóëåâ³.  
 Íåõàé òîâùèíà ïàñèâíîãî øàðó äîð³âíþº 0h , à âåðõí³é òà íèæí³é 

ï’ºçîàêòèâí³ øàðè ìàþòü â³äïîâ³äíî òîâùèíè 1h  òà 2h . Çàãàëüíà òîâùèíà 

îáîëîíêè 0 1 2h h h h= + + .  

 Äëÿ âåðõíüîãî òà íèæíüîãî ï’ºçîàêòèâíèõ øàð³â 3 1( , )D C= α β  òà 3D =  

2 ( , )C= α β  â³äïîâ³äíî. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè åëåêòðîäè êîðîòêî çàìêíóò³ 
é ïðèñóòí³ âíóòð³øí³ åëåêòðîäè. ßêùî ïðè öüîìó íà âíóòð³øí³õ åëåêòðîäàõ 
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ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â íóëüîâà, òî îäåðæàí³ íèæ÷å ôîðìóëè ìàþòü ì³ñöå ³ 
äëÿ ìåòàë³÷íîãî, ³ äëÿ ä³åëåêòðè÷íîãî ñåðåäíüîãî øàðó. Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ 
(8) ïî òîâùèí³ âåðõíüîãî òà íèæíüîãî ï’ºçîàêòèâíèõ øàð³â ìàòèìåìî  

 11 12 11 12
1 1 2 1 2

10 10 10 10
( , )

v v w w
C

v v v v
α β = ε + ε + +æ æ , 

 21 22 21 22
2 1 2 1 2

20 20 20 20
( , )

v v w w
C

v v v v
α β = ε + ε + +æ æ . (26) 

Â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïàñèâíèé øàð äîñèòü òîíêèé, à òî-
ìó ìîæíà ââàæàòè òåìïåðàòóðó ñòàëîþ ïî éîãî òîâùèí³. Òîìó ïðè âðàõó-
âàíí³ çàëåæíîñò³ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â â³ä òåìïåðàòóðè õàðàêòåðèñòèêè 
áóäóòü íåçàëåæíèìè â³ä òîâùèííî¿ êîîðäèíàòè. Ïðè öüîìó ââåäåí³ â (26) 
âåëè÷èíè ðîçðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè  

 

1 2 1

1 1

1 2 31 31
(10,20) 11 12 1(1,2) (1,2) 1 1

( , ) ( )
33 3333 33

( , )1 ,         
h h h

h h
v dz v v dz h

γ γ
= = = = =

γ γγ γ
∫ ∫ , 

 

1

1 1

31 31
11 12 1 1 01 1

( )
33 33

( )
2h

w w z dz h h h
γ γ

= = = +
γ γ

∫ , 

 

2

2 2

31 31
21 22 12 2

( )
33 33

h

v v dz h
γ γ

= = =
γ γ

∫ , 

 

2

2 2

31 31
21 22 2 2 02 2

( )
33 33

( )
2h

w w z dz h h h
γ γ

= = = − +
γ γ

∫ . (27) 

ßêùî æ òåìïåðàòóðó íå ââàæàòè ñòàëîþ ïî òîâùèí³, òî ó âèðàçàõ (27) 
ïîòð³áíî çàëèøèòè ³íòåãðàëè. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (26), âèêëþ÷èìî 3E  ç îñòàííüîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (8), 
ï³äñòàâèìî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ó ñïðîùåí³ â³äïîâ³äíî äî ïðèéíÿòèõ ã³ïî-
òåç ð³âíÿííÿ ñòàíó òà ïðî³íòåãðóºìî ¿õ ïî òîâùèí³ îáîëîíêè. Â ðåçóëüòàò³ 
îäåðæèìî âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ âèãëÿäó (20). 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè çàðÿäó, ÿêèé çí³ìàºòüñÿ ç åëåêòðîä³â, ïðî-
³íòåãðóºìî (26) ïî ïëîù³ åëåêòðîäà. Â ðåçóëüòàò³ ìàòèìåìî 

 
1 2

11 21 12 22
1 2

10 20 10 20( ) ( )

1 1( )
2 2

v v v v
Q C C AB d d

v v v v
   = − + α β = − + ε + + ε +      ∫∫ ∫∫

S S

 

 11 21 12 22
1 2

10 20 10 20

w w w w
AB d d

v v v v
    + + + + α β       

æ æ . (28) 

ßêùî âåðõí³é ³ íèæí³é ñåíñîðè ìàþòü îäíàêîâ³ âëàñòèâîñò³, çà âèíÿò-
êîì òîãî, ùî âîíè ïðîòèëåæíî ïîëÿðèçîâàí³, òî çàðÿä ðîçðàõîâóºòüñÿ çà 
ôîðìóëîþ 

 11 12 11 22
1 2

10 20 10 20( )

w w w w
Q AB d d

v v v v
    = − + + + α β        ∫∫

S

æ æ . (29) 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ðîç³ìêíóòèõ åëåêòðîä³â. Ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî ç 
øàð³â ìàòèìåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 31 32
3 1 1 2 2

33 33 33

( ) ( ),       1,2

i ii
i

i i i
C E z z i

γ γ
= + ε + + ε + =

γ γ γ
æ æ . (30) 
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²íòåãðóþ÷è ïî òîâùèí³ êîæíîãî ³ç ñåíñîð³â, ìàòèìåìî 

 1 11 12 11 12
1 1 2 1 2

10 10 10 10 10
( , )

V v v w w
C

v v v v v
α β = − + ε + ε + +æ æ , 

 2 21 22 21 22
2 1 2 1 2

20 20 20 20 20
( , )

V v v w w
C

v v v v v
α β = + ε + ε + +æ æ .  (31) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (31) ó (30), âèçíà÷èìî íàïðóæåí³ñòü åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ â 
êîæíîìó ç ñåíñîð³â: 

 31 32
3 1 1 2 2

33 33 33

( ) ( ),         1,2

i ii
i

i i i
CE z z i

γ γ
= − ε + − ε + =

γ γ γ
æ æ .  (32) 

Ï³äñòàâèâøè (32) ó ñïðîùåí³ â³äïîâ³äíî äî âêàçàíîãî âèçíà÷àëüí³ 
ð³âíÿííÿ (8) ³ ïðî³íòåãðóâàâøè ¿õ ïî òîâùèí³ ñåíñîðà, îäåðæèìî âèçíà÷àëü-
í³ ð³âíÿííÿ 

 
0

(1,2) 11,21 1 12,22 2 11,21 1 12,22 2 (1,2)T C C K K T= ε + ε + + −æ æ , 

 
0

(1,2) 11,21 1 12,22 2 11,21 1 12,22 2 (1,2)M K K D D M= ε + ε + + −æ æ ,  

 66 12 66 12 66 12 66 12,         S C K H K D= ε + = ε +æ æ . (33) 

Òóò ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 
2 2 2
31 11 21

11 11
33 10 20( )h

v v
C B dz

v v
γ = + − − γ ∫ , 

 31 32 11 12 21 22
12 21 12

33 10 20( )h

v v v v
C C B dz

v v
γ γ = = + − − γ ∫ , 

 
2
31 11 11 21 21

11 11
33 10 20( )h

v w v w
K B z dz

v v
γ = + − − γ ∫ , 

 31 32 11 12 21 22
12 12

33 10 20( )h

v w v w
K B z dz

v v
γ γ = + − − γ ∫ , 

 31 32 12 11 22 21
21 12

33 10 20( )h

v w v w
K B z dz

v v
γ γ = + − − γ ∫ , 

 
2
32 12 12 22 22

22 22
33 10 20( )h

v w v w
K B z dz

v v
γ = + − − γ ∫ , 

 
2 2 2

231 11 21
11 11

33 10 20( )h

w w
D B z dz

v v
γ = + − − γ ∫ , 

 
2

231 32 32 11 12 21 22
12 21 12

33 33 10 20( )h

w w w w
D D B z dz

v v
γ γ γ = = + + − − γ γ ∫ , 

 
2 2 2

232 12 22
22 22

33 10 20( )h

w w
D B z dz

v v
γ = + − − γ ∫ ; (34) 

 
0 0

(11,12) (21,22) (11,12) (21,22)
(1,2) 1 2 (1,2) 1 2

10 20 10 20
,    

v v w w
T V V M V V

v v v v
= − + = − + . (35) 
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Ïðîòå ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â ó (35) ïîêè ùî íåâ³äîì³. Âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ç 
óìîâè ð³âíîñò³ íóëåâ³ ñòðóìó: 

 11 12 11 12
1 1 2 1 2

01 10 10 10 10( )

1 v v w w
V AB d d

v v v v v
 = ε + ε + + α β 
 ∫∫

S

æ æ , 

 21 22 21 22
2 1 2 1 2

02 20 20 20 20( )

1 v v w w
V AB d d

v v v v v
 = − ε + ε + + α β 
 ∫∫

S

æ æ . (36) 

Òóò 

 (01,02)
(10,20)( )

ABv d d
v

= α β∫∫
S

. (37) 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âíóòð³øí³ åëåêòðîäè â³äñóòí³. Òîä³ 
â³äïîâ³äíî äî ïðèéíÿòèõ ã³ïîòåç  

 3 33 3 31 11 22( , ) ( )z zD C E= α β = γ + γ ε + ε . (38) 

Äëÿ ðîç³ìêíóòèõ åëåêòðîä³â ç (38) ìàòèìåìî  

 11 12 11 12
1 2 1 2

10 10 10 10
( , )

v v w w
C

v v v v
α β = ε + ε + +æ æ . (39) 

Âåëè÷èíè ,  ij ijv w  ðîçðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (27), äå ³íòåãðóâàííÿ 

âèêîíóºòüñÿ ïî âñ³é òîâùèí³ ïëàñòèíè ³ äëÿ ïàñèâíîãî øàðó ïîêëàäàºòüñÿ 

31 0.γ = Ïðè öüîìó  

 31 31
3 1 1 2 2

33 33 33

( ) ( )( , )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
z zC

E z z
z z z

γ γα β= − ε + − ε +
γ γ γ

æ æ . (40) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (40) ó (8), îäåðæèìî ñïðîùåí³ ð³âíÿííÿ äëÿ íàïðóæåíü. 
Ï³ñëÿ ¿õ ³íòåãðóâàííÿ ïî òîâùèí³ îäåðæèìî ð³âíÿííÿ ñòàíó âèãëÿäó (33), 
êîåô³ö³ºíòè ÿêèõ ðîçðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè, àíàëîã³÷íèìè äî (34), (35), 
ó ÿêèõ ³íòåãðàëè áåðóòüñÿ ïî âñ³é òîâùèí³ îáîëîíêè ç óðàõóâàííÿì óìîâè, 
ùî äëÿ ïàñèâíîãî øàðó 0kmγ = . Ïðè öüîìó, íàïðèêëàä, 

 
2 2 2 2
31 11 31 11

11 11 12 12
33 10 33 10( ) ( )

,    ,
h h

v v
C B dz C B dz

v v
γ γ   = + − = + −   γ γ   ∫ ∫  . (41) 

 Ïðè àêòèâíîìó äåìïôóâàíí³ êîëèâàíü çà äîïîìîãîþ ñåíñîð³â ó á³ëü-
øîñò³ âèïàäê³â ìîæíà çíåõòóâàòè ¿õ âïëèâîì íà æîðñòê³ õàðàêòåðèñòèêè 
îáîëîíêè. Ïðè öüîìó âåëè÷èíè ,ij ijC B  ðîçðàõîâóþòüñÿ çà êëàñè÷íèìè ôîð-

ìóëàìè, íàâåäåíèìè, íàïðèêëàä, ó [26], òîáòî çà íàâåäåíèìè âèùå ôîðìó-
ëàìè (41), â ÿêèõ ñë³ä ïîêëàñòè 0.ijγ =  Òàêå ïðèïóùåííÿ ðîáèòüñÿ ó á³ëü-

øîñò³ ðîá³ò, ùî ñòîñóþòüñÿ àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü òîíêèõ ïëàñ-
òèí çà äîïîìîãîþ ñåíñîð³â, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [39, 40].  

Íàâåäåí³ âèùå ôîðìóëè äàþòü á³ëüø òî÷í³ ðåçóëüòàòè. Ñë³ä â³äì³òèòè, 
ùî ö³ ôîðìóëè ñòîñóþòüñÿ ëèøå òèõ îáëàñòåé ïëàñòèíè, ÿê³ ìàþòü ï’ºçî-
åëåêòðè÷í³ âêëþ÷åííÿ. Â îáëàñòÿõ, ó ÿêèõ òàê³ âêëþ÷åííÿ â³äñóòí³, ñë³ä âè-
êîðèñòîâóâàòè êëàñè÷í³ ôîðìóëè òåîð³¿ øàðóâàòèõ ïëàñòèí ç ïàñèâíèõ ìà-
òåð³àë³â. Çâè÷àéíî, ïðè âðàõóâàíí³ âïëèâó ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ âêëþ÷åíü íà 
æîðñòê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè ïëàñòèí çàäà÷à ñóòòºâî óñêëàäíþºòüñÿ íàâ³òü ó 
íàéïðîñò³øîìó ³çîòåðì³÷íîìó âèïàäêó, áî òîä³ ìàºìî ñòðóêòóðíî íåîäíî-
ð³äíó â ñåðåäèíí³é ïëîùèí³ ïëàñòèíó, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç îáëàñòåé ç ð³çíèìè 
ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðè íåõòóâàíí³ òàêèì âïëèâîì çàäà÷à çâî-
äèòüñÿ äî êëàñè÷íèõ çàäà÷ ìåõàí³êè òîíêèõ ïëàñòèí, íàâàíòàæåíèõ ìåõà-
í³÷íèìè çóñèëëÿìè é ìîìåíòàìè. 
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 Ïîêëàäàþ÷è òîâùèíè ï’ºçîàêòèâíèõ øàð³â ð³âíèìè íóëåâ³, ìàòèìåìî 
âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ïàñèâíîãî ä³åëåêòðè÷íîãî øàðó, äî ÿêîãî ï³äâåäå-
íà çàäàíà ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â.  
 Âðàõîâóþ÷è (39), äëÿ êîðîòêî çàìêíóòèõ åëåêòðîä³â ìàòèìåìî òàêèé 
âèðàç äëÿ çàðÿäó: 

 11 12 11 12
1 2 1 2

10 10 10 10( )

v v w w
Q AB d d

v v v v
 = ε + ε + + α β 
 ∫∫

S

æ æ . (42) 

Äëÿ ðîçðàõóíêó ñòðóìó ñë³ä âçÿòè ïîõ³äíó çà ÷àñîì â³ä çàðÿäó. Äëÿ ìîíî-
ãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñ³â 

  ( , )I i Q= ω α β . (43) 

 Äëÿ ðîç³ìêíóòèõ åëåêòðîä³â ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â âèçíà÷àºòüñÿ ç ð³â-
íîñò³ íóëåâ³ ñòðóìó, òàê ùî  

 11 12 11 12
1 2 1 2

10 10 10 10( )
10( )

1 v v w w
V AB d d

d v v v v
v

 = ε + ε + + α 
 ∫∫

∫
S

S

S

S
S

æ æ . (44) 

Ó âèïàäêó, êîëè çîâí³øí³ øàðè â³äð³çíÿþòüñÿ ëèøå íàïðÿìêîì ïîëÿðèçà-
ö³¿, â îñòàííüîìó âèðàç³ ï³ä ³íòåãðàëîì çàëèøàþòüñÿ ëèøå çãèíàëüí³ äå-
ôîðìàö³¿: 

 11 12
1 2

10 10( )
10( )

1 w w
V AB d d

d v v
v

 = + α 
 ∫∫

∫
S

S

S

S
S

æ æ .  (45) 

 4. Ð³âíÿííÿ åíåðã³¿. Äëÿ òîãî ùîá îäåðæàòè äâîâèì³ðí³ ð³âíÿííÿ åíåð-
ã³¿ äëÿ øàðóâàòî¿ îáîëîíêè, ïðèéìàºìî, ùî íîðìàëüíà ñêëàäîâà òåïëîâîãî 
ïîòîêó çì³íþºòüñÿ ïî òîâùèí³ çà çàäàíèì çàêîíîì, íàïðèêëàä, çà ñòåïåíå-
âèì 

 1
3

1

( , , )
N

q a x y t zν −
ν

ν =

= ∑ . (46) 

 Ïðè òàêîìó âèáîð³ àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè íåïåðåðâíîñò³ 
òåïëîâîãî ïîòîêó ì³æ øàðàìè ïëàñòèíè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî êðàéîâ³ íà 
çîâí³øí³õ ïîâåðõíÿõ 1,  Mz h z h= =  òà íà êîíòóð³ L  ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

ìàþòü âèãëÿä 

 33 3 1 33 4( ) 0,    ;     ( ) 0,    Mz h z h
z z

− +∂θ ∂θλ + α θ − θ = = λ + α θ − θ = =
∂ ∂

, 

 ( ) 0L
L

nn
α∂θ + θ − θ =

∂ λ
 íà 0;         ,      0L tθ = θ = . (47) 

²íòåãðóþ÷è çà z  âèðàç 3 33 ( )q z
z

∂θ= −λ
∂

, ìàòèìåìî  

 
0

( )
N

P zν ν
ν =

θ = θ∑ , (48) 

äå ( , , )x y tνθ  – íåâ³äîì³ ôóíêö³¿, à ( )P zν  – ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè 

ïî òîâùèí³ ïàêåòó øàð³â: 

 
1

0 0
33

( , , ),       ( , , ) Hx y t x y t a
ν +

ν νθ = θ θ = −
λ

, 

 

1

1 133
0 331
( ) 1,          ( ) ( )

z

h

P z P z z z dz
H

− ν −
ν ν +

λ
= = λ∫ . 



129 

Òóò âèðàç ³ç ðèñêîþ íàä íèì º ïîçíà÷åííÿì ³íòåãðàëüíî¿ õàðàêòåðèñòèêè 
öüîãî âèðàçó:  

 

1

1
33 33 ( )

z

h

z z dzν −λ = λ∫ . 

Âèðàç (48) àâòîìàòè÷íî çàäîâîëüíÿº óìîâó íåïåðåðâíîñò³ òåìïåðàòóðè 
ïî ïàêåòó øàð³â. 

Äâîâèì³ðí³ ð³âíÿííÿ åíåðã³¿ îäåðæèìî ìíîæåííÿì ð³âíÿííÿ òåïëîïðî-
â³äíîñò³ ç äæåðåëîì òåïëà W  íà ( ) ,  0,1, 2, ,P z dz Nν ν =  , òà ³íòåãðóâàííÿì 

çíàéäåíîãî âèðàçó ïî òîâùèí³ îáîëîíêè. Â ðåçóëüòàò³ ìàòèìåìî ñèñòåìó 

äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïîðÿäêó 2( 1)N +  â³äíîñíî 0 1( , , , )Nθ = θ θ θ  : 

 K R W∗ ∗θ = θ − . 

Ìàòðèö³ ,  K R  äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â íàâåäåí³, íàïðèêëàä, ó ðî-
áîò³ [3];  

 0 1( , ),         ( , , , )NW W W W∗ − + ∗θ = θ θ =  , 

ïðè öüîìó 
1

1

1( )
mh

h

W WP z dz
+

ν ν += ∫ . Êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ( , , )x y tνθ  îäåðæàíî â 

[3], âîíè ìàþòü âèãëÿä  

 
0

0
N

n j n j j n L
j

P P a P P a P
nν ν ν

=

∂ λ + θ − θ = ∂ ∑ . 

¯õ ê³ëüê³ñòü äîð³âíþº 1N + , ùî â³äïîâ³äàº ïîðÿäêó ñèñòåìè äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ 0 1( , , , )Nθ θ θ  çíàõîäÿòüñÿ øëÿõîì ìíî-

æåííÿ îñòàííüîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (47) íà P dzν  òà ³íòåãðóâàííÿ ïî òîâùèí³ 

ïàêåòó. Òàê³ æ äâîâèì³ðí³ ð³âíÿííÿ ìîæíà îäåðæàòè ³ ç âàð³àö³éíîãî ïðèí-
öèïó äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³.  

Äâîâèì³ðí³ ð³âíÿííÿ åíåðã³¿ äëÿ ð³çíèõ âàð³àíò³â ðîçïîä³ëó òåìïåðàòó-
ðè ïî òîâùèí³ îáîëîíêè íàâåäåíî â [28]. Íàéïðîñò³øèé âàð³àíò ìàºìî, ïðè-

ïóñêàþ÷è, ùî 3 0.q =  Ïðè öüîìó òåìïåðàòóðà áóäå ñòàëîþ ïî òîâùèí³ îáî-
ëîíêè ³ äëÿ ñòàö³îíàðíîãî âèïàäêó âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì [23, 28] 

 11 22
1 2 0WB B

AB h h
∂ ∂ ∂ ∂ δ    λ + λ θ − θ + =    ∂α ∂α ∂β ∂β    

, (49) 

äå 0 0 3 3 4 4
3 4 3 4

3 4

1;  ( );  ;  ,
2

T T T
α θ + α θ

θ = − δ = α + α = α α
α + α

 – êîåô³ö³ºíòè òåï-

ëîîáì³íó íà ïîâåðõíÿõ 
2
hz = ±  ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì ç òåìïåðàòóðàìè 

3 4,  ;  ijθ θ λ  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîïðîâ³äíîñò³ îðòîòðîïíîãî ìàòåð³àëó. Äèñèïà-

òèâíà ôóíêö³ÿ W  äëÿ ïàñèâíîãî øàðó ó ð³âíÿíí³ (49) ðîçðàõîâóºòüñÿ çà 
ôîðìóëîþ 

 1 1 1 1 2 2 2 2 12 12( ) ( ) 2( )
2

W T T T T S Sω ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′= ε − ε + ε − ε + ε − ε +[  

 1 1 1 1 2 2 2 2 1 12 1 12( ) ( ) 2( )M M M M H H′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′+ χ − χ + χ − χ + χ − χ +  

 1 13 1 13 2 23 2 23( ) ( )Q Q Q Q′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′+ ε − ε + ε − ε ] . (50) 

 Ïðè âðàõóâàíí³ çàëåæíîñò³ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â â³ä òåìïåðàòóðè 
ìàòèìåìî ñêëàäíó íåë³í³éíó ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõ³äíèìè.  
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 ßêùî æ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àë³â ìîæíà ââàæàòè íåçàëåæíèìè â³ä òåì-
ïåðàòóðè, òî çàäà÷à ðîçïàäàºòüñÿ íà òðè îêðåì³ çàäà÷³: 1) çàäà÷ó ìåõàí³êè 
äëÿ â’ÿçêîïðóæíîãî ìàòåð³àëó; 2) çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äîìèìè äæå-
ðåëàìè òåïëà; 3) ðîçðàõóíîê çà íàâåäåíèìè âèùå ôîðìóëàìè ïîêàçíèê³â 
ñåíñîðà.  
 Â îáîõ âèïàäêàõ ïðè äîñÿãíåíí³ òåìïåðàòóðîþ äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó 
òî÷êè Êþð³ ñåíñîð ïåðåñòàº âèêîíóâàòè ñâîº ôóíêö³îíàëüíå ïðèçíà÷åííÿ, 
òîáòî ìàº ì³ñöå ñïåöèô³÷íèé òèï òåïëîâîãî ðóéíóâàííÿ ï’ºçîåëåìåíòà.  
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УТОЧНЕННАЯ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК ТИПА 
ТИМОШЕНКО С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫМИ СЕНСОРАМИ 
ПРИ МОНОГАРМОНИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 
 
Ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííûõ ãèïîòåç òèïà Òèìîøåíêî è àäåêâàòíûõ èì ãèïî-
òåç îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí ïîñòðîåíà òåðìîìåõàíè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê ñ ðàñïðåäåëåííûìè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîï-
íûìè ñåíñîðàìè ñ ó÷åòîì äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà â ðåçóëüòàòå ãèñòåðåçèñíûõ 
ïîòåðü â ìàòåðèàëàõ. Ðàññìîòðåíû ðàçíûå òèïû ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé, êîãäà ýëåêòðîäû íà ñåíñîðå êîðîòêî çàìêíóòû èëè ðàçîìêíóòû. Äëÿ 
ýòèõ òèïîâ ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ïîêàçà-
òåëåé ñåíñîðîâ. Åñëè ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, èññëåäîâà-
íèå âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íà ýòè ïîêàçàòåëè ñâîäèò-
ñÿ ê ðåøåíèþ ñëîæíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ñ èçâåñòíûì èñòî÷íèêîì òåïëà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åò ïîêàçàòåëåé 
ñåíñîðà óïðîùàåòñÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðè äîñòèæåíèè òåìïåðàòóðîé äèññèïà-
òèâíîãî ðàçîãðåâà òî÷êè Êþðè ñåíñîð ïåðåñòàåò âûïîëíÿòü ñâîå ôóíêöèîíàëüíîå 
íàçíà÷åíèå è èìååò ìåñòî ñïåöèôè÷åñêèé òèï òåïëîâîãî ðàçðóøåíèÿ.  
 
REFINED THERMOMECHANICAL TIMOSHENKO-TYPE MODEL 
OF COMPOSITE SHELLS WITH DISTRIBUTED TRANSVERSALLY 
ISOTROPIC SENSORS UNDER MONOHARMONIC LOADING 
 
Using the refined Timoshenko-type hypotheses and adequate to them hypotheses about 
electric field quantities, the thermomechanical model of thin-walled shells with distribu-
ted transversally isotropic sensors is presented with taking into account dissipative hea-
ting as a result of hysteresis in materials. Different types of electric boundary condi-
tions are considered, when electrodes on the sensor are short-circuited or open. For these 
types of boundary conditions the formulas for sensor indices are obtained. If the mate-
rial characteristics depend on temperature, investigation of the influence of temperature 
of dissipative heating on the indices is reduced to solution of complicated non-linear 
systems of differential equations. Otherwise the problem is reduced to solution of linear 
problems of mechanics and heat conductivity with a certain heat source. In such a case 
calculation of sensor indices is simplified. If temperature of dissipative heating exceeds 
the Curie point, the sensor becomes passive and specific type of thermal destruction 
takes place.  
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