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ÓÄÊ 539.3 
 

Г. А. Манукян  
 

ПОВЕРХНОСТНЫE ЭЛЕКТРОУПРУГИЕ ВОЛНЫ ЛЯВА  
В СЛОИСТОЙ СИСТЕМЕ С УПРУГОЙ ИЗОТРОПНОЙ ПОДЛОЖКОЙ 
И ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИМ СЛОЕМ 
 

Èññëåäóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è ïîâåäåíèå ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí Ëÿâà â ñëîèñ-
òîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç èçîòðîïíîé óïðóãîé ïîäëîæêè è ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêîãî ñëîÿ (êëàññîâ 6, 4, 6mm , 4mm , 622, 422) ïðîèçâîëüíîé òîëùèíû â 
çàâèñèìîñòè îò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ýòîé ñèñòåìû è îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ. Ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàäà÷è, 
óòî÷íÿþùåå àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå, ïðèâåäåííîå â ðàáîòå [6]. Õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èñêîìîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû èññëåäîâàíî â ñëó÷àå, 
êîãäà ñâîáîäíûé êðàé ñëîÿ ìåòàëëèçèðîâàí, à ïîäëîæêà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì 
ïðîâîäíèêîì. Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, ñòðóêòóðà è ïîâåäåíèå 
ìîä âîëí Ëÿâà ïîäîáíû êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ âîëí Ëÿâà. Ïðèâåäåíû ãðàôèêè 
äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ. Äëÿ íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ âûïîëíåíû ÷èñëîâûå 
ðàñ÷åòû.  

 
Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî â ïîëóáåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé ïîäëîæêå, íà 

êîòîðóþ íàíåñåí èçîòðîïíûé ñëîé èç äðóãîãî ìàòåðèàëà, ìîãóò ðàñïðî-
ñòðàíÿòüñÿ ñäâèãîâûå ïîâåðõíîñòíûå óïðóãèå âîëíû ãîðèçîíòàëüíîé ïîëÿ-
ðèçàöèè, íàçûâàåìûå âîëíàìè Ëÿâà. Âîëíû Ëÿâà ñóùåñòâóþò òîëüêî â 
ñëó÷àå ìÿãêîãî ñëîÿ, êîãäà îáúåìíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîé 
âîëíû â ñëîå 02S  ìåíüøå, ÷åì ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîé 

îáúåìíîé âîëíû â ïîäëîæêå 01S : 02 01S  S< , ïðè÷åì ñêîðîñòü 0LV  âîëíû 

Ëÿâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 02 01OLS V S< < . Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëå-

äîâàíèå âîëí Ëÿâà â ñëîèñòûõ ñèñòåìàõ, êîãäà ïîäëîæêà èëè ñëîé ÿâëÿþò-
ñÿ ïüåçîýëåêòðèêîì [1–7]. Â ðàáîòàõ [2–4] èññëåäîâàí âîïðîñ ñóùåñòâîâà-
íèÿ âîëí Ëÿâà, êîãäà ñëîé ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðèêîì, à ïîäëîæêà – ïüåçî-
ýëåêòðèêîì, à â [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñëîé ÿâëÿåòñÿ ïüåçî-
ýëåêòðèêîì, à ïîäëîæêà – äèýëåêòðèêîì. 

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è. Ïóñòü ñëîèñòàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ 
èç ñëîÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî êðèñòàëëà òîëùèíû h  (êëàññîâ 6, 4, 6mm , 
4mm , 622, 422) è èçîòðîïíîé óïðóãîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ïîäëîæêè, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â æåñòêîì êîíòàêòå, îòíåñåíà ê ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò 1 2 3Ox x x . Îñü 3Ox  ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé îñüþ ñèììåòðèè ( 4L  èëè 

6L ) ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ è ëåæèò â ïëîñêîñòè 1 0x =  ãðàíèöû ðàçäåëà 

ñëîÿ è ïîäëîæêè, îñü 1Ox  íàïðàâëåíà âãëóáü ïîäëîæêè. Îáëàñòü 1x h< −  
ïðåäïîëàãàåòñÿ âàêóóìîì (èëè äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäîé, êîòîðàÿ ãðàíè÷èò 
ñî ñëîåì áåç àêóñòè÷åñêîãî êîíòàêòà). Ãðàíèöû ñëîÿ 1 0x =  è 1x h= −  â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèíèìàþòñÿ ñâîáîäíûìè îò ýëåêòðè÷åñêîé íà-
ãðóçêè (íåìåòàëëèçèðîâàííû), à ãðàíèöà 1x h= −  ñâîáîäíà îò ìåõàíè÷åñêîé 
íàãðóçêè (ðèñ. 1). 

Ðàññìîòðèì àíòèïëîñêóþ çàäà÷ó. Òîãäà 

 1 2 3 1 2 10,         0,         ( , , ),      u u u u x x t h x≡ ≡ = − ≤ < +∞ , 

 1 2 1( , , ),     x x t xϕ = ϕ − ∞ < < +∞ , (1) 

ãäå ku  – êîìïîíåíòû óïðóãîãî ñìåùåíèÿ, ϕ  – ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî 

ïîëÿ, ñâÿçàííûé ñ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E  ñîîòíî-
øåíèåì 
 /i iE x= − ∂ϕ ∂ . (2) 
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Рис. 1 

Ó÷èòûâàÿ (1), èç óðàâíåíèé è ñîîòíîøåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ 
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñðåä ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ [5, 6] ïîëó÷èì  

– óðàâíåíèÿ: 
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Ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 
çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè [7] 

 1 1 1 3 10,       0,        ;       0,        u x x→ ϕ → → +∞ ϕ → → − ∞ . (8) 

Âûøå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: 

 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2,      ,         (1 ),     S c S c c c e c= ρ = ρ = + χ χ = ε/ / / , 

 (1) (2) (2) (2) (1)
1 44 2 44 2 14 2 15 2 2 2 1 11,     ,     ,     ,     ,     c c c c d e e e e e= = = = = ε ε = ε/ , 

 
2 2

(2) (3)
2 11 3 11 2 2 2 2 2 2

1 2

,      ,      ,      e u
x x
∂ ∂′ε = ε ε = ε ϕ = ϕ − ∆ = +

∂ ∂
. (9) 

Íèæíèå èíäåêñû 1–3 îòíîñÿòñÿ ê ïîäëîæêå, ñëîþ è âàêóóìó ñîîòâåòñòâåí-
íî; 1S  è 2S  – ñêîðîñòè ñäâèãîâûõ îáúåìíûõ âîëí; 1χ  – êîýôôèöèåíò 

ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè äëÿ îáúåìíîé âîëíû; 1c  è 2c  – óïðóãèå ïîñòî-

ÿííûå; 2e  è 2d  – ïüåçîìîäóëè; 1 2 3,  ,  ε ε ε  – äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñ-

òè; 1ρ  è 2ρ  – ìàññîâûå ïëîòíîñòè; 2
′ϕ  – íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, 

âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç 2ϕ  è 2u . 
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è. Ïóñòü ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà 
ñëîÿ 1x h= −  ìåòàëëèçèðîâàíà, à ïîäëîæêà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîâîäíè-
êîì. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ìîæåò ïðîíèêàòü íè â âàêó-
óì, íè â ïîäëîæêó. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé 
êðàåâîé çàäà÷åé: 

– óðàâíåíèÿ 
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; (13) 

– óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè: 

 1 10,              u x→ → +∞ . (14) 

2. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïî-
âåðõíîñòíîé âîëíû. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (10)–(14) áóäåì èñêàòü â âèäå 
ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íàïðàâëåíèè îñè 2Ox , 
ñ óïðóãèì ñìåùåíèåì è ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì: 

 1 2 1( ) exp ( ),      u U x i px t h x= − ω − < < +∞ , 

 1 2 1( ) exp ( ),      0x i px t h xϕ = Φ − ω − < < , (15) 

ãäå ω  – ÷àñòîòà; p  – âîëíîâîå ÷èñëî; 1( )U x  è 1( )xΦ  – àìïëèòóäû ñìåùå-
íèÿ è ïîòåíöèàëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàòóõàíèÿ (14): 

 1 1( ) 0,            U x x→ → +∞ . (16) 

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî  

 0,          0pω > > , (17) 

à ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

 /V p= ω . (18) 

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â óðàâíåíèÿ (10), (11) è óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì çàòó-
õàíèÿ (16), ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå 

– â îáëàñòè 1 0x > : 

 1 01 1 1 2exp ( ( ) ) exp ( )u U p V x i px t= − β − ω ; (19) 

– â îáëàñòè 1 0h x− < < : 

 2 02 2 1 02 2 1 2exp ( ( ) ) exp ( ( ) ) exp ( )u U ip V x U ip V x i px t+ −= β + − β − ω[ ] , 

 2 02 1 02 1 2exp ( ) exp ( ) exp ( )px px i px t+ −ϕ = Φ + Φ − − ω[ ] . (20) 
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Çäåñü 01 02 02 02 02,  ,  ,  ,  U U U+ − + −Φ Φ  – ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäû; 1( )Vβ  è 

2( )Vβ  – êîýôôèöèåíòû çàòóõàíèÿ: 

 
2 2

1 22 2
1 2

( ) 1 ,         ( ) 1V VV V
S S

β = − β = − . (21) 

Èç óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ (16) ïðè 1x → +∞  ñëåäóåò, ÷òî 1( ) 0Vβ > . Îòñþ-
äà ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû: 

 10 LV S< < ,  (22) 

ñëåäîâàòåëüíî, ïàðöèàëüíàÿ âîëíà â ïîäëîæêå âñåãäà äîëæíà áûòü íåîäíî-
ðîäíîé. Âåëè÷èíà 2( )Vβ  ìîæåò áûòü êàê äåéñòâèòåëüíîé, òàê è ìíèìîé. Â 

ïåðâîì ñëó÷àå îíà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, òîãäà 2LV S> . Òîãäà â 
ñëîå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îäíîðîäíûå óïðóãèå âîëíû, èñïûòûâàÿ ïîëíîå 
âíóòðåííåå îòðàæåíèå îò îãðàíè÷èâàþùèõ ñëîè ïîâåðõíîñòåé (êàê è â ñëó-
÷àå îáû÷íîé âîëíû Ëÿâà). Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà 2( )Vβ  ìíèìàÿ 

(ò. å. 2LV S< ), â ñëîå áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íåîäíîðîäíûå óïðóãèå ïàð-
öèàëüíûå âîëíû, ïîðîæäàÿ âîëíû Ëÿâà ùåëåâîãî òèïà.  

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ (19), (20) òèïà (15) óðàâíåíèé (10), (11), óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (22), ñîñòîÿò èç îäíîé íåîäíîðîäíîé óïðóãîé âîëíû 
â ïîäëîæêå, äâóõ ýëåêòðîóïðóãèõ (îäíîðîäíûõ èëè íåîäíîðîäíûõ) âîëí â 
ñëîå, äâóõ íåîäíîðîäíûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ âîëí â ñëîå. Ñîâîêóïíîñòü 
óêàçàííûõ âîëí, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (12), (13), îáðàçó-
þò ñëîæíóþ ïÿòèïàðöèàëüíóþ ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó, êîòîðóþ è íàçûâàåì 
ýëåêòðîóïðóãîé. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (19), 20) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿõ (12), 
(13) è îáîçíà÷àÿ 

 2 /k ph h= = π λ , (23) 

ãäå k  – îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ; λ  – äëèíà âîëíû; p  – âîëíîâîå ÷èñ-
ëî, ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 
èñêîìûõ àìïëèòóä: 

 01 02 02 02 02 2 02 02,       ( ) 0U e U U+ − + − + −= Φ + Φ Φ + Φ + + = , 

 1 1 02 02 2 2 02 02 2 02 02( ) ( ) ( )c U U i c U U e+ − + − + −− β + = β − + Φ − Φ , 

 2 2
02 02 2 02 02( )i k i kk ke e e U e U e− β β+ − − + −Φ + Φ = − − , 

 2 2
2 2 02 02 2 02 02( ) ( ) 0i k i k k ki c U e U e e e e− β β+ − + − −β − + Φ + Φ = . (24) 

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (24) ïî-
ëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû 

 2 2( , ) sin ( ) ( , ) cos ( ) ( )A k V k V B k V k V C Vβ + β = , (25) 

ãäå îáîçíà÷åíî 

 2 2 2 2
2 2 1 1 2 2 2 2( , ) ch ( ) shA k V e e c k c e e k= β + β − , 

 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2( , ) (2 ch sh ),          ( ) 2B k V c e e k c k C V e e c= β − β = β . (26) 

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (25) íåÿâíî îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü 
ôàçîâîé ñêîðîñòè ýëåêòðîóïðóãîé âîëíû Ëÿâa îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû 
ñëîÿ k  è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñëîèñòîé ñèñòåìû. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ: äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàæåíèÿ 
(19), (20) ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé âîëíó Ëÿâà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû (25) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è èìåëî ðåøåíèå ( )LV V k= , óäîâëåòâîðÿþùåå íå-
îáõîäèìîìó óñëîâèþ (22) ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû. 
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2. Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîâåðõíîñòíîé 
âîëíû. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè çíà÷åíèå 2V S=  ðåøåíèåì äèñïåð-

ñèîííîãî óðàâíåíèÿ (25). Ïðè 2V S=  èìååì, ÷òî 2 0β = . Â ýòîì ñëó÷àå äèñ-

ïåðñèîííîå óðàâíåíèå (25) ïðèíèìàåò âèä 2 2( , ) ( )B k S C S= . Ñîãëàñíî (26) 

ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k . Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè k  äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå V =  

2S= . Îäíàêî ïðè 2V S=  èç óðàâíåíèé àìïëèòóä (24) ñëåäóåò, ÷òî îíè òîæ-
äåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíû ñ òàêîé ñêîðîñòüþ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ íå ñóùåñòâóþò. Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãîé õàðàêòåðíûé ñëó÷àé. 

Ïóñòü 1V S= . Òîãäà 1 1( ) 0Sβ = , à äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò 
âèä 

 2 2 2 2
2 2 1 2 2 2 1( ( ) ) sh sin ( )c S e e k k Sβ − β +  

 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 12 ( ) ch cos ( ) 2 ( )c e e S k k S c e e S+ β β = β . (27)  

Îòñþäà ïðè 0k =  ïîëó÷àåì òîæäåñòâî 2 2 2 2 1 2 2 2 2 12 ( ) 2 ( )c e e S c e e Sβ = β . Çíà÷èò, 

1V S=  ïðè 0k =  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (25) (ñëó-

÷àé 0k =  ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ ñëîÿ, êîãäà â ïîäëîæêå ðàñïðîñòðàíÿ-
þòñÿ îáúåìíûå âîëíû ñî ñêîðîñòüþ 1S ). 

Ïðè 0k ≠  äëÿ ñëîèñòûõ ñèñòåì ñ ìÿãêèì ñëîåì (ò. å. ïðè óñëîâèè 

2 1S S< ) âîëíîâàÿ êàðòèíà àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ âîëí Ëÿâà, à 

èìåííî: âîëíû Ëÿâà èìåþò ñêîðîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 2 LS S< <  

1S< , ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîÿ èç èíòåð-

âàëà (0, ]k ∈ ∞  ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ìîä âîëí Ëÿâà, ôàçîâûå ñêîðîñòè 

( ),  1, 2,nV V k n= =  , êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 

 1 2( ) ( ) ( )nV k V k V k< < < .  (28) 

Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ,  1,2,nk n =  , ïðè êîòîðûõ âîçíèêàþò íîâûå ìîäû, 

îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (27) ïðè óñëîâèè 1( ) 0Vβ = . Êàæäàÿ ìîäà íà÷è-

íàåòñÿ ñ îáúåìíîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1V S= =  

const=  ( 1( )n nV k S= ), ïðè÷åì äëÿ ïåðâîé ìîäû 1 0k = . Ïðè óâåëè÷åíèè ïà-

ðàìåòðà k  ñêîðîñòè âñåõ ìîä ìîíîòîííî óáûâàþò, ñòðåìÿñü àñèìïòîòè÷åñ-
êè ê ñêîðîñòè 2S  îáúåìíûõ ñäâè-

ãîâûõ âîëí â ñëîå ïðè k → ∞ . Â 
ïðåäåëå ïîëó÷àåì ñëó÷àé äâóõ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâ, êîãäà (ñëèÿíèåì 
âñåõ ìîä) ñîçäàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ 
òàê íàçûâàåìàÿ îáúåìíî-ïîâåðõ-
íîñòíàÿ âîëíà [5], êîòîðàÿ äîëæíà 
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 

2V S= . Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî âû-
øå, çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ òà-
êîãî âèäà. Ïîâåäåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ äëÿ ìîä âîëí Ëÿâà ïîêàçàíî 
íà ðèñ. 2. Ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ 2 1S S≥  (ñëó÷àé òâåðäîãî èëè ïðîìåæóòî÷-
íîãî ñëîÿ) ïîâåðõíîñòíûå âîëíû íå ñóùåñòâóþò. 

 

O 

V2(k) 

S2 

k1 = 0 

V 

k4 

S1 

k3 k2 k 

V3(k) V1(k) V4(k) 

 
Рис. 2 
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Ðàññìîòðèì ÷èñëîâûå ðàñ÷åòû äëÿ íåêîòîðûõ ñëîèñòûõ ñèñòåì. 
Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ðàññìàòðèâàåìûì ìàòåðèàëàì. Íà îñíîâàíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïî ôîð-
ìóëàì (9) âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ îáúåìíûõ ñêîðîñòåé 1S è 2S  (òàáë. 3). Äëÿ 
óäîáñòâà âûïîëíåí ïåðåõîä ê íîâûì âåëè÷èíàì: 

 10 10 2 10
1 1 2 2 2 2 2 210 ,       10 ,      / 10c a c a e e e b= ⋅ = ⋅ = ε = ⋅ , 

 2 7 2 7 2 7
1 1 2 210 ,       10 ,       10V x S S= ⋅ = α ⋅ = α ⋅ . (29) 

 
 Таблица 1 

Âåùåñòâî   
 

Ïîñòîÿííûå 

ÖÒÑ-4 
(ïüåçîêåðàìèêà) 

Zn O  
(îêèñü öèíêà) 

Cd S  
(ñóëüôèä êàäìèÿ) 

2Te O  
(îêèñü òåëëóðà) 

3BaTi O  
(òèòàíàò áàðèÿ) 

11c , Ïà 13.9 1010⋅  20.97 1010⋅  8.565 1010⋅  5.6 1010⋅  27.5 1010⋅  

12c , Ïà 7.8 1010⋅  12.11 1010⋅  5.32 1010⋅  5.1 1010⋅  17.9 1010⋅  

13c , Ïà 7.4 1010⋅  10.51 1010⋅  4.62 1010⋅  2.2 1010⋅  15.2 1010⋅  

33c , Ïà 11.5 1010⋅  21.09 1010⋅  9.36 1010⋅  10.6 1010⋅  16.5 1010⋅  

44c , Ïà 2.56 1010⋅  4.25 1010⋅  1.49 1010⋅  2.65 1010⋅  5.45 1010⋅  

66c , Ïà – – – 6.6 1010⋅  11.3 1010⋅  

ρ , êã/ì3 7.5 310⋅  5.676 310⋅  4.824 310⋅  6.00 310⋅  6.02 310⋅  

14e , Êë/ì2  – – 0.22 – 

15e , Êë/ì2 17.7 -0.59 -0.21 – 21.3 

31e , Êë/ì2 -5.2 -0.61 -0.24 – -2.65 

33e , Êë/ì2 15.1 1.14 0.44 – 3.64 

11ε , Ô/ì 650 1110−⋅  7.38 1110−⋅  7.99 1110−⋅  20 1110−⋅  1744 1110−⋅  

33ε , Ô/ì 560 1110−⋅  7.83 1110−⋅  8.44 1110−⋅  20 1110−⋅  97 1110−⋅  

 
 Таблица 2 

Âåùåñòâî 
 

Ïîñòîÿííûå 
Al  

(àëþìèíèé) 
Au  

(çîëîòî) 
Pt  

(ïëàòèíà) 
Si  

(êðåìåíü) 
W  

(âîëüôðàì) 
Be  

(áåðèëëèé) 

44c , Ïà 2.83 1010⋅  4.24 1010⋅  7.65 1010⋅  7.95 1010⋅  16.06 1010⋅  16.25 1010⋅  
ρ , êã/ì3 2.702 310⋅  19.3 310⋅  21.4 310⋅  2.329 310⋅  19.26 310⋅  1.848 310⋅  

 
 Таблица 3 

Ñêîðîñòè Ñêîðîñòè 
¹ Âåùåñòâî 

1S , ì/ñ 2S , ì/ñ ¹ Âåùåñòâî 
1S , ì/ñ 2S , ì/ñ 

1 ÖÒÑ-4 2588 – 6 Al  – 3240 

2 Zn O  2898 – 7 Au  – 1483 

3 Cd S  1789 – 8 Pt  – 1897 

4 2Te O  2097 – 9 Si  – 5840 

5 3BaTi O  3082 – 10 W  – 2881 

    11 Be  – 9375 
 
Â ýòîì ñëó÷àå èç (21), (22), (25), (26) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: 

 1 1 2 2 1( ) 1 / ,            ( ) / 1,      0x x x x xβ = − α β = α − < < α , (30) 

 2 2 2 2( , ) sin ( ) ( , ) ( ) cos ( ) ( )A k x k x B k x x k x C xβ + β β = β , (31) 
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ãäå 

 2 2
1 1 2 2( , ) ( ) ch ( / 1) shA k x a b x k a x b k= β + α − −[ ] ,  

 2 1 1 2( , ) 2 ch ( ) sh ,          2B k x a b k a x k C a b= − β =[ ] . 

Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå äàííûå, âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ âåëè÷èí 1 2, ,a a b , 

1 2,α α , êîòîðûå ïðèâåäåíû â òàáë. 4. 
 

 Таблица 4 
Ïîñòîÿííûå 

 

Âåùåñòâî 
2a  b  2α  1a  1α  

ÖÒÑ-4 5.04 2.48 0.67 – – 
Zn O  4.76 0.5 0.84 – – 

Cd S  1.55 0.06 0.32 – – 

2Te O  2.65 0 0.44 – – 

3BaTi O  5.72 2.60 0.95 – – 

Al  – – – 2.83 0.05 

Au  – – – 4.24 0.22 

Pt  – – – 7.65 0.36 

Si  – – – 7.95 3.41 

W  – – – 16.06 0.83 

Be  – – – 16.25 8.79 

 
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èñõîäíîå ðåøåíèå îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèåì (31) (ïðè 10 x< < α , êîãäà ïàðàìåòð k  ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0, )∞ ), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïðèâåäåíû â òàáë. 4.  
Àíàëèçèðóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðèõîäèì 

ê òàêîìó çàêëþ÷åíèþ: â ñëîèñòîé ñèñòåìå èç óïðóãèõ èçîòðîïíûõ ïîäëî-
æåê ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì êëàññîâ 6, 4, 6mm , 4mm , 622, 422, êîãäà 
ñâîáîäíûé êðàé ñëîÿ ìåòàëëèçèðîâàí, à ïîäëîæêà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì 
ïðîâîäíèêîì, êà÷åñòâåííàÿ âîëíîâàÿ êàðòèíà ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí Ëÿâà 
àíàëîãè÷íà ñëó÷àþ îáû÷íûõ âîëí Ëÿâà. 
 
 1. Äàíîÿí Ç. Í. Ïëîñêèå ìàãíèòîóïðóãèå âîëíû â àíèçîòðîïíûõ èäåàëüíî ïðîâî-

äÿùèõ ñðåäàõ // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2003. – 46, ¹ 3. – Ñ. 116–120. 
 2. Äàíîÿí Ç. Í., Äàíîÿí Í. Ç., Ìàíóêÿí Ã. À. Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîóïðóãèå âîë-

íû Ëÿâà â ñèñòåìå ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêîé è äèýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì 
(Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîé ñâÿçè) // Èçâ. 
ÍÀÍ ÐÀ. Ìåõàíèêà. – 2003. – 56, ¹ 4. – Ñ. 46–55. 

 3. Äàíîÿí Ç. Í., Äàíîÿí Í. Ç., Ìàíóêÿí Ã. À. Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîóïðóãèå âîë-
íû Ëÿâà â ñëîèñòîé ñèñòåìå ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêîé è òâåðäûì èëè 
ïðîìåæóòî÷íûì äèýëåêòðè÷åñêèì ñëîåì (Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ) // Ïðîáëåìû ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ òåë. – Åðåâàí: Ãèòóòþí, 
2003. – Ñ. 159–170. 

 4. Äàíîÿí Ç. Í., Äàíîÿí Í. Ç., Ìàíóêÿí Ã. À. Ïîâåðõíîñòíûå ýëåêòðîóïðóãèå âîë-
íû Ëÿâà äëÿ äâóõ ñëîåâ íà ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ïîäëîæêå // Èçâ. ÍÀÍ ÐÀ. Ìå-
õàíèêà. – 2001. – 54, ¹ 4. – Ñ. 22–25. 
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ПОВЕРХНЕВІ ЕЛЕКТРОПРУЖНІ ХВИЛІ ЛЯВА  
В ШАРУВАТІЙ СИСТЕМІ З ПРУЖНОЮ ІЗОТРОПНОЮ ПІДКЛАДКОЮ 
І П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИМ ШАРОМ 
 
Äîñë³äæóºòüñÿ ³ñíóâàííÿ ³ ïîâåä³íêà åëåêòðîïðóæíèõ õâèëü Ëÿâà â øàðóâàò³é 
ñèñòåì³, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ïðóæíî¿ ³çîòðîïíî¿ ï³äêëàäêè ³ ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî 
øàðó (êëàñ³â 6, 4, 6mm , 4mm , 622, 422) äîâ³ëüíî¿ òîâùèíè çàëåæíî â³ä ô³çèêî-
ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â ö³º¿ ñèñòåìè òà â³äíîñíî¿ òîâùèíè øàðó. Îòðèìàíî õà-
ðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ çàäà÷³, ÿêå º óòî÷íåííÿì àíàëîã³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç ðî-
áîòè [6]. Õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ øóêàíî¿ ïîâåðõíåâî¿ õâèë³ äîñë³äæåíî ó 
âèïàäêó, êîëè â³ëüíèé êðàé øàðó ìåòàë³çîâàíèé, à ï³äêëàäêà º ³äåàëüíèì ïðîâ³ä-
íèêîì. Ïîêàçàíî, ùî óìîâè ³ñíóâàííÿ, ñòðóêòóðà òà ïîâåä³íêà ìîä õâèëü Ëÿâà 
ïîä³áí³ äî êëàñè÷íîãî âèïàäêó õâèëü Ëÿâà. Íàâåäåíî ãðàô³êè äèñïåðñ³éíèõ êðèâèõ. 
Äëÿ äåÿêèõ ìàòåð³àë³â âèêîíàíî ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè.  
 
SURFACE ELECTROELASTIC LOVE WAVES  
IN LAYERED SYSTEM WITH ISOTROPIC ELASTIC  
SUBSTRUCTURE AND PIEZOELECTRIC LAYER 
 
The article investigates the existence and behavior of Love surface electroelastic waves 
in a layered system with isotropic elastic substructure and a soft piezoelectric layer of 
the class 6, 4, 6mm , 4mm , 622, 422 with finite arbitrary thickness, depending on the 
physico-mechanical properties of the system. The characteristic equation of the surface 
wave is investigated in the case when free boundary of the layer is metallized and the 
substructure is a fine electric. It is shown that the existence, the structure and the beha-
vior of Love waves are similar to the classic events. The qualitative graphs of dispersion 
curves are presented.  
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