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ДИФРАКЦІЯ SH-ХВИЛЬ ТОНКИМ ПРЯМОЛІНІЙНИМ ТУНЕЛЬНИМ 
ВКЛЮЧЕННЯМ НИЗЬКОЇ ЖОРСТКОСТІ В ПІВПРОСТОРІ 
 

Äîñë³äæóþòüñÿ íàïðóæåííÿ ïîáëèçó êðà¿â ïðÿìîë³í³éíîãî òîíêîãî òóíåëü-
íîãî âêëþ÷åííÿ çì³ííî¿ òîâùèíè òà íèçüêî¿ æîðñòêîñò³, ùî çíàõîäèòüñÿ ó 
ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³. Ïðóæíà ñèñòåìà ïåðåáóâàº â óìîâàõ ïîçäîâæíüîãî 
çñóâó ïðè ä³¿ íà íå¿ ïëîñêî¿ SH-õâèë³. Ìåòîäèêà ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñ-
òàíí³ ìåòîäó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òà ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ 
ìíîãî÷ëåí³â. 

 
 Âçàºìîä³ÿ ïðóæíèõ õâèëü ç òîíêèìè ïðóæíèìè âêëþ÷åííÿìè ïåðå-
âàæíî ðîçãëÿäàëàñü çà óìîâè, ùî íåîäíîð³äí³ñòü çíàõîäèòüñÿ â íåîáìåæå-
íîìó ñåðåäîâèù³. Â öüîìó çâ’ÿçêó ñë³ä çãàäàòè, íàïðèêëàä, ïðàö³ [3, 4, 5, 6, 
9, 10], äå ðîçãëÿäàëèñü òàê³ çàäà÷³ ïðè ð³çíèõ îáìåæåííÿõ íà ïðóæí³ âëàñ-
òèâîñò³ òîíêîãî äåôåêòó, à òàêîæ â³äïîâ³äí³ ñòàòè÷í³ çàäà÷³ (äèâ., íàïðè-
êëàä, îãëÿä [7]). Ùîäî ðîçãëÿíóòî¿ íèæ÷å çàäà÷³, òî òóò íåîáõ³äíî â³äì³òèòè 
ðîáîòó [11], äå ðîçãëÿäàëîñÿ ðîçñ³ÿííÿ SH-õâèëü íà ïðÿìîë³í³éí³é òóíåëü-
í³é òð³ùèí³ â ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³. Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ 
àíàëîã³÷íà çàäà÷à, êîëè ðîçñ³þâà÷åì º òîíêå ïðÿìîë³í³éíå òóíåëüíå âêëþ-
÷åííÿ çì³ííî¿ òîâùèíè òà íèçüêî¿ æîðñòêîñò³. Ïðîàíàë³çîâàíî âïëèâ ïðóæ-
íèõ âëàñòèâîñòåé òîíêî¿ íåîäíîð³äíîñò³, ¿¿ ôîðìè òà ãëèáèíè çàëÿãàííÿ íà 
ôîðìóâàííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàëåæíîñòåé óçàãàëüíåíèõ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü ïîáëèçó êðà¿â äåôåêòó. 

Ðîçãëÿíåìî îäíîð³äíå íàï³âîáìåæåíå ñåðåäîâèùå  2 1,  x H x≤ ≤ ∞  ç 

ìîäóëåì çñóâó µ  ³ ãóñòèíîþ ρ , ó ÿêîìó â óìîâàõ ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî 

êîíòàêòó çíàõîäèòüñÿ òîíêå ïðóæíå âêëþ÷åííÿ ç ïàðàìåòðàìè 0 0,µ ρ , ùî 

çàéìàº îáëàñòü   1 2 1 2 1( , ) : ,  2 ( )W x x x a x h xε = ≤ ≤{ }  (òóò ( )h x  ³ 2a  – òîâ-

ùèíà òà äîâæèíà íåîäíîð³äíîñò³; 1 2Ox x  – äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, 

1 2( , )x x=x ). Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî ïðóæíà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ ïî-
çäîâæíüîãî çñóâó ïðè óñòàëåíèõ ¿¿ êîëèâàííÿõ. Ðîçãëÿäàºòüñÿ âèïàäîê 
âêëþ÷åííÿ ìàëî¿ æîðñòêîñò³, òîáòî 0 1/γ = µ µ = γ ε , 1 constγ =  ïðè 0ε →  

(
 1

1
1 max ( )

x a
h x

a <
ε =  – ìàëèé áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçóº ìàëó 

â³äíîñíó òîâùèíó âêëþ÷åííÿ). Ó öüîìó âèïàäêó ïðóæíî-äèíàì³÷íà âçàºìî-
ä³ÿ ñêëàäîâèõ êîìïîçèòó íàáëèæåíî ìîäåëþºòüñÿ óìîâàìè ñïðÿæåííÿ [2, 9] 

 1 1 1 1
1

2 2 2

( ) ( , 0) ( , 0) ( , 0)
( ) ,           

h x u x u x u x
x

x x x
∂ ∂ + ∂ −

Φ = =
γ ∂ ∂ ∂

, 

 1 1 1 1 2( ) ( , 0) ( , 0),      ,     0x u x u x x a xΦ = + − − < = , (1) 

äå ( )u x  – ïîâíå ïîëå çì³ùåíü â ìàòðèö³; 1( )xΦ  – ¿õ ñòðèáîê íà ñåðåäí³é 
ë³í³¿ íåîäíîð³äíîñò³. Ïðèïóñêàºòüñÿ òàêîæ, ùî ïîâåðõíÿ ï³âïðîñòîðó â³ëüíà 
â³ä íàïðóæåíü: 

  

1 2
1 2

2

( , )
0,         ,     

u x x
x x H

x
∂

= < ∞ =
∂

. (2) 

Íà âêëþ÷åííÿ íàá³ãàº ïëîñêà SH-õâèëÿ  

 in
0 2 1 in 2 in( ) exp ( cos sin )u u ik x x= θ + θx [ ]  (3) 

( inθ  – êóò ïàä³ííÿ õâèë³ íà äåôåêò; 2k  – õâèëüîâå ÷èñëî ïîïåðå÷íèõ õâèëü 
â ìàòðèö³). 
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 Çì³ùåííÿ â ìàòðèö³ ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ 

 in r s( ) ( ) ( ) ( )u u u u= + +x x x x , (4) 

 r
0 2 1 in 2 in( ) exp ( cos ( 2 ) sin )u u ik x x H= θ − − θx [ ] , 

äå r ( )u x  – ïëîñêà õâèëÿ, â³äáèòà â³ä ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó áåç âêëþ÷åííÿ, 

ñêëàäîâà s ( )u x  âðàõîâóº íàÿâí³ñòü äåôåêòó, çàäîâîëüíÿº íóëüîâ³ ãðàíè÷í³ 
óìîâè íà ïîâåðõí³ ìàòðèö³ òà â³äïîâ³äí³ óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ. 
 Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³ ñêîðèñòàºìîñü ï³äõîäîì [3, 9], çã³äíî ç ÿêèì 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (1)–(4) ìîæíà ïîäàòè ó âè-
ãëÿä³ 

  
2 2 1( ) ( )s

0 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ,   ,   0ik x ik x i xu u A e A e e d x x
∞

η − η η

−∞

= η + η η < ∞ ≥∫x [ ] , 

  

s
0 3 1 2 1 2( ) ( ) exp ( ) ,   ,   0u u A i x ik x d x x

∞

−∞

= η η − η η < ∞ ≤∫x [ ] ; (5) 

 1 2 1
0

1( ) ( ) exp ( ) ,       ( ) ( ) exp 2 ( )
4

a

a

A x i x dx A A ik H
u

−

η = Φ − η η = η η
π ∫ [ ] , 

 3 2 1( ) ( ) ( )A A Aη = η − η ; 

     

2 2
2 2 2( ) ;    Re ( ) 0,   ;   Im ( ) 0,    k k k k k kη = − η η > η < η > η > . 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è çîáðàæåííÿ (4), (5) â óìîâó ñïðÿæåííÿ (1), îòðèìàºìî 
³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 1( )xΦ : 

    1 1 2 1 2 1 1( ) ( ) ( ),         
a

a

x q p k x p dp q x x a
−

Φ + Φ − = <∫ K( ) ; (6) 

 0 2 0
1( ) ( ) 1 exp 2 ( ) exp ( ) ,   ,   
2

Hz h i z d ak h
a

∞

−∞

= γ α − − ωγ α α α ω = =
π ∫K ( )[ ] ; 

   

2( ) 1,      Im ( ) 0,     1,     Re ( ) 0,     1γ α = α − γ α ≤ α ≤ γ α ≥ α ≥ ; 

 2
1 2 1

1 ( )
2

q k h x= −
γ

, 

 1
2 1 2 1 in 2 1 in 0 in( ) ( ) sin exp ( cos ) 1 exp (2 sin )q x ik h x ik x i h−= γ θ θ − ω θ[ ] . 

 Çàäàìî òîâùèíó âêëþ÷åííÿ ó âèãëÿä³ 

 1 1
1( ) 1 1

x x
h x a

a a

+ −δ δ
   = ε − +   
   

. 

Òîä³ ôóíêö³þ 1( )xΦ  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ðîçâèíåííÿ çà ïîë³íîìàìè 
ßêîá³ [4, 5] 

 ( , )1 1 1
1 0

0

( ) 1 1 m m
m

x x x
x u a P

a a a

+ −
+ −

ν ν ∞
ν ν

=

     Φ = − +     
     ∑ , (7) 

äå 
0.5, 0 1,

     1.
±

±
± ±

≤ δ <
ν = 

δ δ >
 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ï³äõ³ä, âèêëàäåíèé â [3, 9], ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (6), (7) 
îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü áåçìåæíîãî ïîðÿäêó äëÿ 
âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â ðîçâèíåííÿ (7), ÿêó ðîçâ’ÿçóºìî ìåòî-
äîì ðåäóêö³¿ 
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 , , , ,
0

,         0,1,2, ,          m n m n n m n m n m
m

a A b n A B C
∞

=

= = = +∑  , 

  

1
1/2 1/2 ( , )

,
1

1 (1 ) (1 ) ( ) ( )n m m nB p p P p U p dp+ + − − + −ν + −δ ν + −δ ν ν

−

= − +
π ∫ , 

  

1 1
, 1 , ,

0

( 1) ( 1) n
n m m nC n i B I

∞
− −

=

= ωγ + +∑ 
 


 , 

 
1

( , )1
,

1

1 (1 ) (1 ) ( )m mB p p P U p dp+ − + −ν ν ν ν

−

= − +
π ∫  , 

 2
, 0 1 1

1 ( ) 1 exp ( 2 ( ) ( ) ( )
2n k n kI h J J d

∞
−

+ +
−∞

= γ α − − ωγ α ωα ωα α α∫ [ ] , 

 
1

0 in in in( 1) 1 exp (2 sin ) cos cosn
n nb n i i h J

−= + − ω θ ω θ ω θ( )( )[ ] . 

Óçàãàëüíåí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü âèçíà÷èìî ñï³ââ³ä-
íîøåííÿì 

 
1

( , )1 1
0 1

0

( ) lim 1 ( ) 2 ( 1)m m
x a m

x
K u x a P

a

±
+ −

−ν ∞
ν ν ν± −

→± =

 ω = Φ = ± 
  ∑ . 

 Íà ðèñ. 1–3 çîáðàæåíî ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ âåëè÷èíè 0 ( )K ω =  
1

0 in( ) 1 exp (2 sin )K i h
−+= ω − ω θ[ ] , îá÷èñëå-

í³ ïðè in 90θ = °  äëÿ 1 0γ = , 0.7, 1, 2. Ðîç-
ðàõóíêè, ïîäàí³ íà ðèñ. 1, âèêîíàíî äëÿ 
âêëþ÷åíü ïîñò³éíî¿ òîâùèíè ( 0±δ = , ±ν =  

0.5= ) ïðè ìàëèõ ãëèáèíàõ çàëÿãàííÿ 
äåôåêòó. Â öüîìó âèïàäêó ó ñïåêòðàõ 
ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ðÿä ìàêñèìóì³â êîåô³ö³-

ºíòà 0 ( )K ω , ÿê³ ìàþòü ðåçîíàíñíèé õà-

ðàêòåð. ×èñëîâèé àíàë³ç çì³íè ôàç 

( )K± ω , ïðîâåäåíèé çã³äíî ç âèêëàäåíèì 
âèùå àëãîðèòìîì, ñâ³ä÷èòü, ùî ö³ ðåçî-
íàíñè âèíèêàþòü çà ðàõóíîê êîëèâàíü 
òîíêî¿ ïëàñòèíè  1x a≤ , 20 x H≤ ≤  ïðè 

æîðñòêîìó çàêð³ïëåíí³ ¿¿ á³÷íèõ ïîâåð-
õîíü. Öå ÿâèùå ìîæíà ïîÿñíèòè, 
ñêîðèñòàâøèñü ï³äõîäîì [1, 8]. Òàê, ïðè 

1 0.1γ ≤  òà 0 0.5h ≤  ðîçì³ùåííÿ ìàêñèìó-

ì³â rω  ó ñïåêòðàõ íàáëèæåíî âèçíà÷à-

þòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè r   ( 1)
2

n nπω ≈ ≥ . 

Àíàëîã³÷íî ôîðìóþòüñÿ ïðè ìàëèõ 0h  

äèôðàãîâàí³ õâèëüîâ³ ïîëÿ ó âèïàäêó íå-
êîðåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ó íàïðóæåííÿõ 
ïîáëèçó ê³íö³â äåôåêòó. Ïðî öå ñâ³ä÷èòü 
îäíàêîâå ðîçì³ùåííÿ ìàêñèìóì³â ó ñïåêòðàõ, ïîäàíèõ íà ðèñ. 1 òà 2 (íà 
ðèñ. 2 ïîêëàäåíî in 90θ = ° , 2± ±δ = ν = ). 
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Рис. 1 
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 Рис. 2 Рис. 3 

 Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà 0K  ïðè âåëèêèõ 

ãëèáèíàõ çàëÿãàííÿ íåîäíîð³äíîñò³. Òóò ïîêëàäåíî in 90θ = ° , 0±δ = , ±ν =  

0.5= . Àíàë³ç çàëåæíîñòåé ïðè òàêèõ 0h  ñâ³ä÷èòü, ùî ìàêñèìóìè ( )K± ω  íå 

íîñÿòü ðåçîíàíñíîãî õàðàêòåðó, à ïîÿñíþþòüñÿ ³íòåðôåðåíö³ºþ õâèëü, ïå-
ðåâ³äáèòèõ ì³æ âêëþ÷åííÿì ³ ïîâåðõíåþ ï³âïðîñòîðó, òà õâèëü, äèôðàãîâà-
íèõ êðàÿìè íåîäíîð³äíîñò³. 
 ²ç ðåçóëüòàò³â, íàâåäåíèõ íà ðèñ. 1–3, âèïëèâàº, ùî çá³ëüøåííÿ æîðñò-
êîñò³ ìàòåð³àëó âêëþ÷åííÿ ïðèçâîäèòü äî ïîíèæåííÿ ð³âíÿ êîíöåíòðàö³¿ 
íàïðóæåíü ïîáëèçó êðà¿â âêëþ÷åííÿ. Ïðè 0.5±ν =  ( 0 1±≤ δ < ) ó êîðîòêî-
õâèëüîâ³é îáëàñò³ âïëèâ æîðñòêîñò³ ìàòåð³àëó íåîäíîð³äíîñò³ íà âåëè÷èíó 

êîåô³ö³ºíòà ( )K± ω  í³âåëþºòüñÿ. 
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ДИФРАКЦИЯ SH-ВОЛН ТОНКИМ ПРЯМОЛИНЕЙНЫМ ТУННЕЛЬНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ  
МАЛОЙ ЖЕСТКОСТИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 
 
Èññëåäóþòñÿ íàïðÿæåíèÿ âîçëå êðàåâ ïðÿìîëèíåéíîãî òîíêîãî òóííåëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ ïåðåìåííîé òîëùèíû è ìàëîé æåñòêîñòè, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â óïðóãîì 
ïîëóïðîñòðàíñòâå. Óïðóãàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ ïðîäîëüíîãî ñäâèãà 
ïðè äåéñòâèè íà íåå ïëîñêîé SH-âîëíû. Ìåòîäèêà áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè 
ìåòîäà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ìåòîäà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ. 
 
DIFFRACTION OF SH–WAVES BY THIN PLANE TUNNEL INCLUSION  
OF LOW RIGIDITY IN HALF-SPACE 
 
The stresses near the edges of a thin plane tunnel inclusion of variable thickness and 
low rigidity that is in elastic half-space is studied. The elastic system is under the con-
ditions of antiplane shear under the influence of a plane SH-wave. The procedure is 
based on utilization the method of singular integral equations and the method of ortho-
gonal polynomials. 
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