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ПРО АЛГОРИТМ П. Ф. ПАПКОВИЧА У МЕТОДІ ОДНОРІДНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ 
ДЛЯ ДВОВИМІРНОЇ БІГАРМОНІЧНОЇ ЗАДАЧІ У ПРЯМОКУТНІЙ ОБЛАСТІ 
 

Âèêëàäåíî îñíîâí³ àñïåêòè àëãîðèòìó Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à ó ìåòîä³ îäíîð³äíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â äëÿ äâîâèì³ðíî¿ á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³ ó ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³. Çðîá-
ëåíî êîðîòêèé ³ñòîðè÷íèé íàðèñ ïî÷àòêîâîãî åòàïó öüîãî ìåòîäó. ×èñåëüíî 
äîñë³äæåíî òèïîâèé ïðèêëàä åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó. 

 
«×èòàííÿ îðèã³íàëüíèõ òâîð³â äàº òîìó, 
õòî âèâ÷àº áóäü-ÿêèé ïðåäìåò, âåëè÷åçíó 
ïåðåâàãó, àäæå íàóêà çàâæäè íàéïîâí³øå 
çàñâîþºòüñÿ ó ñòàä³¿ çàðîäæåííÿ» 

 Ä. Ê. Ìàêñâåëë (1873) [5, ñ. 15] 
 
 Âñòóï. Ïîíàä 60 ðîê³â òîìó âèäàòíèé ôàõ³âåöü ó ãàëóç³ áóä³âåëüíî¿ ìå-
õàí³êè êîðàáëÿ ³íæåíåð-êîíòð-àäì³ðàë Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ îïóáë³êóâàâ ñòàòò³ 
[7, 8], ó ÿêèõ çàïðîïîíóâàâ îðèã³íàëüíèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâî-
âèì³ðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà òåîð³¿ òîíêèõ ïëàñòèí äëÿ ïðÿìîêóòíèõ 
îáëàñòåé (÷è ï³âñìóãè ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó). Ó öèõ ïðàöÿõ, îäíàê, áóëè 
â³äñóòí³ áóäü-ÿê³ êîíêðåòí³ ÷èñëîâ³ äàí³, ÿê³ ìîæíà áóëî á îòðèìàòè íà 
îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó, îêð³ì çàãàëüíî¿ îö³íêè ìîæëèâîñò³ çàñòî-
ñóâàííÿ ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà ïðè ñèëîâîìó ñàìîçð³âíîâàæåíîìó íàâàíòà-
æåíí³ òîðö³â ïðÿìîêóòíèêà. Íàéá³ëüø ö³êàâèì, íà íàø ïîãëÿä, º â³äñóòí³ñòü 
³ íà ñüîãîäí³ òàêèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â íà îñíîâ³ àëãîðèòìó Ïàïêîâè÷à, 
íåçâàæàþ÷è íà àêòèâíå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â (äèâ. 
[11, 20, 21] äëÿ äåòàëüíîãî îãëÿäó ðîá³ò ó öüîìó íàïðÿìêó). Ìåòà ö³º¿ ðî-
áîòè é ïîëÿãàº â îòðèìàíí³ äåÿêèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â äëÿ òèïîâèõ çàäà÷ 
ïðî íàâàíòàæåííÿ ïðóæíî¿ ï³âñìóãè, îïèðàþ÷èñü íà ÷³òêèé âèêëàä àëãî-
ðèòìó, ÿêèé íàâåäåíî â [7, 8]. 
 Ïî÷àòêîâà ³ñòîð³ÿ ìåòîäó îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Äâîâèì³ðí³ çàäà÷³ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà òåîð³¿ çãèíó ïëàñòèí äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ 0 x< <  , 

b y b− < <  ç â³ëüíèìè â³ä ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü àáî æîðñòêî çàêð³ïëåíèìè 

ñòîðîíàìè y b= ±  â³äïîâ³äíî òà äîâ³ëüíèì íàâàíòàæåííÿì òîðö³â 0x = , 

x =   ìîæóòü áóòè çâåäåí³ ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíîãî îäíîð³äíîãî ÷è 
íåîäíîð³äíîãî á³ãàðìîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ äëÿ îäí³º¿ ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ (ôóíê-
ö³¿ íàïðóæåíü Åð³ àáî ïðîãèíó ïëàñòèíè) äî ïðîáëåìè ðîçâèíåííÿ äâîõ 
ä³éñíèõ çàäàíèõ ôóíêö³é çà ñèñòåìîþ êîìïëåêñíèõ íåîðòîãîíàëüíèõ ôóíê-
ö³é â³ä y  (òàê çâàíèõ «îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â»), ÿê³ çàëåæàòü â³ä êîìïëåêñ-
íèõ êîðåí³â äåÿêîãî òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ. 
 Ïðîáëåìà ðîçâèíåííÿ îäí³º¿ ä³éñíî¿ ôóíêö³¿ ( )f y  ó ðÿä çà çàäàíîþ 

ñèñòåìîþ ä³éñíèõ ôóíêö³é ( , )kyϕ λ : 

 ( ) ( , )k k
k

f y C y= ϕ λ∑ , (1) 

äå kλ  – (ïðîñòèé) êîð³íü òðàíñöåíäåíòíîãî ð³âíÿííÿ ( ) 0∆ λ = , òà â³äøóêàí-

íÿ âèðàç³â äëÿ íåñê³í÷åííîãî íàáîðó ä³éñíèõ êîåô³ö³ºíò³â kC  â³äîìà ùå ç 

÷àñ³â Åéëåðà òà Ôóð’º. 
 Ó âèïàäêó êîëèâàíü ñòðóíè ãåí³àëüíà äóìêà Åéëåðà ïðî â³äøóêàííÿ 
ñèñòåìè ôóíêö³é ( , )kyχ λ , îðòîãîíàëüíî¿ äî ñèñòåìè ( , )kyϕ λ , ïðè âèêîðèñ-

òàíí³ ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( , ) ( , ) ( , )
b b

k k k k
b b

f y y dy C y y dy
− −

χ λ = ϕ λ χ λ∫ ∫  
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ïðèâåëà äî çàñíóâàííÿ òåîð³¿ îðòîãîíàëüíèõ ôóíêö³é, ÿêà âæå äàëà íàóö³ 
íèçêó ÷óäîâèõ ðåçóëüòàò³â. Ïåâíèì íåäîë³êîì öüîãî ï³äõîäó º â³äñóòí³ñòü ó 
çàãàëüíîìó âèïàäêó àëãîðèòìó ïîáóäîâè ôóíêö³¿ ( , )kyχ λ  çà çàäàíèì âèðà-

çîì ôóíêö³é ( , )kyϕ λ  òà ( )∆ λ . 

²íøèé àíàë³òè÷íèé ï³äõ³ä äî â³äøóêàííÿ êîåô³ö³ºíò³â kC  ó ð³âíîñò³ (1) 

áóâ çàïðîïîíîâàíèé Êîø³ [13] òà ñóòòºâî ðîçâèíåíèé Ôàéëîíîì [16]. Öåé 
ï³äõ³ä îïèðàºòüñÿ íà òåîð³þ ëèøê³â ³ ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ (çà ñïåö³àëüíèì 
àëãîðèòìîì) ìåðîìîðôíî¿ ôóíêö³¿ ( )F z  â³ä êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ z  çà äî-

ñèòü çàãàëüíîãî âèãëÿäó ôóíêö³é ( , )y zϕ , ( )z∆  òà ïîë³íîìà ( )f y . Ôóíêö³ÿ 

( )F z  ìàº ºäèíèé ïîëþñ ó òî÷ö³ 0z =  òàêèé, ùî  

 
0

( ) ( , )
Res ( )

( )z

F z y z
f y

z=

ϕ
= −

∆
. 

Òàêèì ÷èíîì, Ôàéëîí îòðèìàâ óæå â³äîì³ ðîçâèíåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
ôóíêö³é òà ôóíêö³é Áåññåëÿ çà âèêîðèñòàííÿ ëèøå ä³éñíèõ êîðåí³â ïåâíèõ 
òðàíñöåíäåíòíèõ ð³âíÿíü. Âàæëèâî, ùî â óñ³õ éîãî ïðèêëàäàõ ôóíêö³ÿ ϕ  
ìàëà ëèøå îäèí àðãóìåíò yz . 
 Ïðîáëåìà ðîçâèíåííÿ ó ðÿäè äâîõ ä³éñíèõ ôóíêö³é, ç ÿêîþ ìàºìî 
ñïðàâó ó âèïàäêó á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³, âèÿâèëàñÿ 
íàáàãàòî ñêëàäí³øîþ. ²ñíóº åëåãàíòíèé àíàë³òè÷íèé ï³äõ³ä äî ö³º¿ ïðîáëåìè, 
ÿêèé º ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íîãî ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè 
ðîçâèíåííÿ çà âëàñíèìè ñêàëÿðíèìè ôóíêö³ÿìè. Äëÿ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñ-
ò³ öåé ï³äõ³ä áóâ çàïî÷àòêîâàíèé ó 1904 ðîö³ ó ôóíäàìåíòàëüíîìó ìåìóàð³ 
Äóãîëà [14]. Ìàéæå ö³ëêîì ïðèñâÿ÷åíà ïðîáëåìàì ð³âíîâàãè ïðóæíîãî òîâ-
ñòîãî øàðó, ÿê³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ó öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ, öÿ ðîáîòà 
ìàëà êîðîòåíüêèé ðîçä³ë, ïðèñâÿ÷åíèé çàäà÷³ ïðî ïëîñêó äåôîðìàö³þ øàðó 
y b<  (òóò âèêîðèñòîâóºìî íàø³ ïîçíà÷åííÿ). Áóëî â³äçíà÷åíî, ùî àíòèñè-

ìåòðè÷íà çà y  ñèñòåìà íàïðóæåíü 

 (3 ch 2 ) sh 2 chi x
x ie b y y yσ = − +æ æ æ æ æ[ ] , 

 (1 ch 2 ) sh 2 chi x
y ie b y y yσ = + −æ æ æ æ æ[ ], 

 (1 ch 2 ) ch 2 shi x
xy e b y y yτ = − +æ æ æ æ æ[ ]  (2) 

çàëèøàº ñòîðîíè y b= ±  øàðó â³ëüíèìè â³ä íîðìàëüíèõ òà äîòè÷íèõ íà-
ïðóæåíü, ÿêùî æ  º êîðåíåì ð³âíÿííÿ  

 sh 2 2 0b b− =æ æ . (3) 

Äóãîë äîâ³â, ùî 0b =æ  º ïîòð³éíèì êîðåíåì ð³âíÿííÿ (3) ³ ùî âñ³ ³íø³ êî-
ðåí³ º êîìïëåêñíèìè òà ðîçì³ùåí³ ñèìåòðè÷íî ÷åòâ³ðêàìè íà êîìïëåêñí³é 
ïëîùèí³ æ . Â³í òàêîæ âñòàíîâèâ àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó êîæíî¿ ÷åòâ³ðêè 

êîðåí³â 1( ) ln (4 )
2 4rb r i r π ± π + π ± π + 

 
æ  äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ³íäåêñó r . 

 Äàë³ Äóãîë ïðèðîäíî çâåðíóâñÿ äî íàï³âáåçìåæíî¿ ñìóãè 0x > , y <  

b< , íà òîðö³ 0x =  ÿêî¿ ä³º ñèñòåìà íîðìàëüíèõ ( )P y  òà äîòè÷íèõ ( )Z y  
çóñèëü, ÿê³ â³äïîâ³äíî º íåïàðíîþ òà ïàðíîþ ôóíêö³ÿìè â³ä y  òà çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâè ñòàòè÷íî¿ ð³âíîâàãè çà ³íòåãðàëüíèìè çíà÷åííÿìè çãèíàëüíîãî 
ìîìåíòó òà ïåðåð³çóâàëüíî¿ ñèëè: 

 ( ) 0,        ( ) 0
b b

b b

P y y dy Z b dy
− −

= =∫ ∫ . 

Çã³äíî ç ïîäàííÿì (2) ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ìîæíà øóêàòè ó 
âèãëÿä³ ðÿä³â ç êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè rC  òàêèõ, ùî îäíî÷àñíî âèêî-
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íóþòüñÿ äâ³ ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíîñò³ 

 (3 ch 2 ) sh 2 ch ( )r r r r r
r

i C b y y y P y− + =∑ æ æ æ æ[ ] , 

 (1 ch 2 ) ch 2 sh ( )r r r r r
r

C b y y y Z y− + =∑ æ æ æ æ[ ] , (4) 

ó ÿêèõ ï³äñóìîâóâàííÿ çä³éñíþºòüñÿ çà ïàðàìè êîðåí³â (3) ç Im 0r >æ . 
Äóãîë, îäíàê, íå çàïðîïîíóâàâ æîäíîãî àëãîðèòìó äëÿ çíàõîäæåííÿ öèõ 
êîåô³ö³ºíò³â ç äâîõ ðîçâèíåíü (4). 
 Ôàéëîí [16] ïåðøèì çâåðíóâñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ íåçâè÷íî¿ äëÿ êëà-
ñè÷íî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè çàäà÷³. Óçàãàëüíèâøè ñâ³é ï³äõ³ä íà âèïàäîê, 
êîëè ñèñòåìà ôóíêö³é ( , )kyϕ λ  çàëåæèòü íå â³ä äîáóòêó kyλ , à îêðåìî â³ä 

y  òà â³ä kλ , â³í çì³ã âèðàçèòè ÿâíî (òà ºäèíèì ÷èíîì, ÿê â³í ãàäàâ, äèâ. 

[21] äëÿ ïîâí³øîãî îãëÿäó öüîãî ïèòàííÿ) êîåô³ö³ºíòè rC  çà äîïîìîãîþ ëè-

øå îäíîãî (ïåðøîãî) ð³âíÿííÿ (4) äëÿ ïîë³íîìà ( )P y . Ôàéëîí òàêîæ íàâ³â 
ïðèêëàä òàêîãî ðîçâèíåííÿ 

 3 2
2

ch sh3 1 (2 coth )
5 sh sh

r r
r r r

r rr r

y y
y yb b y b b

b b
 − = − + −  ∑

æ æ
æ æ æ

æ ææ
, (5) 

ó ÿêîìó ñóìà áåðåòüñÿ äëÿ Im 0r >æ . (Åêâ³âàëåíòí³ñòü ôóíêö³é ó (4) ³ (5) 
ëåãêî äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ð³âíÿííÿ (3).) 
 Òàêèé ïàðàäîêñàëüíèé ìàòåìàòè÷íèé ðåçóëüòàò ïðî íåîáõ³äí³ñòü ëèøå 
îäí³º¿ ãðàíè÷íî¿ óìîâè äëÿ íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ïðè äîâ³ëüíîìó äî-
òè÷íîìó íàâàíòàæåíí³ íà òîðö³ éìîâ³ðíî çäàâàâñÿ Ôàéëîíó (à â³í àêòèâíî 
ïðàöþâàâ ó ìåõàí³ö³ òà ïðèêëàäí³é ìàòåìàòèö³, áóâ îäíèì ³ç çàïðîâàäæó-
âà÷³â ôîòîïðóæíîñò³, äèâ. [22] äëÿ äåòàëüíèõ ïîñèëàíü) òà ³íøèì ó÷åíèì ó 
ö³é ãàëóç³ íàñò³ëüêè íåçâè÷íèì, ùî ïóáë³êàö³é, ïðèñâÿ÷åíèõ ìåòîäó îäíî-
ð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â (òàê éîãî ï³çí³øå íàçâàâ À. ². Ëóðüº [4]), íå áóëî óïðî-
äîâæ íàñòóïíèõ 33 ðîê³â! 
 Ëèøå â 1940 ðîö³ öåé ï³äõ³ä áóëî íåçàëåæíî ïåðåâ³äêðèòî òà âèêëàäå-
íî ó ñòàòòÿõ Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à [8] ³ Ôàäëå [15] ïðè ðîçãëÿä³ ïëîñêèõ çàäà÷ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà. Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ ó ñòàòò³ [7] â þâ³ëåé-
íîìó íîìåð³, ïðèñâÿ÷åíîìó àêàäåì³êó Á. Ã. Ãàëüîðê³íó (ç êîòðèì ó íüîãî, çà 
ñâ³ä÷åííÿì Â. Â. Íîâîæèëîâà [6, ñ. 76], áóëè íàïðóæåí³ ñòîñóíêè, ÿê³ ïåðå-
éøëè ó âçàºìíó íåïðèÿçíü), ðîçãëÿíóâ òàêîæ çàäà÷ó ïðî çãèí òîíêî¿ ïðÿ-
ìîêóòíî¿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíêè ç äâîìà æîðñòêî çàùåìëåíèìè ñòîðîíàìè 
y b= ± , íàâàíòàæåíî¿ çàäàííÿì íà ñòîðîíàõ 0x = , x =   áóäü-ÿêèõ äâîõ ç 

÷îòèðüîõ ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê: ïðîãèíó w , êóòà ïîâîðîòó w x∂ ∂ , 

çãèíàëüíîãî ìîìåíòó xM  ³ ïåðåð³çóâàëüíî¿ ñèëè Q . 
 ßêùî áóòè ³ñòîðè÷íî òî÷íèì, òî ïåðøèé äåòàëüíèé âèêëàä ìåòîäó îä-
íîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â áóëî çðîáëåíî â êàï³òàëüíèõ ï³äðó÷íèêàõ Ï. Ô. Ïàïêî-
âè÷à ç òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [10, ñ. 482] (ó âèãëÿä³ âïðàâè ç ðîçãîðíóòèì ðîç-
â’ÿçêîì!) òà ç áóä³âåëüíî¿ ìåõàí³êè êîðàáëÿ [9, §§ 32–36]. Îäíàê ïîð³âíÿíî 
íåâåëèêèé òèðàæ öèõ ï³äðó÷íèê³â, à òàêîæ äðóãà ñâ³òîâà â³éíà, ÿêà ïî÷à-
ëàñü íåçàáàðîì, íå äîçâîëèëè öèì âèäàòíèì ðîçä³ëàì îòðèìàòè çàñëóæåíå 
øèðîêå ðîçïîâñþäæåííÿ ñåðåä ó÷åíèõ òà ³íæåíåð³â-ïðàêòèê³â. Òèì íå ìåí-
øå, ö³êàâî º ïðîñë³äêóâàòè çà åâîëþö³ºþ ï³äõîäó Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à äî ïîáó-
äîâè øóêàíî¿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ – â³ä íàï³âåâðèñòè÷íèõ ì³ðêóâàíü ç âè-
êîðèñòàííÿì ìåòîäó Áóáíîâà ç ïîäàëüøèì ðîçâ’ÿçóâàííÿì äîïîì³æíèõ íå-
ñê³í÷åííèõ ðåêóðåíòíèõ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ï³äðó÷íèêàõ [9, 
10] äî ÷³òêîãî çàïèñó îñòàòî÷íîãî ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó çà äîïîìîãîþ ìåòîäó 
â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ó ñòàòòÿõ [7, 8]. 



72 

 Âàðòî çàóâàæèòè ïðî ö³êàâó äîëþ ñòàòò³ [8], ÿêà áóëà äîñèòü äåòàëüíî 
ïðîðåôåðîâàíà ó ïðîâ³äíèõ ñâ³òîâèõ ðåôåðàòèâíèõ æóðíàëàõ (E. Reissner ó 
Math. Rev., 1941, 2, ð. 332, ³ U. Wegner ó Zentralblatt für Math., 1940/41, 23, 
S. 127–128). Æóðíàë Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑÐ (íîâà ñåð³ÿ) ó ò³ ÷àñè âèïóñêàâñÿ 
ïàðàëåëüíî ç ðîñ³éñüêîìîâíèì âàð³àíòîì òàêîæ ³ â ïåðåêëàä³ ³íîçåìíèìè 
ìîâàìè – äëÿ ðîçïîâñþäæåííÿ çà êîðäîíîì. Ñòàòòþ [8] áóëî íàäðóêîâàíî 
í³ìåöüêîþ ìîâîþ. (Â³äçíà÷èìî, ùî ï³ñëÿ íåñïîä³âàíî¿ ñìåðò³ Ï. Ô. Ïàïêîâè-
÷à ó êâ³òí³ 1946 ðîêó ïðî öþ îñíîâîïîëîæíó ðîáîòó íàâ³òü íå áóëî çãàäàíî 
ó äåòàëüíîìó ïåðåë³êó éîãî ïóáë³êàö³é ó Ïðèêë. ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå, 
1946, 10, ñ. 305–312. Ïîë³òèêà ³íêîëè ìàº íåïåðåäáà÷óâàíèé âïëèâ íà íàó-
êó). Ïîð³âíÿííÿ ðîñ³éñüêîãî òà í³ìåöüêîãî òåêñò³â âèÿâëÿº ö³êàâó ðîçá³æ-
í³ñòü. Ó í³ìåöüêîìó âàð³àíò³ ñòàòò³ ï³ñëÿ âèêëàäó àëãîðèòìó ìåòîäó îäíî-
ð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â â³äñóòíÿ îäíà ôðàçà ðîñ³éñüêîãî âàð³àíòó: «Æîäíà ç ³òå-
ðàö³é, íåîáõ³äíèõ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ ka  ³ kc  [äâîõ ñèñòåì êîìïëåêñ-

íèõ êîåô³ö³ºíò³â, àíàëîã³÷íèõ rC  â (4) äëÿ âèêîíàííÿ äâîõ êðàéîâèõ óìîâ ó 

íàïðóæåííÿõ íà òîðöÿõ ïðÿìîêóòíèêà 0x =  òà x =   – çàóâ. àâò.], íå 
âèìàãàº ðîçâ’ÿçóâàííÿ í³ÿêèõ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ³ 
ìîæå áóòè ëåãêî çä³éñíåíà.»  
 Íà íàøó äóìêó, íà öþ êëþ÷îâó ôðàçó íå çâåðíóëè óâàãè íàñòóïí³ ÷èñ-
ëåíí³ äîñë³äíèêè, îãëÿä ïðàöü ÿêèõ íàâåäåíî ó [11, 20], õî÷à âîíà çàñëóãî-
âóº ïèëüíî¿ óâàãè. ×è íàñïðàâä³ Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ âèíàéøîâ àëãîðèòì, ÿêèé 
ïðèíöèïîâî äîçâîëÿº óíèêíóòè îá÷èñëþâàëüíèõ óñêëàäíåíü [15, 18] ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàíí³ ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó (4) ñïîñîáîì êîëîêàö³é ç ïî-
äàëüøèì çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â? Ñïðîáóºìî ðîç³áðà-
òèñü. 
 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Äâîâèì³ðíà çàäà÷à òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóò-
íèêà 0 ,  x b y b< < − < <  çà ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ òîðö³â 0x =  ³ x =   
ïîëÿãàº ó â³äøóêàíí³ íåïåðåðâíèõ ³ äâ³÷³ äèôåðåíö³éîâíèõ êîìïîíåíò òåí-
çîðà íàïðóæåíü ( , ), ( , ), ( , )x y xyx y x y x yσ σ τ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ ð³â-

íîâàãè òà ñóö³ëüíîñò³ é íàáóâàþòü çàäàíèõ çíà÷åíü íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ 
çóñèëü: 
 0 0(0, ) ( ),      (0, ) ( ),     x xyy f y y g y b y bσ = τ = − ≤ ≤ , 

 ( , ) ( ),      ( , ) ( ),     x xyy f y y g y b y bσ = τ = − ≤ ≤   , (6) 

çà â³ëüíèõ â³ä íàâàíòàæåíü ñòîð³í y b= ± : 

 ( , ) 0,       ( , ) 0,        0y xyx b x b xσ ± = τ ± = ≤ ≤  . (7) 

Óìîâè ñòàòè÷íî¿ ð³âíîâàãè ïðèêëàäåíèõ íàâàíòàæåíü ìàþòü âèãëÿä 

 0 0( ) ( ) 0,            ( ) ( ) 0
b b b b

b b b b

f y dy f y dy g y dy g y dy
− − − −

− + = − + =∫ ∫ ∫ ∫  , 

 0 ( ) ( ) ( ) 0
b b b

b b b

f y ydy f y ydy g y dy
− − −

− + =∫ ∫ ∫  . 

Çã³äíî ç ìåòîäèêîþ [1, 17] ìîæíà ï³äáîðîì á³ãàðìîí³÷íîãî ïîë³íîìà çâåñòè 
êðàéîâ³ óìîâè (6) äî ñàìîçð³âíîâàæåíèõ çà ³íòåãðàëüíèìè çóñèëëÿìè é ìî-
ìåíòîì íà êîæí³é ñòîðîí³ íàâàíòàæåíü 

 0 0 0( ) 0,        ( ) 0,        ( ) 0
b b b

b b b

f y dy g y dy f y y dy
− − −

= = =∫ ∫ ∫ , 

 ( ) 0,        ( ) 0,        ( ) 0
b b b

b b b

f y dy g y dy f y y dy
− − −

= = =∫ ∫ ∫   , (8) 

íå çì³íþþ÷è ïðè öüîìó óìîâè (7). Òîìó íàäàë³ ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî óìî-
âè (8) âèêîíóþòüñÿ.  
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 Ôóíêö³¿ 0 ( )f y , ( )f y , 0 ( )g y , ( )g y  ìîæóòü áóòè äîâ³ëüíèìè, ïðåäñòàâ-

ëÿþ÷è ðîçðèâí³ ³ çîñåðåäæåí³ íàâàíòàæåííÿ, ùî ñóòòºâî âïëèâàº [2, 19] íà 
çá³æí³ñòü ðîçâèíåíü âèãëÿäó (4). Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî â òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 
(ÿê ³ ó âñ³é ìåõàí³ö³ ñóö³ëüíèõ ñåðåäîâèù) ìåæà ò³ëà ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê 
ùîñü â³äì³ííå â³ä ñàìîãî ò³ëà ³, ÿê íàñë³äîê, íà í³é ìîæóòü çàäàâàòèñü óìî-
âè, ùî ïîðóøóþòü íåïåðåðâí³ñòü ³ äèôåðåíö³éîâí³ñòü êîìïîíåíò òåíçîðà 
íàïðóæåíü. Çîêðåìà, ìîæóòü íå âèêîíóâàòèñü óìîâè ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íà-
ïðóæåíü ó êóòîâèõ òî÷êàõ ïðÿìîêóòíèêà, òîáòî 

 0 0( ) 0,        ( ) 0,        ( ) 0,        ( ) 0g b g b g b g b≠ − ≠ ≠ − ≠  . (9) 

Õî÷à òàêà ìîæëèâ³ñòü äëÿ âèïàäêó ÷âåðò³ ïëîùèíè áóëà â³äçíà÷åíà ùå ó 
êîðîòêîìó ïîâ³äîìëåí³ [23] ³ â³äîáðàæåíà ó íèçö³ ï³äðó÷íèê³â ç òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ [12, 25], íåùîäàâíî âîíà çíîâó ïðèâåðíóëà óâàãó äîñë³äíèê³â äëÿ 
âèïàäêó ïîä³áíèõ çàäà÷ ïðî òå÷³þ Ñòîêñà â ïðÿìîêóòíèêó [26]. Âàðòî çà-
óâàæèòè, ùî ïîë³íîì³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè íå äàþòü ìîæëèâîñò³ óñóíóòè óìîâè 
(9) ³ çâåñòè çàäà÷ó äî íåïåðåðâíèõ ó êóòîâèõ òî÷êàõ íàâàíòàæåíü. 

Íèæ÷å áóäåìî ðîçãëÿäàòè ãðàíè÷íèé âèïàäîê ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ – 
ï³âñìóãó 0 x≤ < ∞ , íàâàíòàæåíó íà òîðö³ 0x =  ñèñòåìîþ ñàìîçð³âíîâàæå-
íèõ çóñèëü 0 ( )f y , 0 ( )g y . Öå äîçâîëèòü äåùî ñïðîñòèòè âèêëàä àëãîðèòìó 

Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à, íå çì³íþþ÷è ïðèíöèïîâî ñóò³ ñïðàâè. 
Êðàéîâà çàäà÷à (6), (7) âíàñë³äîê ââåäåííÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü Åð³ 

( , )x yΦ  çã³äíî ç ð³âíîñòÿìè 

 
2 2 2

2 2
,        ,        x y xy x yy x

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φσ = σ = τ = −
∂ ∂∂ ∂

 

ìîæå áóòè çâåäåíà äî êëàñè÷íî¿ á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³: ðîçâ’ÿçàííÿ á³ãàðìî-
í³÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 2 2 0∇ ∇ Φ =  (10) 

(
2 2

2
2 2x y

∂ ∂∇ = +
∂ ∂

 – îïåðàòîð Ëàïëàñà) ç êðàéîâèìè óìîâàìè 

 
0

(0, ) ( ),          ( ),       
x

y F y G y b y b
x =

∂ΦΦ = = − ≤ ≤
∂

, 

 ( , ) 0,            0,             0
y b

x b x
y =±

∂ΦΦ ± = = ≤ < ∞
∂

. (11) 

Âèìîãè çãàñàííÿ íàïðóæåíü íà áåçìåæíîñò³ (òîáòî ðåàëüíî íà äîñòàòíüî 
âåëèê³é â³äñòàí³ â³ä òîðöÿ 0x = ) íàêëàäàþòü â³äïîâ³äí³ îáìåæåííÿ íà õà-
ðàêòåð ñïàäàííÿ ôóíêö³¿ ( , )x yΦ  ³ ¿¿ ïîõ³äíèõ. 

Ôóíêö³¿ ( )F y , ( )G y  î÷åâèäíèì ÷èíîì âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç çàäàí³ ôóíê-

ö³¿ 0 ( )f y , 0 ( )g y  çã³äíî ç ð³âíÿííÿìè 

 0 0( ) ( ) ,             ( ) ( )
y

b b

F y d f d F y f y
η

− −

′′= η ξ ξ =∫ ∫ , 

 0 0( ) ( ) ,                 ( ) ( )
y

b

G y g d G y g y
−

′= − ξ ξ = −∫ . (12) 

Ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (8) ö³ ôóíêö³¿ çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâ³ óìîâè 

 ( ) 0,       ( ) 0,        ( ) 0F b F b G b′± = ± = ± =  

Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ [8] íàêëàäàâ òàêîæ âèìîãè 

 ( ) 0G b′ ± = , 

îäíàê âîíè ìîæóòü áóòè âèêîíàí³ ëèøå äëÿ (íàéá³ëüø òèïîâîãî) âèïàäêó 
âèêîíàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó êóòîâèõ òî÷êàõ. 
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 Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó á³ãàðìîí³÷íó ôóíêö³þ 
( , )x yΦ  äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ 0 ,  x b y b< < − < <  Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ çà-

ïðîïîíóâàâ øóêàòè ó âèãëÿä³ ðÿäó [7] 

 ( )

0

( , ) ( ) k kx x
k k k

k

x y Y y a e b e
∞

−λ −λ −

=

  Φ = + +   
∑   

 ( )( ) k kx x
k k kY y a e b e−λ −λ −  + +    

 , (13) 

äå ðèñêîþ çâåðõó ïîçíà÷åíî îïåðàö³þ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ, à ( )kY y  – 

ôóíêö³¿, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 

 2 4( ) 2 ( ) ( ) 0k k k k kY y Y y Y y′′′′ ′′+ λ + λ =  (14) 

òà ãðàíè÷í³ óìîâè  

 ( ) 0,        ( ) 0k kY b Y b′± = ± = , (15) 

ka , kb  – ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ, kλ  – âëàñí³ ÷èñëà êðàéîâî¿ çàäà÷³ (14), (15). 

Íåñêëàäíî çíàéòè, ùî ïàðí³ ôóíêö³¿ ( )kY y  ñâîãî àðãóìåíòó (ïðèñâî¿ìî 

¿ì óñë³ä çà Ïàïêîâè÷åì íîìåðè 0,2, 4,k =  ) ìàþòü âèãëÿä 

 
cos sin

( )
cos sin

k k
k

k k

y yy
Y y

b b b
λ λ

= −
λ λ

, (16) 

äå kλ  – êîìïëåêñí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ 

 sin 2 2k kb bλ = − λ , (17) 

ùî ëåæàòü ó ïåðøîìó êâàäðàíò³ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè λ . 
Íåïàðí³ ôóíêö³¿ ( ),  1, 3,5,kY y k =  , âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíîñòÿìè 

 
sin cos

( ) ,
sin cos

k k
k

k k

y yy
Y y

b b b
λ λ

= −
λ λ

 (18) 

äå kλ  – êîìïëåêñí³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ 

 sin 2 2k kb bλ = λ  (19) 

ùî ëåæàòü ó ïåðøîìó êâàäðàíò³ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè λ . 
Íåçàëåæíî â³ä Äóãîëà [14] Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ çàïðîïîíóâàâ [9, § 36] åëå-

ãàíòíèé ñïîñ³á çíàõîäæåííÿ êîìïëåêñíèõ êîðåí³â ð³âíÿíü (17) ³ (19), â³ä-
îêðåìëþþ÷è ä³éñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè öèõ ð³âíÿíü. Ïåðø³ ï’ÿòü êîðåí³â 
2 kbλ  öèõ ð³âíÿíü íàâåäåíî ó òàáë. 1. 

 Таблиця 1 
Êîðåí³ 2 kbλ  ð³âíÿííÿ (17) Êîðåí³ 2 kbλ  ð³âíÿííÿ (19) 

  4.211 i+ 2.250  7.498 i+ 2.769 

10.713 i+ 3.103 13.889 i+ 3.353 

17.073 i+ 3.550 20.239 i+ 3.716 

23.398 i+ 3.859 26.560 i+ 3.983 

29.700 i+ 4.093 32.860 i+ 4.193 

Îòæå, ïèòàííÿ ïðî âèçíà÷åííÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ( , )x yΦ  çâîäèòüñÿ 

äî â³äøóêàííÿ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ ka  ³ kb  ç ãðàíè÷íèõ óìîâ íà òîðöÿõ 

ïðÿìîêóòíèêà 0x =  òà x =  . 
Çàóâàæèìî, ùî, êð³ì óìîâ (11), Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ ðîçãëÿíóâ [7, 9] é ³íø³ 

òèïè çàäàííÿ íà òîðöÿõ ïðÿìîêóòíèêà êðàéîâèõ óìîâ äëÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ 
ôóíêö³¿, ÿê³ ìàþòü ïðÿìå çàñòîñóâàííÿ äî òåîð³¿ ïëàñòèí, íàïðèêëàä, êîëè 
çàäàíî ïðîãèí ïëàñòèíè ³ çãèíàëüíèé ìîìåíò, àáî êóò ïîâîðîòó òîðöÿ ³ 
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ðåàêö³þ îïîðíîãî êîíòóðó, ³íàêøå êàæó÷è, êîëè íà òîðöÿõ çàäàí³ àáî ñàìà 
ôóíêö³ÿ òà ¿¿ äðóãà ïîõ³äíà, àáî ïåðøà é òðåòÿ ïîõ³äí³ øóêàíî¿ ôóíêö³¿. 
Òàê³ çàäà÷³, ùî â³äïîâ³äàþòü òàê çâàíèì óìîâàì «øàðí³ðíîãî îïèðàííÿ», 
õî÷à ³ ìàþòü ïðàêòè÷íèé ³íòåðåñ, ïðîòå ïðè ¿õ ðîçâ’ÿçóâàíí³ íå âèíèêàº 
æîäíèõ óñêëàäíåíü. Ïðè öüîìó íåîáõ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàí³ óìîâè 
óçàãàëüíåíî¿ îðòîãîíàëüíîñò³ [7–9] 

 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,       
b

k n k n k n
b

Y y Y y Y y Y y dy k n
−

′′ ′′ − λ λ = ≠∫ [ ] , 

 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0       ,
b

k n k n k n
b

Y y Y y Y y Y y dy k n
−

′′ ′′ − λ λ = ∀∫ [ ] , (20) 

ÿê³ ìàþòü ì³ñöå äëÿ ôóíêö³é ó âèðàçàõ (16), (18). Âàðòî â³äì³òèòè, ùî ö³ 
÷óäîâ³ âëàñòèâîñò³ êîìïëåêñíî¿ ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêö³é íåñàìîñïðÿæåíî¿ 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ (14), (15) áóëè çíà÷íî ï³çí³øå â³ä ðîá³ò Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à 
íåçàëåæíî äîâåäåí³ â [27]. Òåîðåòè÷íîìó îá´ðóíòóâàííþ àëãîðèòìó äëÿ öèõ 
÷àñòêîâèõ âèïàäê³â ãðàíè÷íèõ óìîâ áóëà ïðèñâÿ÷åíà ãëèáîêî çì³ñòîâíà ðî-
áîòà Ã. À. Ãð³íáåðãà [3]. 

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ò³ëüêè óìîâè (11), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ïëîñê³é çàäà÷³ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà ç ñèëîâèì íàâàíòàæåííÿì ñòîð³í (6), (7) 
ïðè → ∞  ³ ( ) ( ) 0f y g y= =  . 

Êîëè íàñ ö³êàâèòü íàïðóæåíèé ñòàí ï³âñìóãè 0, ,x b y b> − < <  çóìîâ-

ëåíèé ñèëîâèì íàâàíòàæåííÿì òîðöÿ 0,x =  á³ãàðìîí³÷íó ôóíêö³þ, ÿêà º 
ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (10), (11), òðåáà øóêàòè ó âèãëÿä³ 

 
0

( , ) ( ) ( )k kx x
k k k k

k

x y a Y y e a Y y e
∞

−λ −λ

=

 Φ = + 
 

∑ . (21) 

Îòæå, äëÿ â³äøóêàííÿ ôóíêö³¿ ( , )x yΦ  ïîòð³áíî âèçíà÷èòè ñòàë³ ka  ç êðà-

éîâèõ óìîâ (11). 
 Ï³äñòàâèâøè (21) â (11), îòðèìóºìî äâà ôóíêö³îíàëüí³ ð³âíÿííÿ íà øó-
êàí³ ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ 

 
0

( ) ( ) ( )k k k k
k

a Y y a Y y F y
∞

=

+ =∑ [ ] , 

 
0

( ) ( ) ( )k k k k k k
k

a Y y a Y y G y
∞

=

λ + λ = −∑ [ ] . (22) 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ ka  ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (22) Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ çà-

ïðîïîíóâàâ âèêîðèñòàòè óìîâè óçàãàëüíåíî¿ îðòîãîíàëüíîñò³ (20). Ùîá ñêî-
ðèñòàòèñü öèìè óìîâàìè, â³í óâîäèòü íåâ³äîìó ä³éñíó ôóíêö³þ ( )H y , ÿêà 
çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 
2

2
0

( )
x

H y
x =

∂ Φ =
∂

. (23) 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè äâ³÷³ ïåðøó ç ð³âíîñòåé (22) ³ ïîìíîæèâøè ðåçóëü-
òàò íà ( )nY y′′ , â³äí³ìåìî â³ä îòðèìàíîãî âèðàçó ð³âí³ñòü 

 2 2 2 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k n k n k k n k n n n
k

a Y y Y y a Y y Y y Y y H y
∞

=

λ λ + λ λ = λ∑ [ ] , 

çíàéäåíó øëÿõîì äîìíîæåííÿ (23) íà 2 ( )n nY yλ . Ó òàêèé ñïîñ³á îòðèìóºìî 

ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 2 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k n k n k n k k n
k

a Y y Y y Y y Y y a Y y Y y
∞

=

′′ ′′ ′′ ′′− λ λ + −∑ [ ( ) (  

 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k n k n n n nY y Y y F y Y y Y y H y′′ ′′− λ λ = − λ]) . 
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Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñü, ùî ïðî³íòåãðóâàâøè éîãî â³ä b−  äî b  òà âèêî-
ðèñòàâøè óìîâè (20), îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ ka : 

 k k ka A X= − , (24) 

äå  

 1 ( ) ( )
b

k k
k b

A F y Y y dy
M

−

′′ ′′= ∫  

– â³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, à 

 
2

( ) ( )
b

k
k k

k b

X H y Y y dy
M

−

λ
= ∫  (25) 

– íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, îñê³ëüêè ì³ñòÿòü íåâ³äîìó ôóíêö³þ ( )H y , 

 2 4 2( ) ( )
b

k k k k
b

M Y y Y y dy
−

 ′′= − λ  ∫ ( ) . (26) 

Çàóâàæèìî, ùî ç âèêîðèñòàííÿì (16)–(19) âèðàç äëÿ íîðìè (26) ìîæíà 
ñïðîñòèòè äî âèãëÿäó  

 
2

24
ctgk

k kM b
b
λ

= λ  ïðè 0,2, 4,k =  , 

äå kλ  º êîðåíÿìè (17), òà  

 
2

24
tgk

k kM b
b
λ

= λ  ïðè 1,3,5,k =  , 

äå kλ  º êîðåíÿìè (19). 

 Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â ka , ó ñâîþ ÷åðãó, çâå-

äåíî äî çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( )H y , ââåäåíî¿ ð³âí³ñòþ (23). 

 Ãîëîâíà ³äåÿ Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ ôóíêö³¿ ( )H y  ó âè-
ãëÿä³ ðîçâèíåííÿ â ðÿä  

 
1

( ) ( )n n
n

H y S R y
∞

=

= ∑  (27) 

çà â³äîìîþ ïîâíîþ ñèñòåìîþ ä³éñíèõ ôóíêö³é ( )nR y , ãîëîâíà âèìîãà äî 

ÿêèõ – çàäîâîëüíÿòè îäíîð³äí³ óìîâè íà á³÷íèõ ñòîðîíàõ ï³âñìóãè ( )nR b± =  

0= , ( ) 0nR b′ ± = . ßêùî ìàòè ó ðîçïîðÿäæåíí³ òàêó ñèñòåìó ôóíêö³é, òî îñ-

íîâí³ íåâ³äîì³ nS  âèçíà÷àòèìóòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 
1

k kn n
n

X S
∞

=

= ν∑ , (28) 

ÿêà âèïëèâàº ç (27) òà (25). Òóò ïîçíà÷åíî 

 
2

( ) ( )
b

k
kn n k

k b

R y Y y dy
M

−

λ
ν = ∫ . (29) 

Òåïåð òðåáà âèêîðèñòàòè äðóãå ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (22). Ï³äñòàâèâøè ó íüîãî 
âèðàç (24) ç âèêîðèñòàííÿì óñ³õ ïîäàëüøèõ âèêëàäîê, ïðèõîäèìî äî ð³â-
íÿííÿ 

 
1

( ) ( )n n
n

S T y A y
∞

=

=∑ , (30) 
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äå  

 
0

( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k
k

A y A Y y A Y y G y
∞

=

= λ + λ +∑ [ ] , 

 
0

( ) ( ) ( )n k k kn k k kn
k

T y Y y Y y
∞

=

= λ ν + λ ν∑ [ ] . (31) 

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêö³ÿ ( )A y  º â³äîìîþ, à íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ( )nT y  çàëåæàòü 

çà ïîñåðåäíèöòâîì knν  â³ä âèáîðó ôóíêö³é ( )nR y . Âèá³ð ñèñòåìè ôóíêö³é 

( )nR y  âàðòî çä³éñíèòè òàêèì ÷èíîì, ùîá, êð³ì âèêîíàííÿ íèìè îäíîð³äíèõ 

êðàéîâèõ óìîâ íà áîêîâèõ ñòîðîíàõ ï³âñìóãè, âîíè çàäîâîëüíÿëè óìîâè 
îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é ( )nT y : 

  ( ) ( ) 0,           
b

n m
b

T y T y dy m n
−

= ≠∫ . (32) 

Òîä³ íà îñíîâ³ (30) ëåãêî çíàéòè øóêàí³ íåâ³äîì³ 

 
2

( ) ( )

( )

b

n
b

n b

n
b

A y T y dy

S

T y dy

−

−

=
∫

∫
. 

 Ïîáóäîâó ôóíêö³é ( )nR y  Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ ïðîïîíóº çä³éñíþâàòè ïîñë³-

äîâíî ó âèãëÿä³ 

 1 1( ) ( )R y Z y= , 

 
1

1

( ) ( ),      1,2,3,
n

n n nj j
j

R Z y R y n
−

=

= + η =∑  , (33) 

äå njη  – ïîêè ùî íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, à ( )nZ y  – ãîëîâí³ ôîðìè â³ëüíèõ 

êîëèâàíü æîðñòêî çàùåìëåíîãî ñòðèæíÿ. Çã³äíî ç êëàñè÷íîþ ðîáîòîþ Ð³òöà 
[24] ó íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ ö³ ôóíêö³¿ ìàþòü âèãëÿä 

 
( ) ( )

( ) cos ch
2 2

n n
n

k y b k y b
Z y

b b
+ + = − −  

 

 
( ) ( ) cos ch

sin sh
2 2 sin sh

n n n n

n n

k y b k y b k k
b b k k
+ + − − −   −

, (34) 

äå ÷èñëà 0nk >  – êîðåí³ ð³âíÿííÿ cos ch 1k k = . ßñíî, ùî êîðåí³ öüîãî ð³â-

íÿííÿ ïðÿìóþòü äî íóë³â êîñèíóñà, òîáòî äî âåëè÷èí 1
2

n + π 
 

 äëÿ âåëèêèõ 

çíà÷åíü n . Ïåðø³ äâà êîðåí³ ñóòü 1 4.730k =  òà 2 7.853k = , ïðè÷îìó âæå 
äðóãèé êîð³íü â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä àñèìïòîòè÷íîãî çíà÷åííÿ ëèøå íà 0.001. 

Ïðè 2 1,  1,2,3,n m m= − =  , ôóíêö³¿ ( )nZ y , ïîäàí³ ôîðìóëîþ (34), º 

ïàðíèìè ³ äëÿ ¿õ îá÷èñëåííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó 

 
2 2 2 2

2 2

2 ch sin sh cos
( ) ch cos

sin sh

n n n n

n n
n

n n b

k k k k
k k y

Z y
k k

 − 
  = −− 

 

 
2 2

cos chn n

b

k k y − 

, (35) 
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à ïðè 2 ,  1,2,3,n m m= =  , ôóíêö³¿ ( )nZ y  º íåïàðíèìè é ìàþòü âèãëÿä 

 
2 ch sin sh cos

2 2 2 2
( ) sh sin

sin sh 2 2

n n n n

n n
n

n n

k k k k
k k y

Z y
k k b

 + 
  = −− 

 

 sin sh
2 2
n nk k y

b
− 

. (36) 

Çàóâàæèìî, ùî äîäàâøè âèðàçè (35) òà (36), îòðèìàºìî ôóíêö³¿, ÿê³ 
çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ (34). Ãðàô³êè ôóíêö³é ( )nZ y  äëÿ ïåðøèõ íåïàðíèõ ³ 

ïàðíèõ çíà÷åíü n  íàâåäåíî â³äïîâ³äíî íà ðèñ. 1à ³ ðèñ. 1á. 

-2

-1

0

1

-1 -0.5 0 0.5 y

Zn(y) a)

n = 1

357

  
-2

-1

0

1

-1 -0.5 0 0.5 y

Zn(y) á)n = 2468

 
Рис. 1 

Âèçíà÷åííÿ ñàìèõ êîåô³ö³ºíò³â njη  ìàº çä³éñíþâàòèñü òàê, ùîá âèêî-

íóâàëèñü óìîâè îðòîãîíàëüíîñò³ (32). Òóò âïðèòóë íàáëèæàºìîñÿ äî â³äïî-
â³ä³ íà çàïèòàííÿ, ïîñòàâëåíå íàìè â ê³íö³ âñòóïíî¿ ÷àñòèíè. Àäæå ïðî âè-
çíà÷åííÿ öèõ êîåô³ö³ºíò³â Ï. Ô. Ïàïêîâè÷ êàæå íàñòóïíå [7, ñ. 368]: «Âè-
çíà÷åííÿ ñòàëèõ njη  íå âèìàãàº, î÷åâèäíî, ðîçâ’ÿçóâàííÿ áóäü-ÿêèõ ñêëàä-

íèõ ñèñòåì àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: êîæíà ç íèõ âèçíà÷àºòüñÿ ç³ ñâîãî ð³â-
íÿííÿ ïåðøîãî ñòåïåíÿ.» 

Ñïðàâä³, ïîêëàâøè çã³äíî ç (33) 1 1( ) ( )R y Z y= , íà îñíîâ³ ôîðìóëè (29) 
çíàõîäèìî 

 
2

1 1 1( ) ( )
b

k
k k k

k b

Z y Y y dy z
M

−

λ
ν = ≡∫ , (37) 

à çà ôîðìóëîþ (31) – 

 1 1 1
0

( ) ( ) ( )k k k k k k
k

T y Y y Y y
∞

=

= λ ν + λ ν∑ [ ] . (38) 

Îòæå, 1kν  òà 1( )T y  çíàéäåíî. 

 Íà íàñòóïíîìó êðîö³ âèáèðàºìî 2 2 21 1( ) ( ) ( ).R y Z y R y= + η  Çà ò³ºþ æ 
ôîðìóëîþ (29) îá÷èñëþºìî: 

 2 2 21 1k k kz zν = + η , (39) 

äå  

 
2

2 2 ( ) ( )
b

k
k k

k b

z Z y Y y dy
M

−

λ
= ∫  

– â³äîìå êîìïëåêñíå ÷èñëî, à 1kz  çíàéäåíî âèùå çã³äíî ç âèðàçîì (37). Çà 

ôîðìóëîþ (31) çíàõîäèìî ç âèêîðèñòàííÿì (39) 

 2 2 21 1( ) ( ) ( )T y P y T y= + η , (40) 
äå 
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 2 2 2
0

( ) ( ) ( )k k k k k k
k

P y Y y z Y y z
∞

=

= λ + λ∑ [ ]  

– â³äîìà ôóíêö³ÿ. 
Âèêîðèñòàâøè óìîâó îðòîãîíàëüíîñò³ (32) äëÿ ôóíêö³é 1( )T y  ³ 2 ( )T y , 

ùî ïîäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (38) òà (40), îòðèìóºìî 

  
2 2

21
2
1

( ) ( )

( )

b

b
b

b

P y T y dy

T y dy

−

−

η = −
∫

∫
. (41) 

Îòæå, ³ 2 ( )R y  òàêîæ çíàéäåíî, ³ ïðè öüîìó çàäîâîëüíÿºòüñÿ óìîâà 
îðòîãîíàëüíîñò³ 

 1 2( ) ( ) 0
b

b

T y T y dy
−

=∫  

âèðàçàìè (38) òà (40) ç óðàõóâàííÿì (41). Ó òàêèé ñàìèé ñïîñ³á çä³éñíþºòü-
ñÿ ïîáóäîâà é íàñòóïíèõ ôóíêö³é ( )nR y . 

Òàêèì ÷èíîì ïåðåêîíóºìîñü, ùî ïîáóäîâà êîåô³ö³ºíò³â njη  çä³éñíþºòü-

ñÿ ïîñë³äîâíî (òîáòî íå ìîæíà âèçíà÷èòè, íàïðèêëàä 31,η  íå âèçíà÷èâøè 

ñïåðøó 21η  ³ ò. ä.), àëå ïðè öüîìó íå ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçóâàòè íåñê³í÷åííèõ 
ñèñòåì àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. 

Ïåðåâ³ðèìî öåé àëãîðèòì íà ÷èñëîâîìó ïðèêëàä³. 

×èñëîâèé ïðèêëàä òà îáãîâîðåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé, àëå òèïîâèé 
ïðèêëàä çàñòîñóâàíí³ àëãîðèòìó. Íåõàé ôóíêö³¿ ( )F y  òà ( )G y , ùî çàäàþòü 

êðàéîâ³ óìîâè (11) äëÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ( , )x yΦ , ìàþòü âèãëÿä (ðèñ. 2) 

 0( ) cos 1 ,         ( ) 0
y

F y F G y
b

π = + = 
 

. (42) 

Òîä³ çã³äíî ç (12) 

 
2

0 0 0( ) cos ,        ( ) 0
y

f y F g y
b b

ππ = − = 
 

. (43) 

Íèæ÷å ó òàáë. 3 ³ íà ãðàô³êàõ íà-
âåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â áåç-

ðîçì³ðíèõ ôóíêö³é 0 ,  ,x yFΦ = Φ σ σ  {/ , 

2 2
0, , ( )xy x y xy b Fτ = σ σ τ π } { } /  äëÿ êðà-

éîâèõ óìîâ (42) ³ (43) ïðè 1.b =  Íàäà-
ë³ äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ñèìâîë «∼» 
îïóùåíî. 

Â óñ³õ ôîðìóëàõ, äå âèêîíóºòüñÿ 
ï³äñóìîâóâàííÿ çà k , îáìåæóºìîñÿ 40 
äîäàíêàìè. 

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ çàäàíèõ êðà-
éîâèõ óìîâ (42) ³ (43), ÿê³ º ïàðíèìè 
ôóíêö³ÿìè â³ä êîîðäèíàò, ò³ äîäàíêè 
â ñóì³ (28), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ïàðíèì n , äîð³âíþþòü íóëåâ³. Öå çóìîâëåíî 
òèì, ùî ïàðíèì çíà÷åííÿì n  â³äïîâ³äàþòü íåïàðí³ ôóíêö³¿ ( )nZ y , ÿê³ ïî-

äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (36). 
 

 

x 

y 

−b 

b 

0,  0y b
y by

=
=

∂ΦΦ = =
∂

 

O(0,0) 

0,  0y b
y by

=−
=−

∂ΦΦ = =
∂

 
 

Рис. 2 
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Ó òàáë. 2 íàâåäåíî ïåð-
ø³ ï’ÿòü êîåô³ö³ºíò³â ka , 

äëÿ ÿêèõ ïðè îá÷èñëåíí³ 
ñòàëèõ kX , ùî ì³ñòÿòüñÿ ó 

ôîðìóë³ (24), âèêîðèñòàíî 

ôîðìóëó 
1

N

k kn n
n

X S
=

= ν∑  äëÿ 

çíà÷åíü 1,  3N N= = , 5N = , 
çàì³ñòü áåçìåæíî¿ ñóìè (28).  

Ó òàáë. 3 äëÿ äåÿêèõ òî÷îê ï³âñìóãè íàâåäåíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ Φ . Ó 
ñòð³÷ö³ ÊÓ íàâåäåíî çíà÷åííÿ ôóíê-
ö³¿ cos ( ) 1y bπ +/ , ÿêà º íîðìîâàíîþ 

çà 0F  êðàéîâîþ óìîâîþ (42). ×èñëîâ³ 

äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî ìàêñè-
ìàëüíà ð³çíèöÿ ó â³äïîâ³äíèõ òî÷-
êàõ îáëàñò³ ì³æ çíà÷åííÿìè ôóíêö³¿ 
Φ  ïðè 3N =  òà çíà÷åííÿìè ö³º¿ 
ôóíêö³¿ ïðè 1N =  ñòàíîâèòü 6.3%, à 
ì³æ çíà÷åííÿìè ïðè 5N =  ³ 3N =  
– 0.1%. Ç ïîäàëüøèì çá³ëüøåííÿì 
N  öåé â³äñîòîê é äàë³ çìåíøóºòüñÿ. 
Öå ñâ³ä÷èòü ïðî äîáðó çá³æí³ñòü ìå-
òîäó äëÿ ðîçðàõóíêó á³ãàðìîí³÷íî¿ 
ôóíêö³¿ Φ ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ (42). 

ßê áà÷èìî ç ö³º¿ òàáëèö³, íà 
òîðö³ ï³âñìóãè 0x =  ôóíêö³ÿ Φ  äëÿ 

ð³çíèõ çíà÷åíü N  òî÷íî çàäîâîëü-
íÿº êðàéîâ³ óìîâè (42). 

Íà ðèñ. 3à ïîêàçàíî ðîçïîä³ëè 
íàïðóæåíü xσ  çà êîîðäèíàòîþ y  ïðè 15N = . Ç îãëÿäó íà çàäàí³ ãðàíè÷í³ 
óìîâè (43) ö³ íàïðóæåííÿ º ñàìîçð³âíîâàæåíèìè, òîáòî çàäîâîëüíÿþòü 
³íòåãðàëüí³ óìîâè ð³âíîâàãè â äîâ³ëüíîìó ïåðåð³ç³ constx = : 

 
1 1

1 1

0xx xxdy y dy
− −

σ = σ =∫ ∫ . (44) 

Ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî íàâåäåí³ íà öüîìó ðèñóíêó íàïðóæåííÿ çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè (44) ç òî÷í³ñòþ äî 510− . 
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Рис. 3 

Íà ðèñ. 3á ïîêàçàíî ðîçïîä³ëè íàïðóæåíü xσ  çà êîîðäèíàòîþ x  ó ïå-

ðåð³çàõ 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0y =  äëÿ çíà÷åíü 1; 3; 15N = . ßê áà÷èìî, íà â³ä-

ñòàí³ â³ä òîðöÿ 0x = , á³ëüø³é í³æ 2.5, çáóðåííÿ öèõ íàïðóæåíü çãàñàþòü ³ 

Таблиця 2 
 1N =  3N =  5N =  

0a  1.496 i− 2.744 1.521 i− 2.747 1.522 i− 2.748 

2a  -0.051 i+ 0.341 -0.219 i+ 0.477 -0.211 i+ 0.478 

4a  -0.029 i+ 0.038 -0.030 i− 0.006 -0.065 i+ 0.025 

6a  -0.010 i+ 0.009 -0.005 i− 0.001 -0.007 i− 0.013 

8a  -0.004 i+ 0.003 -0.002 i− 0.0002 -0.0004 i− 0.003 

Таблиця 3  
    y 
 x      0.00 0.25 0.50 0.75 N 

2.0000 1.70711 1.0000 0.29289 1 
2.0000 1.70711 1.0000 0.29289 3 
2.0000 1.70711 1.0000 0.29289 5 

0.0 

2.0000 1.70711 1.0000 0.29289 ÊÓ 
1.26999 1.10129 0.67896 0.21922 1 
1.27819 1.10373 0.67294 0.21431 3 0.5 
1.27818 1.10376 0.67297 0.21429 5 
0.51869 0.44843 0.27294 0.08509 1 
0.52137 0.45027 0.27336 0.08502 3 1.0 
0.52138 0.45028 0.27337 0.08503 5 
0.15335 0.13117 0.07710 0.02247 1 
0.15459 0.13221 0.07772 0.02267 3 1.5 
0.15459 0.13222 0.07773 0.02267 5 
0.02749 0.02285 0.01218 0.00284 1 
0.02798 0.02327 0.01244 0.00292 3 2.0 
0.02798 0.02327 0.01244 0.00293 5 
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íàïðóæåííÿ íàáóâàþòü íóëüîâèõ çíà÷åíü. Òàêà ïîâåä³íêà ðîçðàõîâàíèõ íà-
ïðóæåíü ï³äòâåðäæóº ïðèíöèï Ñåí-Âåíàíà [10, 12, 25] ïðî ì³ñöåâèé âïëèâ 
íà çàãàëüíèé íàïðóæåíèé ñòàí çîâí³øí³õ çóñèëü. 

Çàçíà÷èìî, ùî íà â³äñòàí³ â³ä òîðöÿ 0x = , á³ëüø³é í³æ 0.75, ïðàêòè÷íî 
íåìàº ð³çíèö³ ì³æ ïîêàçàíèìè íà ðèñóíêó íàáëèæåííÿìè äëÿ ð³çíèõ çíà-
÷åíü N , ïðîòå òàêà ð³çíèöÿ º ïîð³âíÿíî âàãîìîþ áëèæ÷å â³ä âêàçàíî¿ â³ä-
ñòàí³ äî òîðöÿ, îñîáëèâî ïðè 1y = . Íà ìåæ³ 0x =  çíà÷åííÿ íàïðóæåíü äëÿ 
óñ³õ íàáëèæåíü ñï³âïàäàþòü ç â³äïîâ³äíèìè çíà÷åííÿìè ôóíêö³¿, ùî çàäàíà 
êðàéîâîþ óìîâîþ (43). Âàðòî òàêîæ çâåðíóòè óâàãó íà ïîâåä³íêó íàáëè-
æåíü ïðè ï³äõîä³ äî òîðöÿ 0x = : ç³ çá³ëüøåííÿì N  âîíè âñå á³ëüøå ïðÿ-
ìóþòü äî òàêîãî ïîëîæåííÿ, êîëè äîòè÷íà äî öèõ êðèâèõ ó òî÷êàõ (0, )y , 

1y ≤ , º ïàðàëåëüíîþ äî îñ³ Ox  (äèâ. çá³ëüøåíèé ôðàãìåíò íà ðèñ. 3á). 
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Рис. 4 

Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ðîçðàõîâàí³ çà ïîïåðåäí³ì ïðèêëàäîì íàïðóæåííÿ 
.yσ  Íà ðèñ. 4à áà÷èìî, ùî äëÿ 3N >  çíà÷åííÿ âêàçàíèõ íàïðóæåíü ìàéæå 

íå â³äð³çíÿþòüñÿ. Íà òîðö³ ï³âñìóãè 0x =  ñïîñòåð³ãàºìî ïîð³âíÿíî âåëèêó 
â³äì³íí³ñòü ì³æ çíà÷åííÿìè íàïðóæåíü yσ  ïðè 1N =  òà 3N ≥ . Ç àíàë³çó 

êðèâèõ íà ðèñ. 4á ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ðîçðàõîâàí³ íàïðóæåííÿ º ñàìîçð³â-
íîâàæåíèìè, é íà â³äñòàí³, á³ëüø³é í³æ 2.5, â³ä ãðàíèö³ 0x =  º íóëüîâèìè. 
Íà â³äñòàí³ â³ä òîðöÿ, ÿêà ïåðåâèùóº 0.35, ïðàêòè÷íî íåìàº ð³çíèö³ ì³æ íà-
ïðóæåííÿìè äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü N . 

Íàïðóæåííÿ xyτ  ïîêàçàí³ íà ðèñ. 5. Íàéá³ëüøà â³äì³íí³ñòü ì³æ çíà÷åí-

íÿìè öèõ íàïðóæåíü º íà òîðö³ ï³âñìóãè 0x = , àëå ïðè â³ääàëåí³ â³ä íüîãî 
íà â³äñòàíü, á³ëüøó í³æ 1.25, ì³æ íèìè ïðàêòè÷íî íåìàº ð³çíèö³. 
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Рис. 5 

Çàêëþ÷í³ çàóâàæåííÿ. Çàïðîïîíîâàíèé Ï. Ô. Ïàïêîâè÷åì [7, 8] äëÿ 
ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà çàäà÷ çãèíó òîíêèõ ïëàñòèí àëãîðèòì 
âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ðîçâèíåíü á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ó ïðÿìîêóòí³é îá-
ëàñò³ (÷è ó ï³âñìóç³) â ðÿäè çà êîìïëåêñíèìè îäíîð³äíèìè ðîçâ’ÿçêàìè 
ä³éñíî º âåëüìè øâèäêîçá³æíèì ³ ïðîñòèì ³òåðàö³éíèì ïðîöåñîì, ùî íå ïî-
òðåáóº ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. Îäíàê, 
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íåçâàæàþ÷è íà çàêëèê Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à òàáóëþâàòè ôóíêö³¿ ( )kY y  òà äåÿê³ 

äîïîì³æí³ âåëè÷èíè ³ çàóâàæåííÿ [9, § 36]: «Ò³ ïåðñïåêòèâè, ÿê³ îá³öÿº ¿õ 
òàáóëþâàííÿ, ïîâèíí³ ââàæàòèñü âàðòèìè ò³º¿ çàòðàòè ïðàö³, ÿêó ïî-
òð³áíî âèêîíàòè äëÿ ñêëàäàííÿ òàáëèöü öèõ ôóíêö³é. Òîìó áóëî á êî-
ðèñíî âèêîíàòè öþ ðîáîòó, òèì á³ëüøå, ùî âèêîíàíà îäèí ðàç íàçàâæäè, 
âîíà äîçâîëèòü â³äíîñíî ïðîñòî ðîçðàõîâóâàòè íàéð³çíîìàí³òí³ø³ ïëàñ-
òèíè, ó ÿêèõ äâ³ âçàºìíî ïðîòèëåæí³ ãðàí³ æîðñòêî çàêð³ïëåí³», – ³ äî 
ñüîãîäí³ æîäíèõ ïðàêòè÷íèõ êðîê³â ó öüîìó íàïðÿìêó íå çðîáëåíî. Çâè÷àé-
íî, íàÿâí³ñòü ñó÷àñíèõ ïåðñîíàëüíèõ êîìï’þòåð³â ó çíà÷í³é ì³ð³ çíèæóº 
àêòóàëüí³ñòü òàêî¿ ðîáîòè. Á³ëüø âàæëèâîþ, íà íàø ïîãëÿä, º òà îáñòàâèíà, 
ùî íåçâàæàþ÷è íà äóæå ïðèâàáëèâó ³äåþ, ÿêà ëåæèòü â îñíîâ³ ìåòîäó îä-
íîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ öüîãî ï³äõîäó çóñòð³÷àº áàãà-
òî çàéâèõ ïåðåøêîä. Íàïðèêëàä, ïîçèòèâíà â³äïîâ³äü íà äóæå âàæëèâå òåî-
ðåòè÷íå ïèòàííÿ ïðî çá³æí³ñòü ðÿä³â âèãëÿäó (13) òà (21) ³ ïîâíîòè â³äïîâ³ä-
íî¿ ñèñòåìè êîìïëåêñíèõ ôóíêö³é ïîòðåáóº çíà÷íèõ çóñèëü [19]. Ç ³íøîãî 
áîêó, ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ [2] äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ ìàº ïåðåâàãè ç 
òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü. Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â, îòðèìàíèõ îáî-
ìà ï³äõîäàìè, ìîæå áóòè ïðåäìåòîì îêðåìî¿ ïóáë³êàö³¿. 
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ОБ АЛГОРИТМЕ П. Ф. ПАПКОВИЧА В МЕТОДЕ  
ОДНОРОДНЫХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ДВУХМЕРНОЙ БИГАРМОНИЧЕСКОЙ  
ЗАДАЧИ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
 
Èçëîæåíû îñíîâíûå àñïåêòû àëãîðèòìà Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à â ìåòîäå îäíîðîäíûõ 
ðåøåíèé äëÿ äâóõìåðíîé áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ñäå-
ëàí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé î÷åðê íà÷àëüíîãî ýòàïà ýòîãî ìåòîäà. ×èñëåííî èñ-
ñëåäîâàí òèïè÷íûé ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà. 
 
ON THE P. F. PAPKOVICH ALGORITHM IN METHOD OF HOMOGENEOUS  
SOLUTIONS FOR SOLVING TWO-DIMENSIONAL 
BIHARMONIC PROBLEM IN RECTANGULAR DOMAIN 
 
An algorithm developed by P. F. Papkovich for solving the two-dimensional biharmonic 
problem in a rectangular region is discussed. A short historical survey of the early sta-
ges of the method of homogeneous solutions is presented. Calculations and comparison 
of the results show an excellent agreement. 
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