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АНАЛІЗ ДИСИПАТИВНИХ СТРУКТУР У ДИФУЗІЙНИХ 
СИСТЕМАХ З ДРОБОВИМИ ПОХІДНИМИ 
 

Äîñë³äæåíî äèñèïàòèâí³ ñòðóêòóðè â ð³âíÿííÿõ ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ç äðîáîâèìè 
ïîõ³äíèìè. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî àíàë³òè÷íîãî âèðàçó äëÿ äèñèïà-
òèâíèõ ñòðóêòóð, ÿê³ ìàþòü ì³ñöå â ìîäåëÿõ ç êóá³÷íèìè íåë³í³éíîñòÿìè, 
âèêîðèñòàíî ðîçðîáëåíèé ðàí³øå âàð³àö³éíèé ìåòîä. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè 
ï³äòâåðäæóþòü, ùî íåë³í³éí³ñòü â³ä³ãðàº âèçíà÷àëüíó ðîëü ïðè ôîðìóâàíí³ 
ñòðóêòóð, à ïðîñòîðîâ³ äðîáîâ³ ïîõ³äí³ ñóòòºâî íå çì³íþþòü âèãëÿäó äèñè-
ïàòèâíèõ ñòðóêòóð. Ó òîé æå ÷àñ çì³íà ïîðÿäêó ÷àñîâî¿ äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ 
ÿê³ñíî âïëèâàº íà ôîðìóâàííÿ ³ âèãëÿä äèñèïàòèâíèõ ñòðóêòóð. 

 
Ìîäåë³, â îñíîâ³ ÿêèõ ëåæàòü êëàñè÷í³ ñèñòåìè ð³âíÿíü ðåàêö³¿-äèôó-

ç³¿, ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè äîñë³äæåíí³ ÿâèù ñàìîîðãàí³çàö³¿ ó 
ô³çè÷íèõ, õ³ì³÷íèõ ³ á³îëîã³÷íèõ ñèñòåìàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [8, 12]). Çàö³êàâ-
ëåí³ñòü öèìè ÿâèùàìè çáåð³ãàº ïîñò³éíó òåíäåíö³þ äî çðîñòàííÿ. Ðàçîì ç 
òèì â îñòàíí³ ðîêè çíà÷íó óâàãó ïî÷àëè ïðèä³ëÿòè òàêîæ äèôóç³éíèì ð³â-
íÿííÿì ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè [7, 17–19]. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ äèôóç³éíèõ 
ìîäåëåé ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè º òå, ùî àíàë³çóâàòè ¿õ íåë³í³éí³ ðîçâ’ÿçêè 
äîñèòü âàæêî. Á³ëüøå òîãî, ë³í³éíà òåîð³ÿ ñò³éêîñò³ ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíîãî 
ðîçïîä³ëó çì³ííèõ òàêîæ íåäîñòàòíüî ðîçâèíóòà [2, 7].  

Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äèìî ôîðìóâàííÿ äèñèïàòèâíèõ ñòðóêòóð ó ñèñòåì³ 
ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè ÿê çà ÷àñîì, òàê ³ çà ïðîñòîðîâîþ 
êîîðäèíàòîþ òà íåë³í³éíîñòÿìè êóá³÷íîãî òèïó. Îòðèìàí³ øëÿõîì êîìï’þ-
òåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ðîçâ’ÿçêè ó âèïàäêó ñòàö³îíàðíèõ äèñèïàòèâíèõ 
ñòðóêòóð (ÄÑ) ïðîàíàë³çîâàíî çà äîïîìîãîþ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó ¥àóññà 
[3–5, 9, 13], âíàñë³äîê ÷îãî äëÿ ñèñòåìè ç êóá³÷íèìè íåë³í³éíîñòÿìè îòðè-
ìàíî àíàë³òè÷í³ âèðàçè (ÿê çàëåæíîñò³ â³ä ïîðÿäêó ïðîñòîðîâî¿ äðîáîâî¿ 
ïîõ³äíî¿) äëÿ ïàðàìåòð³â, ÿê³ íàáëèæàþòü ö³ ðîçâ’ÿçêè. Ç ³íøîãî áîêó, íà 
îñíîâ³ òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ âäàëîñÿ ïîÿñíèòè ïðèðîäó êîëè-
âàíü ÄÑ ³ çì³íó ñàìîãî õàðàêòåðó á³ôóðêàö³¿ ïðè çì³í³ ïîðÿäêó ÷àñîâî¿ 
äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿.  

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ðîçãëÿäàºìî ìîäåëü, ÿêà îïèñóº àêòèâíå ñåðåäîâèùå 
â òåðì³íàõ ð³âíÿíü ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ç äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè: 

 2 ( , , )C
t xD D q Aα β

θτ θ = θ − θ η , (1) 

 2 ( , , )C
t xD L D Q Aα β

ητ η = η − θ η , (2) 

äå ,  L  – õàðàêòåðí³ äîâæèíè äëÿ çì³ííèõ θ  òà η  â³äïîâ³äíî; θ

η

τ
δ =

τ
, θτ  i 

ητ  – õàðàêòåðí³ ÷àñè ñèñòåìè; ( , , ),  ( , , )q A Q Aθ η θ η  – íåë³í³éí³ ôóíêö³¿ çì³í-

íèõ θ , η  ³ äåÿêîãî ïàðàìåòðà A . Çàãàëüíèé âèãëÿä ð³âíÿíü ðåàêö³¿-äèôóç³¿ 
º àíàëîã³÷íèì äî âèêîðèñòàíèõ ó [3–5, 9] ç ºäèíîþ â³äì³íí³ñòþ, ÿêîþ º íà-
ÿâí³ñòü äðîáîâèõ ÷àñîâèõ ³ ïðîñòîðîâèõ äèôåðåíö³àëüíèõ îïåðàòîð³â. Îïå-

ðàòîðè C
tDα , xDβ  ó ð³âíÿííÿõ (1), (2) âèçíà÷àþòü äðîáîâ³ ïîõ³äí³ Êàïóòî òà 

Ð³ìàíà – Ë³óâ³ëëÿ, ÿê³ ìîæóòü áóòè çàïèñàí³ ó ôîðì³ [15] 
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äå 1 ,m m− < α β < , m  – äîäàòíå ö³ëå ÷èñëî. Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó 

2m =  ³ ñèñòåìó äîñë³äæóºìî íà ³íòåðâàë³ 0,2 sL[ ] . 
Ñèñòåìó äîïîâíþºìî òàêèì êðàéîâèìè óìîâàìè ïåð³îäè÷íîãî òèïó: 

 (0, ) (2 , ),        (0, ) (2 , )s st L t t L tθ = θ η = η ,  

 ( 0, ) ( 2 , )sx t x L t′ ′θ = = θ = , 

 ( 0, ) ( 2 , )sx t x L t′ ′η = = η = , 

à äæåðåëà âèáèðàºìî ó âèãëÿä³ [5, 6, 9, 14, 16] 

 31 ,      
3

q Q A= − θ + θ + η = η − θ − .  (5) 

Çì³íí³ θ  ³ η  º ä³éñíèìè ñêàëÿðíèìè ïîëÿìè ç äîäàòíèìè òà â³ä’ºìíèìè 
çâîðîòíèìè çâ’ÿçêàìè â³äïîâ³äíî. Ñèñòåìà ðåàêö³¿-äèôóç³¿ (1), (2) ìàº ïðî-
ñòîðîâî-îäíîð³äíèé ðîçïîä³ë 0θ , 0η , ÿêèé ìîæå áóòè íåñò³éêèì äëÿ ïåâíèõ 

çíà÷åíü ïàðàìåòðà A . Òèï òàêî¿ íåñò³éêîñò³ ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ ïîõ³äíèõ 
( 1,  2α = β = ) º äîáðå â³äîìèì ³ ñïðè÷èíÿº ïîÿâó á³ôóðêàö³¿ Ãîïôà àáî 
Òüþð³íãà [8–12]. 
 Äëÿ çâè÷àéíèõ ñèñòåì ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ( 1,  2α = β = ) ç äæåðåëàìè (5) 

ïðè 1L /  ïðîñòîðîâî-îäíîð³äíèé ñòàí º íåñò³éêèì çà óìîâè 1 3 A− < </  

1 3< /  â³äíîñíî õâèëüîâèõ ÷èñåë 1 2 1 4
0 ( ) ( )k L q Q q Q−

θ η η θ
′ ′ ′ ′≅ −/ /  (á³ôóðêàö³ÿ 

Òüþð³íãà). Ïðè òèõ ñàìèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ( 1 3,1 3)A ∈ − / /  ³ 1δ   ïðî-

ñòîðîâî-îäíîð³äíèé ðîçïîä³ë 0θ , 0η  º íåñò³éêèì ñòîñîâíî ïðîñòîðîâî-îäíî-

ð³äíèõ êîëèâàíü ç ÷àñòîòîþ 1 2 1 2
0 ( ) ,  0q Q q Q k−

θ η η θ
′ ′ ′ ′ω ≅ δ − =/ /  (á³ôóðêàö³ÿ 

Ãîïôà). 
Äëÿ äðîáîâèõ ñèñòåì ðåàêö³¿-äèôóç³¿ ÿê ïèòàííÿ á³ôóðêàö³¿, òàê ³ 

ñàìî¿ ìîæëèâîñò³ ôîðìóâàííÿ ïðîñòîðîâî-íåîäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàëèøà-
ëîñÿ â³äêðèòèì. Òîìó, â ïåðøó ÷åðãó, ñèñòåìó äèôóç³éíèõ ð³âíÿíü (1), (2) ç 
äðîáîâèìè ïîõ³äíèìè (3), (4) ³ äæåðåëàìè (5) áóëî äîñë³äæåíî ÷èñåëüíî äëÿ 
ð³çíèõ çíà÷åíü ,  ,  L A  òà ïîêàçíèê³â α  ³ β . 

Â ðåçóëüòàò³ ìîäåëþâàííÿ âñòàíîâëåíî, ùî ñòðóêòóðè, îòðèìàí³ ó âè-
ïàäêó äðîáîâèõ ïîõ³äíèõ çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ äëÿ 2β < , º ïîä³á-

íèìè äî ñòðóêòóð, îòðèìàíèõ äëÿ çâè÷àéíèõ ñèñòåì ðåàêö³¿-äèôóç³¿ (β =  

2= ), àëå º á³ëüø êîíòðàñòíèìè ïðè òèõ ñàìèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìè (äèâ. 
ðèñ. 1, äå íàâåäåíî ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè äëÿ äâîõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 

0A =  ³ 0.21A =  ïðè 1,  1.5,  0.01,  1Lα = β = = = ; ïóíêòèðí³ êðèâ³ â³äïîâ³-

äàþòü ñòàíäàðòí³é ñèñòåì³ ïðè 1α = , 2β = ).  
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Рис. 1 

Áà÷èìî, ùî çì³íà ïàðàìåòðà A  âïëèâàº íà çì³íó ôîðìè ñòðóêòóðè, 
àëå íå çì³íþº îáëàñò³ ³ñíóâàííÿ ñòðóêòóðè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè òàêîæ 
ï³äòâåðäæóþòü, ùî íåë³í³éíèé ìåõàí³çì ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóð ó öüîìó âè-
ïàäêó º àíàëîã³÷íèì äî òîãî, ÿêèé ìàº ì³ñöå ó çâè÷àéíèõ ñèñòåìàõ.  
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Äëÿ àíàë³òè÷íîãî äîñë³äæåííÿ ïàðàìåòð³â îòðèìàíèõ äèñèïàòèâíèõ 
ñòðóêòóð ñèñòåìè (1), (2) çàñòîñóºìî âàð³àö³éíèé ïðèíöèï. Òàêèé ï³äõ³ä äàº 
ìîæëèâ³ñòü çíàéòè íàáëèæåíèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ äèñèïàòèâíèõ 
ñòðóêòóð. 

Ñóòü ï³äõîäó ïîëÿãàº â òîìó, ùî êîæí³é çàäà÷³, îïèñàí³é çà äîïîìîãîþ 
ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, ìîæíà ïîñòàâèòè ó â³äïîâ³äí³ñòü ïåâíèé 
ôóíêö³îíàë, ì³í³ì³çóþ÷è ÿêèé ìîæíà îòðèìàòè ïî÷àòêîâ³ ð³âíÿííÿ ðóõó 
àáî óìîâè ð³âíîâàãè ñèñòåìè [3–5, 9]. Äëÿ àíàë³çó ñèñòåìè âèêîðèñòàºìî âà-
ð³àö³éíèé ïðèíöèï ¥àóññà, ÿêèé ïîâ’ÿçóþòü ç òàêèì ôóíêö³îíàëîì ì³í³-
ìàëüíèõ îáìåæåíü: 

 
2 22 21 ( , , ) ( , , )

2 x xD D q A L D Q A dx
∞

β β

−∞

= θ − θ + θ η + η − η + θ η∫  ( ) ( )[ ] . (6) 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (1), (2) äëÿ êëàñè÷íîãî âèïàäêó äîáðå â³äîìèé ç ÿê³ñ-
íîãî àíàë³çó (äèâ. [8]). Ïîêàæåìî, ÿê âàð³àö³éíèé ïðèíöèï (6) ìîæíà âèêî-
ðèñòàòè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü (1), (2) ó âèïàäêó äðîáîâèõ ïî-
õ³äíèõ çà ïðîñòîðîâîþ çì³ííîþ. Äëÿ öüîãî àïðîêñèìóºìî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 
äëÿ 1L /  êîìá³íàö³ºþ ð³çêèõ ³ ïëàâíèõ êóñê³â äëÿ çì³ííî¿ θ  ³ ãëàäêî¿ 

êðèâî¿ äëÿ η . Ðîçïîä³ë ïîë³â θ , η  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü A  íàâåäåíî íà ðèñ. 1. 
Ïðèïóñòèìî, ùî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº ôîðìó 

 0

, 0 ,
1 ( ), ,                 const

, ,

h

h s

x

x x

x L

−θ < < ξ − ε


θ = − ξ − ξ < ε η = η =εθ ξ + ε < <

. (7) 

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (1), (2) áóäåìî øóêàòè íà äåÿêîìó ³í-
òåðâàë³ (0,2 )sL . Ï³äñòàâëÿþ÷è (7) ó ôóíêö³îíàë (6), ìîæíà âèçíà÷èòè íåâ³-
äîì³ ïàðàìåòðè ç ñèñòåìè ð³âíÿíü ðóõó 

 0,        0,        0D D D∂ ∂ ∂= = =
∂η∂θ ∂ξ  . (8) 

Âèêîíàâøè îá÷èñëåííÿ, îòðèìóºìî ç òî÷í³ñòþ 2 2 1sLε = /  òàê³ ð³âíÿííÿ 
äëÿ çì³ííèõ: 

 0 0ξ − εη = , 

 
2

0
0 0

2
0

(2 )
s

s h
s

L L
A L

L
−αη ξ −

η + η − − + θ =
Γ − α

 , 

 
3 2 1

0

2
0

3 2 (2 )( 2 )
h s s

h h
s s

L l L
L L

−βθ ξ −
θ + − θ − η − θ =

− ε Γ − α − ε
 , 

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî ºäèíèé íåîäíîð³äíèé ñòàö³îíàðíèé ñòàí ïî÷àòêîâî¿ 
ñèñòåìè ìàº òàêèé âèãëÿä: 
 0 0η = , (9) 

 
2 2
s s

h

L AL
ξ = +

θ
,  (10) 

 
2 1 1 2( )

3 1
(2 )( 2 )

s
h

s

L
L

−α
 θ = + Γ − α − ε 

 /

. (11) 

Ç (9)–(11) âèïëèâàº, ùî äëÿ 1
sL
  ìàºìî 1hθ ≈  ³ ξ  º ë³í³éíîþ ôóíêö³ºþ 

ïàðàìåòðà á³ôóðêàö³¿ A . 
Ó ñèñòåì³ äîâæèíè 2 sL  ðîçâ’ÿçîê íà ³íòåðâàë³ 0,2 sL[ ]  º äçåðêàëüíèì 

â³äîáðàæåííÿì ðîçâ’ÿçêó (7) â³äíîñíî òî÷êè s sx L= . Ó ðåàëüíèõ ñèñòåìàõ 
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äîâæèíè x sL L  ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë ìîæíà ïîáóäóâàòè íà ïåð³îäè÷í³é 
ìíîæèí³ ðîçâ’ÿçê³â (7). 

Íåîáõ³äíî çàóâàæèòè, ùî â öüîìó ï³äõîä³ äîâæèíà sL  (³ ïåð³îä 2 sL ) 
íåîäíîð³äíîãî ðîçïîä³ëó çàëèøåí³ íåâèçíà÷åíèìè. Çâè÷àéíî ¿õ ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê â³ëüí³ ïàðàìåòðè ³ âèçíà÷àòè ç â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿. 

Ó íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ äëÿ 1L /  ñòðóêòóðè º êîìá³íàö³ÿìè ð³çêèõ 

âåðòèêàëüíèõ ³ ãëàäêèõ ãîðèçîíòàëüíèõ ðîçïîä³ë³â äëÿ àêòèâàòîðà θ  ³ 
ãëàäêèõ ðîçïîä³ë³â äëÿ ³íãèá³òîðà η , ÿêèé ïðàêòè÷íî ìîæíà ââàæàòè êîí-
ñòàíòîþ. Ïàðàìåòðè ðîçâ’ÿçê³â (9), (10) ³ (11) îïèñóþòüñÿ äîñòàòíüî ïðîñòè-
ìè àíàë³òè÷íèìè âèðàçàìè ³ äîáðå ìîäåëþþòü âèãëÿä ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìà-
íèõ çà äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì âèêîðèñ-
òàííÿ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó [5, 9] äëÿ äîñë³äæåííÿ ñòàö³îíàðíèõ êîíòðàñò-
íèõ ñòðóêòóð ó âèïàäêó äðîáîâèõ ïðîñòîðîâèõ îïåðàòîð³â º íàâ³òü á³ëüøå 
åôåêòèâíèì, í³æ äëÿ êëàñè÷íèõ ñèñòåì.  
 Ïðèíöèïîâî ³íøó ñèòóàö³þ ìàºìî ïðè çì³í³ ïîðÿäêó ÷àñîâî¿ äðîáîâî¿ 
ïîõ³äíî¿ 1α > . Ïðè ïåâíèõ êðèòè÷íèõ çíà÷åííÿõ ïîðÿäêó äðîáîâî¿ ïîõ³ä-
íî¿ ³ ïàðàìåòðà á³ôóðêàö³¿ â ñèñòåì³ (1), (2) ìîæóòü ìàòè ì³ñöå ÿê ñòàö³î-
íàðí³ (ðèñ. 2à), òàê ³ îñöèëþþ÷³ (ðèñ. 2á) äèñèïàòèâí³ ñòðóêòóðè. Á³ëüøå òî-
ãî, â ñèñòåì³ ìîæå çì³íþâàòèñÿ ³ ñàì õàðàêòåð á³ôóðêàö³¿ (ðèñ. 2â). (Ðîçðà-
õóíêè äèíàì³êè ôîðìóâàííÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè íà ðèñ. 2 âèêî-
íàíî ïðè 1.5,  2,  0.01,  1Lα = β = = = ).  

     
 à) á) â) 

Рис. 2 
Òåîðåòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ çàçíà÷åíèõ åôåêò³â âäàëîñÿ çðîáèòè íà îñ-

íîâ³ óçàãàëüíåíîãî ë³í³éíîãî àíàë³çó ñò³éêîñò³. Ë³í³éíèé àíàë³ç ñò³éêîñò³ ó 
âèïàäêó ñèñòåì ç ÷àñîâîþ äðîáîâîþ äèôóç³ºþ ìîæíà ïðîâåñòè, çàñòîñîâó-
þ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîì ³ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ïðîñòîðîâîþ 
êîîðäèíàòîþ. Òàêèé ï³äõ³ä âèêîðèñòàíî â ðîáîò³ [7] äëÿ àíàë³çó á³ôóðêàö³¿ 
Òüþð³íãà äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó ñèñòåìè (1), (2) 1 20 1,  2,  < α < β = τ = τ =  

1= , êîëè äðîáîâèé îïåðàòîð çà ÷àñîì áåçïîñåðåäíüî ä³º íà ïðîñòîðîâó ïî-
õ³äíó. Ïîêàæåìî, ùî òàêèé ï³äõ³ä ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ³ äî çàãàëüíî¿ ñèñ-
òåìè (1), (2) äëÿ äîâ³ëüíîãî 0 2< α < . 

Ó âèïàäêó 1,  2α > β =  çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîì ³ 
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè 
ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü 

 2 2 1
1 11 1 1 1 12 2

  
( ) ( , ) ( ,0) ( , )s q a n q s s n q a n q sα α −τ + − ∆ = τ ∆ + ∆   ,   (12) 

 2 2 1
2 22 2 2 2 21 1

  
( ) ( , ) ( ,0) ( , )s L q a n q s s n q a n q sα α −τ + − ∆ = τ ∆ + ∆   ,  (13) 

ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ áóäå ìàòè âèãëÿä  

 ˆ
2 2 1 1

1 2 22 1 2 12 2
1 2 2 2 2

1 11 2 22 12 21

( ) ( ,0) ( ,0)
( , )

( )( )

s L q a s n q a s n q
n q s

s q a s L q a a a

α α− α−

α α

τ τ + − ∆ + τ ∆
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τ + − τ + − −

 



,  (14) 

 
( )ˆ

1 2 2 1
1 21 1 2 1 11 2

2 2 2 2 2
1 11 2 22 12 21

( ,0) ( ,0)
( , )

( )( )

a s n q s q a s n q
n q s

s q a s L q a a a

α− α α−

α α

τ ∆ + τ τ + − ∆
∆ =

τ + − τ + − −

 
 


, (15) 
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äå s  – çì³ííà ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà; q  – çì³ííà ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º; ñèì-
âîë «^» ïîçíà÷àº ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, à « » – ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. 

Êîíñòàíòè 

1 2

1
( ),

j
j n n

Wa
n ∗ ∗

∂=
∂

, 

1 2

2
( ),

j
j n n

Q
a

n ∗ ∗

∂=
∂

 âèçíà÷àþòü ìàòðèöþ ßêîá³ â 

îêîë³ îäíîð³äíîãî ñòàö³îíàðíîãî ðîçâ’ÿçêó 1 2( , )n n∗ ∗  ñèñòåìè.  

Ïîçíà÷èâøè n
m

α = , äå ,  ,n m n m> ∈  , îòðèìàºìî, ùî 1 n m
m
−α − = . 

Òîä³ ñèñòåìó (14), (15) ïåðåïèøåìî â çàãàëüíîìó âèãëÿä³ ÿê  

 ˆ ( , )n q s∆ 
(2 ) ( )

2
1

1

( ) ( )n m m n m m

n
m

i
i

a q s g q s

s z

− −

=

+
=

−∏

/ /

/( )
,  (16) 

äå ( ),  ( )a q g q  – ä³éñí³ ôóíêö³¿ àðãóìåíòó q  ³ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè, à iz  – íó-
ë³ ïîë³íîìà 

 2 2 2 2
2 1 11 2 22 12 21( )( )n n
nP z q a z L q a a a= τ + − τ + − − .   (17) 

Óìîâè íåñò³éêîñò³ îäíîð³äíîãî ð³âíîâàæíîãî ñòàíó ìîæóòü áóòè çíàé-
äåí³ äîñë³äæåííÿì àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè ðîçâ’ÿçê³â ç îáåðíåíîãî ïåðå-
òâîðåííÿ Ëàïëàñà 

 ˆ ( , )n q s∆ =
(2 ) ( )

2
1

1

( ) ( )1
2

c i n m m n m m
st

n
mc i

i
i

a q s g q s
e ds

i
s z

+ ∞ − −

− ∞

=

+
π

−
∫

∏

/ /

/( )
, (18) 

äå òî÷êà c  ëåæèòü ïîçà âñ³ìà ñèíãóëÿðíîñòÿìè â êîìïëåêñí³é ïëîùèí³. ²í-
òåãðàë ìîæíà îö³íèòè, ðîçãëÿíóâøè ìîäèô³êîâà-
íèé êîíòóð Áðîìâ³÷à (ðèñ. 3) ç ã³ëêîþ, âèð³çàíîþ 

ç òî÷êè 0s = , äå 2i ks re θ+ π= , − π < θ ≤ π . ßê ³ â 
[7], ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âêëàä óçäîâæ äóã áóäå 
çíèêàòè ³ íåñò³éê³ñòü áóäå âèíèêàòè â ïîëþñàõ 
âèðàçó (18), òîáòî â íóëÿõ ïîë³íîìà (17). Ïðè÷îìó 
îñíîâíó íåñò³éê³ñòü áóäå âíîñèòè ä³éñíà ÷àñòèíà 
m -¿ ñòåïåí³ êîðåí³â ïîë³íîìà (17), ÿêèé î÷åâèä-
íîþ çàì³íîþ çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî êâàäðàòíî-
ãî ð³âíÿííÿ  

 2 tr det 0Y A Y A− + = , (19) 
äå  

 

2 2 12
11

1 1

2 221
22

2 2

1 ( )

1 ( )

a
k a

A
a

L k a

+
τ τ

= −
+

τ τ


.  (20) 

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè ,  1,  2n m= α = β = , ³ç ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (19)  

 
2tr tr det

2 4
A AY A= ± −  

îòðèìóºìî óìîâè íåñò³éêîñò³ äëÿ êëàñè÷íî¿ ñèñòåìè ðåàêö³¿-äèôóç³¿ 

 tr 0,       det 0A A< <   àáî tr 0,       det 0A A> < . 

Ó âèïàäêó, êîëè ,  1,  2n m> α ≠ β = , ñèòóàö³ÿ çì³íþºòüñÿ ÿê³ñíî, ùî 

íàî÷íî ìîæíà ïðîäåìîíñòðóâàòè äëÿ òî÷êîâî¿ ñèñòåìè ( 2 2 0L= = ) âè-
ãëÿäó (1), (2).  

 

R 

ε 

A 

C 

B 

c D 

 
Рис. 3 
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Âèä³ëèìî ä³éñíó ³ óÿâíó ÷àñòèíè ðîçâ’ÿçêó 
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  

³ ïîäàìî éîãî ó òðèãîíîìåòðè÷í³é ôîðì³ 

 (cos sin )Y Y i= ϕ + ϕ , 
äå  
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a a a a
Y

−
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τ τ
, 22 1 11 2

1 2 11 22 12 21
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2 ( )

a a

a a a a

τ + τ
ϕ =

τ τ −
, 

 
2

22 1 11 2 1 2 12 21

1 2 11 22 12 21

( ) 4
sin

4 ( )
a a a a

a a a a
− τ − τ − τ τ

ϕ =
τ τ −

. 

Âèêîíàºìî îáåðíåíó ï³äñòàíîâêó /n mY s=  ³, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó Ìóàâ-
ðà, îòðèìàºìî  

 11 2 2
cos sinnn k k

s Y i
n n

ϕ + π ϕ + π = ± 
 

// , (21) 

 
( 2 ) ( 2 )

cos sinm n m k m k
s Y i

n n
ϕ + π ϕ + π = ± 

 
/ , (22) 

äå 0, , 1k n= − . Äëÿ òîãî ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè íåñò³éêîñò³, íåîáõ³äíî, 
ùîá çàäîâîëüíÿëàñü òàêà ñèñòåìà: 

 
2

cos 0
k

n
ϕ + π > , 

( 2 )
cos 0

m k
n

ϕ + π > . (23) 

Òîáòî ó âèïàäêó ,  1,  2n m> α ≠ β =  ó ôîðìóâàíí³ íåñò³éêîñò³ ãîëîâíó 
ðîëü ïî÷èíàº â³ä³ãðàâàòè óÿâíà ÷àñòèíà êîðåí³â ð³âíÿííÿ (19) ³ íåñò³éê³ñòü 

ìîæå ìàòè ì³ñöå íàâ³òü ³ ó âèïàäêó Re 0Y < , êîëè 1Re 0nY >/
 ³ /Re 0m nY > . 

Îòæå, äëÿ äîâ³ëüíîãî çíà÷åííÿ arg Y  çàâæäè ìîæíà ï³ä³áðàòè òàêèé ïîðÿ-
äîê äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ α , ÿêèé ïðèâåäå äî çì³íè ñò³éêîñò³ ñèñòåìè. 

Ó ðîáîò³ çà ðàõóíîê ââåäåííÿ äðîáîâèõ îïåðàòîð³â ðîçøèðåíî ïîíÿòòÿ 
ñèñòåìè ðåàêö³¿-äèôóç³¿. Çà äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîäå-
ìîíñòðîâàíî, ùî äèñèïàòèâí³ ñòðóêòóðè, ÿê³ ìàþòü ì³ñöå â êëàñè÷íèõ ñèñ-
òåìàõ ( 1,  2α = β = ), ³ñíóþòü ³ â á³ëüø çàãàëüíèõ ñèñòåìàõ òàêîæ äëÿ ñòå-

ïåí³â α , ìåíøèõ â³ä äåÿêîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ 0α . Íåçâàæàþ÷è íà òå, 

ùî ôîðìà îòðèìàíèõ äèñèïàòèâíèõ ñòðóêòóð äåùî â³äð³çíÿºòüñÿ, ðîçâ’ÿçêè 
ìàþòü ïîä³áí³ íåë³í³éí³ âëàñòèâîñò³. Ïðè ïåðåâèùåíí³ ïîêàçíèêîì ÷àñîâî¿ 
äðîáîâî¿ ïîõ³äíî¿ α  êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ 0α  ê³íåòèêà ôîðìóâàííÿ ñòðóê-

òóð ñòàº îñöèëþþ÷îþ ³ ìîæå ñïðè÷èíèòè íàâ³òü çì³íó õàðàêòåðó á³ôóðêà-
ö³¿ ñàìî¿ ñèñòåìè. 
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АНАЛИЗ ДИССИПАТИВНЫХ СТРУКТУР В ДИФФУЗИОННЫХ 
СИСТЕМАХ С ПРОИЗВОДНЫМИ ДРОБНЫХ ПОРЯДКОВ 
 
Èññëåäóþòñÿ äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû â óðàâíåíèÿõ ðåàêöèè-äèôôóçèè ñ ïðî-
èçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî 
âûðàæåíèÿ äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð â ìîäåëÿõ ñ êóáè÷åñêèìè íåëèíåéíîñ-
òÿìè èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé ðàíåå âàðèàöèîííûé ìåòîä. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî íåëèíåéíîñòü èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ïðè 
ôîðìèðîâàíèè ñòðóêòóð, à ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå äðîáíûõ ïîðÿäêîâ 
ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿþò âèä äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. Â òî æå âðåìÿ èçìå-
íåíèå ïîðÿäêà âðåìåííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ôîðìèðî-
âàíèå è âèä äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. 
 
ANALYSIS OF DISSIPATIVE STRUCTURES IN DIFFUSION SYSTEMS 
WITH FRACTIONAL DERIVATIVES 
 
We investigate the dissipative structures in a fractional reaction-diffusion system. We 
use the model with cubic non-linearity to obtain the solutions in the form of dissipative 
structures. Further we use the developed earlier variational principle to find an appro-
ximate analytic form of such dissipative structures. Here we have discovered that non-
linearity plays the main role in structure formation, and space fractional derivatives do 
not destroy the form of dissipative structures. 
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