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A. О. Лопушанський  
 
ЧИСЛЕННЯ СЕКТОРІАЛЬНИХ ОПЕРАТОРІВ З ВІД’ЄМНИМ ТИПОМ 
I КОМПЛЕКСНІ ІНТЕРПОЛЯЦІЙНІ ШКАЛИ 
 

Îïèñàíî âëàñòèâîñò³ ñòåïåíåâî¿ ï³âãðóïè â êëàñ³ ñåêòîð³àëüíèõ îïåðàòîð³â ç 
â³ä’ºìíèì òèïîì. Âñòàíîâëåíî, ùî îäíîïàðàìåòðè÷íà øêàëà îáëàñòåé âè-

çíà÷åííÿ ( ) ,  0V D J ϑ
ϑ = − ϑ >( ) , äëÿ ñåêòîð³àëüíîãî îïåðàòîðà J  ñï³âïàäàº ³ç 

³íòåðïîëÿö³éíîþ øêàëîþ, ïîðîäæåíîþ êîìïëåêñíèì ìåòîäîì Ë³îíñà – Êàëü-
äåðîíà.  

 
Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæóþòüñÿ âëàñòèâîñò³ îäíîïàðàìåòðè÷íî¿ ï³âãðóïè â 

êëàñ³ ñåêòîð³àëüíèõ îïåðàòîð³â ç â³ä’ºìíèì òèïîì. Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ïðà-
âèëüíîãî ïðîì³æíîãî ïðîñòîðó äëÿ áàíàõîâî¿ ïàðè ñåêòîð³àëüíîãî îïåðàòî-
ðà, äîñë³äæóºòüñÿ çáóðåííÿ òàêîãî îïåðàòîðà íà ïðàâèëüíîìó ïðîì³æíîìó 
ïðîñòîð³, áóäóºòüñÿ øêàëà ïðàâèëüíèõ ïðîì³æíèõ ïðîñòîð³â îáëàñòåé âè-

çíà÷åííÿ ,  ( ) 0V D J ϑ
ϑ = − ϑ >( )  äëÿ ñåêòîð³àëüíîãî îïåðàòîðà J . Ïîêàçàíî, 

ùî öÿ øêàëà ñï³âïàäàº ç ³íòåðïîëÿö³éíîþ øêàëîþ, ïîðîäæåíîþ êîìïëåêñ-
íèì ìåòîäîì Ë³îíñà – Êàëüäåðîíà [4–6]. Ðîáîòà º áåçïîñåðåäíèì ïðîäîâ-
æåííÿì ïðàö³ àâòîðà [2] ³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðèéíÿò³ òàì ïîçíà÷åííÿ. Áåç 
ñïåö³àëüíîãî íàãàäóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîíÿòòÿ ç â³äîìèõ ìîíîãðàô³é 
[1, 3, 7]. 

1. Íåõàé : : 0il re rω
ω = ≥{ }  – ïðîì³íü ³ç çàäàíèì êóòîì [0,2 ]ω ∈ π  ³ ô³ê-

ñîâàíîìó êóòó ( )0 /2,ω ∈ π π  ç³ñòàâëåíî â   çàìêíåíèé ñåêòîð : :lωΛ = ω ∈{  

0 0[ , ]∈ − ω ω } . Äëÿ çàäàíî¿ ïàðè êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â 0 0,V ⋅( )  

òà 1 1,V ⋅( ) ç íåïåðåðâíèì ³ ù³ëüíèì âêëàäåííÿì 10 1 0:E V V→  ðîçãëÿäàº-

ìî ìíîæèíó ñåêòîð³àëüíèõ îïåðàòîð³â  

  1
1 0 10 ( ;0 1

: ( ; ) : sup ( ) : ( )
)V V

A V V E A K A−

λ∈Λ

 = ∈ λ − = < ∞ 
 

   

â³ä’ºìíîãî òèïó ( ) : sup Re : ( )r A A= λ λ ∈ σ{ } . Íåõàé 00 0 0:E V V  – îäèíè÷-

íèé îïåðàòîð â àëãåáð³ 0( )V . Ó ðåçîëüâåíòí³é ìíîæèí³ ( ) : :Aρ = λ{  
1

10 0 1: ( ) ( ; )E A V V−λ − ∈  }  º âèçíà÷åíîþ òà àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ÿ ( , ) :R Aλ =  
1

10 10 0: ( ) ( )E E A V−= λ − ∈ . Çðîçóì³ëî, ùî ³ñíóº çàëåæíå â³ä A  ÷èñëî a  òà-

êå, ùî 0 ( )a r A< < −  i ( )a AΛ ⊂ ρ , äå : :a aΛ = Λ λ ∈ λ ≤  { } . Äëÿ áóäü-ÿêîãî 

îïåðàòîðà A ∈  êîíòóð 0
, , ,: ( )a a a a A+ −
ω ω ωΓ = Γ Γ Γ ⊂ ρ   îáõîäèòü ñïåêòð 

îïåðàòîðà ( )Aσ  â äîäàòíîìó íàïðÿìêó, ÿêùî 0 0: cω ω − ≤ ω ≤ ω  ³ , :a
+

ωΓ =  

0
,: ,  : : ,  : : ,2i i i

a are r a re r a aeω − − ω τ
ω= ≥ Γ = ≥ Γ = τ ∈ ω π − ω{ } { } { }[ ] . 

Áàíàõ³â êîìïëåêñíèé ïðîñò³ð ( , )UU ⋅  íàçèâàþòü ïðîì³æíèì äëÿ ïàðè 

áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â 0 1;V V{ } , ÿêùî ïðàâèëüí³ íåïåðåðâí³ (íå îáîâ’ÿçêîâî 

ù³ëüí³) âêëàäåííÿ 1 0V U V⊂ ⊂ . Ïðîì³æíèé ïðîñò³ð U  äëÿ ïàðè 0 1;V V{ }  

áóäåìî íàçèâàòè ïðàâèëüíèì, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ îäíà ç äâîõ óìîâ:  

 (à) 1U V=  

àáî 

 (b) 11 00    0 :         UC x x C x x Vε ε∀ε > ∃ > ≤ ε + ∀ ∈ . 
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Çðîçóì³ëî, ùî ïðîñò³ð 0U V=  òàêîæ áóäå ïðàâèëüíèì ïðîì³æíèì äëÿ 

ïàðè 0 1;V V{ } . Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíèìè ïðîì³æíèìè áóäóòü îáèäâà êðàé-

í³ ïðîñòîðè ïàðè 0V  i 1V , à òàêîæ óñ³ òàê³, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (b) íà-

âåäåíîãî îçíà÷åííÿ. 
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé U  – ïðàâèëüíèé ïðîì³æíèé áàíàõ³â ïðîñò³ð 

äëÿ ïàðè áàíàõîâèõ ïðîñòîð³â 0 1;V V{ } . Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà 

A ∈  ³ñíóº òàêå ÷èñëî 0δ > , ùî äëÿ âñ³õ îïåðàòîð³â 0( ; )X U V∈ , äëÿ 

ÿêèõ ( ; 0)U VX < δ , âèêîíóþòüñÿ óìîâè  

 
1

,      ( ) ( )
V

A X A A A X+ ∈ Λ ⊂ ρ ρ + , 

òà ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

  ( ) ( )0 0
( , ) 2 ( , )          V VR A X R Aλ + ≤ λ ∀λ ∈ Λ  .  (1) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèïàäîê 1U V=  ðîçãëÿíóòî â ðîáîò³ [2]. Òîìó íåõàé 

ïðîñò³ð U  çàäîâîëüíÿº óìîâó (b) îçíà÷åííÿ ïðàâèëüíîãî ïðîì³æíîãî ïðî-
ñòîðó. Çàô³êñóºìî äîâ³ëüíå ÷èñëî 0a >  ³ ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð âêëàäåííÿ 

1 1:UE V U . Äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë 0ε >  ³ âñ³õ åëåìåíò³â 0x V∈  çã³äíî ç 

[2, òâåðäæåííÿ 1] ³ñíóº òàêà ñòàëà 0C > , ùî  

  1 1
1 10 10 01

( ) ( ) ( , )U U
E E A x E A x C R A x− −

ελ − ≤ ε λ − + λ ≤  

 0 0

C C
C x C x

a
ε ε   ≤ ε + ≤ ε +   λ   

 

àáî  

  
0

1
1 10 ( ; )

( )       \ :U V U

C
E E A C C a

a
− ε λ − ≤ ε + ∀λ ∈ Λ λ ∈ λ ≤ 

 
{ } . 

Ç ³íøîãî áîêó, î÷åâèäíî, ìàºìî  

  
10 0 1

1 1
1 10 1 10( ; )( ; ) ( ; )

( ) ( )U U V UV U V V
E E A E E A− −λ − ≤ λ − ≤ 

 

 
11 ( ; )

( )         :U V U
K A E C a≤ ∀λ ∈ Λ λ ∈ λ ≤ { } , 

òîáòî ³ñíóº òàêà ñòàëà  

 
11 ( ; )

( ) : max ( ) ;  U V U

C
K A K A E C

a
ε  ′ = ε +  

   , 

ùî  

  
0

1
1 10 ( ; )

( ) ( )       U V U
E E A K A− ′λ − ≤ ∀λ ∈ Λ


. 

Ïîâòîðèìî òåïåð îñíîâí³ ôðàãìåíòè äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1 ç [2], çà-

ì³íÿþ÷è â íèõ ôóíêö³þ 1
10( )X E A −λ −  íà 1

1 10( )UXE E A −λ − . Ç íåð³âíîñò³  

  
00 0

1 1
1 10 1 10( ; )( ) ( ; )

( ) ( )U UU VV V U
XE E A X E E A− −λ − ≤ λ − 

 

âèïëèâàº, ùî ïðè 
0( ; ) 1/2 ( )U VX K A′≤  ó áàíàõîâ³é àëãåáð³ 0( )V  çá³ãàºòü-

ñÿ ðÿä  

  
11 1

00 1 10 1 10
=0

( ) = ( ) k
U U

k

E XE E A XE E A
∞

−− −− λ − λ −∑ [ ][ ] , 

ïðè öüîìó ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 
0

11
00 1 10 ( )

( ) 2U V
E XE E A

−−− λ − ≤


[ ]  äëÿ 

âñ³õ λ ∈ Λ . Çâ³äñè òà ç òîòîæíîñò³  

  
11 1 1

10 1 10 00 1 10( ) ( ) ( )U UE A XE E A E XE E A
−− − −λ − − = λ − − λ −[ ]  
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âèïëèâàº íåð³âí³ñòü  

  
0 0 1

1 1
10 1 10( ; ) ( ; )

( ) 2 ( )U V U V V
E A XE E A− −λ − − ≤ λ −

 
 

äëÿ âñ³õ λ ∈ Λ  òà âñ³õ 0( ; )X U V∈  ç îêîëó 
0( ; ) 1/2 ( )U VX K A′≤ . Çâ³äñè 

òàê ñàìî, ÿê ³ âèùå, â³äðàçó îòðèìóºìî òâåðäæåííÿ: äëÿ áóäü-ÿêîãî îïå-
ðàòîðà A ∈  éîãî îê³ë  

 
1 01 0 ( ; )( ; ) : ( ) 1/2 ( )V VX V V X A K A′∈ ≤ δ ={ }  

ì³ñòèòüñÿ â  . Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ◊ 
2. Çàô³êñóºìî äåÿêèé îïåðàòîð J ∈ . Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà 0ϑ >  

ôóíêö³ÿ  

 ln ( )\ 0, ) ( ) e−ϑ −ϑ −λ+∞ ∋ λ −λ =[ , 

äå âèáðàíà ã³ëêà ôóíêö³¿ ln ( )−λ  çàäîâîëüíÿº óìîâó ln (1) 0= , íàëåæèòü 

îçíà÷åí³é ó [2] àëãåáð³ ( )cΛ  ãîëîìîðôíèõ â 0: \ :c l cωΛ = ω∈ − ω +{ [[ , 

0 cω −  {0}}] ]  ³ íåïåðåðâíèõ ó çàìèêàíí³ ç âèêîëîòîþ òî÷êîþ \ 0cΛ { }  

ôóíêö³é. Òîìó çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 2 ç [2] ìîæåìî îçíà÷èòè äðîáîâ³ ñòå-
ïåí³ îïåðàòîðà  

 

,

( , )1( ) = ( )
2 ( )

a

R J
J d V

i
−ϑ

ϑ
Γ ω

λ− λ ∈
π −λ∫  ,  (2) 

äå ³íòåãðàë íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó ÷èñëà : 0 ( )a a r A< < −  ³ êóòà 0: cω ω − ≤  

0≤ ω ≤ ω . Ñ³ì’ÿ îïåðàòîð³â ( )J −ϑ−  ìàº ï³âãðóïîâó âëàñòèâ³ñòü  

  ( ) ( ) ( )          , 0J J J
′ ′−ϑ −ϑ −ϑ−ϑ ′− − = − ∀ ϑ ϑ > .  (3) 

Ñïðàâä³, äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 ( )a a r A′< < <  òà 0 0c ′ω − ≤ ω < ω ≤ ω , ìàºìî  

 
2

, ,

( , ) ( , )1( ) ( )
(2 ) ( ) ( )

a a

R J R J
J J d d

i

′−ϑ −ϑ
′ϑ ϑ

Γ Γ ′ ′ω ω

λ µ
− − = λ µ =

π −λ −µ∫ ∫  

 

, ,

( , )1 1
2 2( ) ( ) ( )

a a

dR J
d

i i ′ϑ ϑ
Γ Γ ′ ′ω ω

 µλ= λ − 
π π−λ −µ µ − λ  

∫ ∫  

 

,,

( , )1 1
2 2( ) ( ) ( )

aa

R J d d
i i′ ′ϑ ϑ

Γ Γ′ ′ ωω

 µ λ− µ = 
π π−µ −λ µ − λ  

∫ ∫  

 

,

( , )1 ( )
2 ( )

a

R J
d J

i
′−ϑ−ϑ

′ϑ+ϑ
Γ ω

λ= λ = −
π −λ∫ , 

îñê³ëüêè çà òåîðåìîþ Êîø³  

  

,,

1 1( ) ,         0
2 2( ) ( ) ( ) ( )

aa

d d
i i

′ϑ
′ ′ϑ ϑ

Γ Γ′ ′ ωω

µ λ−λ = =
π π−µ µ − λ −λ µ − λ∫ ∫ , 

äå êîíòóð ,a ωΓ  çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèí³ êîíòóðó ,a′ ′ωΓ , à òîìó äëÿ âñ³õ µ ∈ 

,a′ ′ω∈ Γ  ï³ä³íòåãðàëüíà ôóíêö³ÿ º àíàë³òè÷íîþ ³ ïðÿìóº äî íóëÿ íà áåçìåæ-

íîñò³ âñåðåäèí³ ,a ωΓ . 

Îïåðàòîð ( )J −ϑ−  º îáîðîòíèì. Ñïðàâä³, ÿêùî ( ) 0J x−ϑ− =  äëÿ äåÿêîãî 

åëåìåíòà 0x V∈ , òî, áåðó÷è â îòðèìàí³é ð³âíîñò³ n′ϑ = ∈  , äëÿ âñ³õ n > ϑ  

áóäåìî ìàòè  

  ( )( ) ( ) ( ) 0n nJ x J J x− − −ϑ −ϑ− = − − = . 
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Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 0x = . Îòæå, ïîáóäîâàíèé îïåðàòîð 0( ) ( )J V−ϑ− ∈  ìàº 

íóëüîâå ÿäðî, à òîìó ³ñíóº çàìêíåíèé îáåðíåíèé  

  1
0( ) : ( ) :J J V Vϑ −ϑ −

ϑ− = − [ ] , 

äå ÷åðåç Vϑ  òóò ³ âñþäè äàë³ ïîçíà÷åíî éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, íàä³ëåíó 

íîðìîþ ãðàô³êà  

  
0

: ( )      x J x x Vϑ
ϑθ = − ∀ ∈ . 

Çà òåîðåìîþ ïðî çàìêíåíèé ãðàô³ê ³ç çàìêíåíîñò³ ( )J ϑ−  âèïëèâàº, ùî 

îòðèìàíèé ïðîñò³ð ,Vϑ θ⋅( )  º áàíàõîâèì. Çà òåîðåìîþ ïðî îáåðíåíèé îïå-

ðàòîð íîðìà 0( )x J xϑ = − , 1x V∈ , ïîðîäæåíà îïåðàòîðîì J  íà ïðîñòîð³ 

1V , ïðè 1ϑ =  åêâ³âàëåíòíà çàäàí³é. Î÷åâèäíî, ùî âêëàäåííÿ 0V Vϑ ⊂  íåïå-

ðåðâí³. Ç òîãî, ùî ÿäðî îïåðàòîðà ( )J −ϑ−  íóëüîâå, âèïëèâàº ù³ëüí³ñòü âêëà-

äåííÿ 0V Vϑ ⊂ . 

Êð³ì òîãî, îñê³ëüêè ôóíêö³îíàëüíå ÷èñëåííÿ âèçíà÷àº îáìåæåí³ îïåðà-
òîðè íàä áàíàõîâîþ ïàðîþ 0 1;V V V= { }  [2, òâåðäæåííÿ 2], òî çâóæåííÿ îïå-

ðàòîðà ( )J −ϑ−  íà ï³äïðîñò³ð 1V  íàëåæèòü àëãåáð³ 1( )V . Äîñë³âíî çàñòîñî-

âóþ÷è äî ï³äïðîñòîðó 1V  ïîïåðåäí³ ì³ðêóâàííÿ, ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî çâóæå-

íèé îïåðàòîð 
| 1

( )
V

J −ϑ−  òàêîæ ìàº íóëüîâå ÿäðî, à òîìó ³ñíóþòü çàìêíåíèé 

îáåðíåíèé ³ éîãî êîìïîçèö³ÿ ç ( )J− :  

  
1

1

1 1|
( ) :

V
J V V

−−ϑ
ϑ+ −   , 

 
1

11
1 0|

( ) : ( ) ( ) :
V

J J J V V
−ϑ+ −ϑ

ϑ+ − = − −   . 

Òóò ÷åðåç 1Vϑ+  ïîçíà÷åíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 1( )J ϑ+− , íàä³ëåíó 

íîðìîþ ãðàô³êà  

  1
11 0

: ( )      x J x x Vϑ+
ϑ+ϑ+ = − ∀ ∈ . 

Ïðîäîâæóþ÷è ðåêóðåíòíî öþ êîíñòðóêö³þ, ìîæåìî îçíà÷èòè çàìêíåí³ 

îïåðàòîðè ( ) nJ ϑ+−  òà áàíàõîâ³ ïðîñòîðè nVϑ+  äëÿ äîâ³ëüíîãî n ∈  :  

 
1

1

0|
( ) : ( ) ( ) :n n

nV
J J J V V

−ϑ+ −ϑ
ϑ+ − = − −   , 

 
0

: ( )      n
nnx J x x Vϑ+

ϑ+ϑ+ = − ∀ ∈ . 

Êîëè 1ϑ = , îòðèìóºìî áàíàõîâ³ ïðîñòîðè 1 nV +  äëÿ âñ³õ n ∈  . 

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé çàäàíî îïåðàòîðè ,J A ∈  ³ áàíàõ³â ïðîñò³ð 

: 0 1Vϑ < ϑ ≤  º îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ( )J ϑ− . 

(i) ßêùî 0 1< α < β ≤ , òî ³ñíóº òàêà ñòàëà 0C > , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî 

÷èñëà 0ε >  ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

  ( )
0          x x C x x Vα α −β

βα β≤ ε + ε ∀ ∈/ .  (4) 

Çîêðåìà, º íåïåðåðâíèìè òà ù³ëüíèìè âêëàäåííÿ  

  1 0V V V Vβ α⊂ ⊂ ⊂ ,  (5) 

äå ïðîì³æí³ ïðîñòîðè Vα  äëÿ ïàðè 0;V Vβ{ }  º ïðàâèëüíèìè é âèêîíóþòü-
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ñÿ íåð³âíîñò³  

 
1
0      x C x x x V

α β −α β
βα β

′≤ ∀ ∈/ /
,  (6) 

äå 0C′ >  – äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü â³ä α  ³ β . 

(ii) Íåõàé 0 1≤ α ≤ . Òîä³ ³ñíóº òàêà ñòàëà 0C′′ > , ùî âèêîíóºòüñÿ 
íåð³âí³ñòü  

 

0

1

10 1
( ; )

        \ 0 ,      0
V V

C sAE s
s

α−

−α
α

′′ λ − ≤ ∀λ ∈ Λ ∀ > 
  λ

{ } .  (7) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïåðåâ³ðèìî ñïî÷àòêó âêëàäåííÿ (5). ßêùî x Vβ∈ , 

òî ç (3) âèïëèâàº, ùî  

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x J J x J J x J J J x V−β β −α − β−α β −α − β−α β
α= − − = − − = − − − ∈ . 

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (2) äëÿ âñ³õ ÷èñåë 0 1< ϑ ≤  íå çàëåæèòü â³ä 
çì³íè êóòà ω  ó øèðøîìó ïðîì³æêó 0: 0ω < ω ≤ ω , í³æ öå îäåðæóºìî ç 

òâåðäæåííÿ 2 ç [2]. Öå âèïëèâàº ç àíàë³òè÷íîñò³ ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿ ó 
êîìïëåêñí³é ïëîùèí³ ç ðîçð³çîì \ [0, )+∞  ³ íåð³âíîñò³  

  
0

1
( )

( , )
       \ [0, )

( ) V

R J c
ϑ +ϑ

λ ≤ ∀λ ∈ +∞
−λ λ

 ,  (8) 

ó ÿê³é ñòàëà 0c >  âçÿòà ç [2, òâåðäæåííÿ 1]. Ñïðàâä³, ç îö³íêè (8) âèïëèâàº 
àáñîëþòíà çá³æí³ñòü ³íòåãðàëà ó ôîðìóë³ (2) ïî áóäü-ÿêîìó ç êîíòóð³â 

, \ [0, )a ωΓ ∈ +∞  ³ ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàòè òåîðåìó Êîø³, çã³äíî ç ÿêîþ  

  

, ,

( , )
0,         0 ,      

( )
a a

R J
d a a

′ ′ω

ϑ
Γ Γ ω

  λ ′ ′− λ = < ≤ ω ≤ ω 
−λ 

∫ ∫ . 

Êîðèñòóþ÷èñü íåçàëåæí³ñòþ â³ä ω , ìîæíà ïåðåéòè â ôîðìóë³ (2) äî 
ãðàíèö³ ïðè 0ω → +  òà 0a → + . ²íòåãðóþ÷è ïî ãðàíè÷íîìó êîíòóðó 

( , : 0 2 , )ia ae aτ+∞ < τ < π +∞ { }] [ , äå 0a → + , îòðèìóºìî åêâ³âàëåíòíå 
çîáðàæåííÿ Êàòî äëÿ äðîáîâèõ ñòåïåí³â îïåðàòîðà  

  
0

( , )sin( ) ( ),       0 1,     0,1j
R r J

J dr V j
r

+∞
−ϑ

ϑ
πϑ− = ∈ < ϑ < =

π ∫  .  (9) 

²ç (9) ïðè 0 1< ϑ = α <  äëÿ 1x V∈  âèïëèâàº  

       

 

1
10 0

0 0

( , )sin( ) ( ) ( )
R r J Jx

J x J J x dr
r

+∞
α α −

−α
πα− = − − = ≤

π ∫  

 
  

  

1

0 0

1 1
0

( ) ( , )( )( , )sin
J R r J J xJR r J x

dr dr
r r

−β βδ +∞

−α −α
δ

− − πϑ≤ + 
π   

∫ ∫ .  (9′) 

Äëÿ ÷èñåë : 1β α < β <  çã³äíî ç íåð³âí³ñòþ (8) ìàºìî  

 
0

0

1
1( )

0 ( )

( , ) ( , )sin( ) ( , )
V

V

R s J R r J
J R r J ds

s

+∞
−β

−β
πα− = ≤

π ∫


 

  0 0( ) ( )

1
0

( , ) ( , )sin
r

V VR s J R r J
ds

s −β

πα≤ +π 
∫

 
 

 0 0( ) ( )

1

( , ) ( , )V V

r

R s J R r J
ds

s

+∞

−β


+ ≤


∫

 
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2 2

1 2 1
0

sin 1 sin
(1 )

r

r

c ds ds c
r s s r

+∞

−β −β −β

 πα πα≤ + = π π β − β 
∫ ∫ . 

Êð³ì öüîãî, çà òîòîæí³ñòþ 00( , ) ( , )JR r J rR r J E= −  ìàºìî  

  
0( )( , ) 1 ( )VJR r J K J≤ + , 

äå ( )K J  – ñòàëà ç îçíà÷åííÿ êëàñó  . Ï³äñòàâëÿþ÷è îñòàíí³ äâ³ íåð³âíîñò³ 

â (9′), îòðèìóºìî îö³íêó  

 0 10
0

sin( ) 1 ( ) drJ x K J x
r

δ
α

−α

πα− ≤ + +
π 

∫( )  

 

2

0

1

( )
sin

(1 )

c J x
dr

r

β +∞

−α +β
δ

− πα+ =
π β − β 

∫  

 
 

2

0
0

( )sin sin1 ( )
(1 )

c J x
K J x

β
α α −β− πα δ πα δ= + + 

π α π β − β β − α  
( ) . 

Çâ³äñè îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü (4) äëÿ âñ³õ åëåìåíò³â 1x V∈ , ÿêùî â (4) 
âçÿòè  

 
2 2

2
sin

(1 )( )
cα −β πα ε = δ   π β − β β − α

, 

 
( ) ) )21 ( ) sin

(1 )( )
K J cC

β+α β−α α β−α+ πα   =     α π β − β β − α 

/( /(

. 

 Çàçíà÷èìî, ùî äîâ³ëüí³ñòü ó âèáîð³ ÷èñåë 0ε >  äîñÿãàºòüñÿ çà ðàõóíîê 
äîâ³ëüíîãî âèáîðó 0δ > , à òàêîæ òîãî, ùî ñòàëà C  íå çàëåæèòü â³ä ε . 

Äëÿ 1β =  íåð³âí³ñòü (4) äîâîäèòüñÿ ïîä³áíî. 

Ç íåð³âíîñò³ (4) äëÿ åëåìåíò³â 1x V∈  ³ íåïåðåðâíîñò³ âêëàäåííÿ 1 0V V⊂  

âèïëèâàº íåïåðåðâí³ñòü âêëàäåííÿ 1V Vα⊂ . Ñïðàâä³, ÿêùî 
1

1 1

V

nV x x V∋ → ∈ , 

òî ç íåïåðåðâíîñò³ âêëàäåííÿ 1 0V V⊂  âèïëèâàº 
0

0 0

V

nV x x V∋ → ∈ . Òîä³ ç (4) 

ïðè 1β =  ìàºìî 
V

nV x x V
α

α α∋ → ∈  ³ âêëàäåííÿ 1V Vα⊂  íåïåðåðâíå. Íåïå-

ðåðâí³ñòü âêëàäåííÿ V Vβ α⊂  âèïëèâàº ç (4) íà îñíîâ³ ïðîñòèõ ì³ðêóâàíü. 

ßêùî 
V

nV x x V
β

β β∋ → ∈ , òî ç íåïåðåðâíîñò³ âêëàäåííÿ 0V Vβ ⊂  ³ ç óðàõó-

âàííÿì, ùî 
V

nV x x V
α

α α∋ → ∈ , îäåðæóºìî 
0

0 0

V

nV x x V∋ → ∈ . 

Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó x V∗ ∗
α∈  º îðòîãîíàëü-

íèì äî Vβ . Ç íåïåðåðâíîñò³ âêëàäåííÿ 0V Vα ⊂  âèïëèâàº, ùî 0x V∗ ∗∈ . Àëå 

âêëàäåííÿ 0V Vα ⊂  ù³ëüíå, òîìó 0x∗ = . Çà òåîðåìîþ Ãàíà – Áàíàõà âêëà-

äåííÿ V Vβ α⊂  º ù³ëüíèì. 

Çîêðåìà, ù³ëüíèì áóäå âêëàäåííÿ 1V Vβ⊂ . Òîìó íåð³âí³ñòü (4) ó âèïàä-

êó 0α >  äëÿ âñ³õ åëåìåíò³â x Vβ∈  îòðèìóºòüñÿ øëÿõîì ¿¿ íåïåðåðâíîãî 

ðîçøèðåííÿ ³ç ù³ëüíî¿ ï³äìíîæèíè 1V . 
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Çàóâàæèìî, ùî ç íåð³âíîñò³ (4) â³äðàçó âèïëèâàº ïðàâèëüí³ñòü ïðîì³æ-
íîãî ïðîñòîðó Vα  äëÿ ïàðè 0;V Vβ{ } . 

Íàðåøò³, íåð³âí³ñòü (6) âèïëèâàº ç íåð³âíîñò³ (4), ÿêùî â îñòàíí³é 
ï³äñòàâèòè çíà÷åííÿ çì³ííî¿ 0ε > , ïðè ÿêîìó äëÿ åëåìåíòà x Vβ∈  

äîñÿãàºòüñÿ ì³í³ìóì ó íåð³âíîñò³ (4), òîáòî âçÿòè  

  
1 1

0 ,         
xC CC
x

−α β −α β

β

βα α   ′ε = =   β − α α β − α   

/ /

. 

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (ii). Ïðè 1α =  òâåðäæåííÿ âèïëèâàº ç îçíà÷åí-
íÿ êëàñó  . Íåõàé 0 1< α < . Ç íåð³âíîñò³ (6) ïðè ÷èñëàõ 1β =  îòðèìóºìî  

 1
1 0 11 0,              V V V x C x x x Vα −α

α α
′⊂ ⊂ ≤ ∀ ∈ . 

Ï³äñòàâëÿþ÷è ñþäè 
1

10
Jx E y
s

−
 = λ − 
 

, äå 0y V∈ , 0s >  òà 0λ ∈ Λ , ìàºìî  

 
1 1

10 10
0

= ( )J JE y J E y
s s

− −
α

α

   λ − − λ − ≤   
   

 

 
11 1

10 10 10
0 0

J JC J E y E E y
s s

α −α− −
   ′≤ λ − λ − ≤   
   

 

 

0 0

11 1
1

10 10 100 0
( ) ( )V V

J JC J E y E E y
s s

α −α− −
α −α   ′≤ λ − λ − =   

    

 

 
0

0

1
1

10 0( )
( )

( ) ,
V

V

JC s J s E J R y
s

−ααα −  ′= λ − λ 
  

. 

Îñê³ëüêè J A∈ , òî çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 1 ç [2] ³ñíóþòü ñòàë³  

  
0

0 0 0

1
1 10 2( )

( )
sup ( ) ,       sup ,

Vs s V

JC J s E J C R
s

−

λ∈Λ λ∈Λ

 = λ − = λ λ 
  

. 

Òåïåð ïîïåðåäíÿ íåð³âí³ñòü íàáóâàº âèãëÿäó  

 
00

1 1

10 10
1( ; )

: sup
yV V

J JE y E y
s s

α

− −

= α

   λ − = λ − ≤   
   

 

 
0

11
1 2

1 1 1
( )

,
V

C C C sJ C sC C s R
s

α −α α−α α
α α

−α −α

′ ′′ ′≤ λ ≤ = 
  λ λ

. 

Îòæå, ó âèïàäêó îïåðàòîðà A J=  íåð³âí³ñòü (7) äîâåäåíî. 
Ùîá âñòàíîâèòè íåð³âí³ñòü äëÿ äîâ³ëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ , âèêîðèñ-

òàºìî äðóãó ðåçîëüâåíòíó òîòîæí³ñòü  

  1 1 1 1
10 10 10 10( ) ( ) ( ) ( )( )s E A s E J s E A J A s E J− − − −λ − = λ − − λ − − λ − , 

ç ÿêî¿ îòðèìóºìî òîòîæí³ñòü âèãëÿäó  

 1
10( ) ( )J s E Aα −− λ − =  

 
1

1 1
00 10 10|

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
V

E J s E A J A J J s E Jα − −α α − = − − λ − − − − λ −  , 

ó ÿê³é îïåðàòîð 
1|

( )
V

J −α−  ðîçãëÿäàºìî â àëãåáð³ 1( )V , à òîìó éîãî îáåðíåíèé 

( )J α−  º âèçíà÷åíèì íàä ï³äïðîñòîðîì 1V , òîáòî ìàº âèãëÿä 
1

1

|
( )

V
J

−−α − ∈   

1 1( ; )V Vα +∈  . Òåïåð çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 1 ç [2] ³ñíóþòü ñòàë³  

  
10

0 1 1

1
1

10 |( ) ( ; )
sup ( ) ( ) ( ) ( ) :

VVs V V
J s E A K A J C

α+

−α − −α
′α

λ∈Λ
 − λ − ≤ − =  

, 
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1 01 11 1

( ; )| |( ) ( )
( )( ) ( ) :V VV VV V
J A J J A J C−α −α

′′α− − ≤ − − = 
. 

Çâ³äñè âèïëèâàº ð³âíîì³ðíà îáìåæåí³ñòü ôóíêö³¿ ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ç 
ïîïåðåäíüî¿ òîòîæíîñò³: 

 
1 0

1
00 10 3| ( )

( ) ( ) ( )( ) 1 :
V V

E J s E A J A J C C Cα − −α
′ ′′α α− − λ − − − ≤ + =


. 

Ç ò³º¿ æ òîòîæíîñò³ òîä³ îäåðæóºìî íåð³âí³ñòü  

  1 1
10 3 100 0

( ) ( ) ( ) ( )J s E A y C J s E J yα − α −− λ − ≤ − λ −  

àáî  

 
1 1

10 3 10
A JE y C E y
s s

− −

α α

   λ − ≤ λ −   
   

 

äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà 0y V∈ . Îñòàòî÷íî ìàºìî  

 
00

1 1

10 10
1( ; )

: sup
yV V

A AE y E y
s s

α

− −

= α

   λ − = λ − ≤   
   

 

 

0

11
1 2

3 10 1 1
( ; )V V

C C C sJ C sC E y
s

α

α −α α− α

−α −α

′ ′′ ≤ λ − ≤ = 
  λ λ

 

äëÿ âñ³õ 0λ ∈ Λ  òà 0s > . Íåð³âí³ñòü (7) ïðè 0 1< α <  äîâåäåíî. Íàðåøò³, 

âèïàäîê 0α =  ðîçãëÿíóòî ó [2, òâåðäæåííÿ 2]. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ◊ 
Íàñë³äîê 3. Íåõàé 0 1< η < ϑ < . Ïðîñò³ð 1V +η  º ïðàâèëüíèì ïðîì³æ-

íèì äëÿ ïàðè 1;V Vϑ +ϑ{ } , òîáòî äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà 0ε >  ³ñíóº òàêà 

ñòàëà 0C > , ùî  

  1 )
11 1       y y C y y V+η−ϑ η−ϑ

+ϑ+η +ϑ ϑ≤ ε + ε ∀ ∈/( .  (10) 

Äëÿ ä î â å ä å í í ÿ  äîñèòü ó íåð³âíîñò³ (4) ïîêëàñòè 1β = , α =  

1= + η − ϑ , ( )x J yϑ= −  ³ âèêîðèñòàòè ï³âãðóïîâó âëàñòèâ³ñòü ñòåïåí³â îïå-

ðàòîðà. ◊ 
Íàñë³äîê 4. Îïåðàòîð ( )J−  º ïîçèòèâíèì ó ñåíñ³ îçíà÷åííÿ 1.14.1 ç 

[7]. Òîìó äðîáîâ³ ñòåïåí³ îïåðàòîð³â ( )J ϑ− , îçíà÷åí³ ôîðìóëîþ Êàòî (9), 

ïîðîäæóþòü ³íòåðïîëÿö³éíó øêàëó ïðîñòîð³â Vϑ , ÿêà ìàº âëàñòèâîñò³  

  0 1 1 2 1, ,      ,V V V V V Vϑ ϑ ϑ +ϑ= =[ ] [ ] , 

äå ÷åðåç [ , ]ϑ⋅ ⋅  ïîçíà÷åíî ïðîì³æíèé ïðîñò³ð â³äïîâ³äíî¿ ïàðè, ïîðîäæåíèé 

êîìïëåêñíèì ìåòîäîì ³íòåðïîëÿö³¿ Ë³îíñà – Êàëüäåðîíà [7, òåîðåìà 1.15.3]. 
 
 1. Êëåìåíò Ô., Õåéìàíñ Õ., Àíãåíåíò Ñ., âàí Äóéí Ê., äå Ïàõòåð Á. Îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêèå ïîëóãðóïïû. – Ìîñêâà: Ìèð, 1992. – 351 ñ. 
 2. Ëîïóøàíñüêèé À. Î. ×èñëåííÿ ñåêòîð³àëüíèõ îïåðàòîð³â ç â³ä’ºìíèì òèïîì 

³ àíàë³òè÷í³ ï³âãðóïè // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2006. – 49, ¹ 2. – 
C. 65–73. 

 3. Õåíðè Ä. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. – 
Ìîñêâà: Ìèð, 1985. – 376 ñ. 

 4. Calderon A. P. Intermediate spaces and interpolation // Studia Math. Ser. Spe-
cjalna. – 1963. – No. 1. – P. 31–34. 

 5. Calderon A. P. Intermediate spaces and interpolation, the complex method // Stu-
dia Math. – 1964. – 24. – P. 113–190. 

 6. Lions J.-L. Une construction d’espases d’interpolation // C. R. Acad. Sci. Paris. – 
1960. – 251. – P. 1853–1856. 

 7. Triebel H. Interpolation theory. Function spaces. Differential operators. – Berlin: 
Springer, 1995. – 664 p. 
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ИСЧИСЛЕНИЕ СЕКТОРИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ 
ТИПОМ И КОМПЛЕКСНЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ШКАЛЫ 
 
Îïèñàíû ñâîéñòâà ñòåïåííîé ïîëóãðóïïû â êëàññå ñåêòîðèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ 
îòðèöàòåëüíûì òèïîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ øêàëà îáëàñòåé 

îïðåäåëåíèÿ ( ) ,  0V D J ϑ
ϑ = − ϑ >( ) , äëÿ ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà J  ñîâïàäàåò ñ 

èíòåðïîëÿöèîííîé øêàëîé, ïîðîæäåííîé êîìïëåêñíûì ìåòîäîì Ëèîíñà – Êàëü-
äåðîíà.  
 
CALCULUS OF NEGATIVE TYPE SECTORIAL OPERATORS AND COMPLEX 
INTERPOLATION SCALES  
 
The properties of degree semi-group in a sectorial operators class with negative type is 
described. It is established that one-parameter scale of the domains of definition 

( ) ,  0V D J ϑ
ϑ = − ϑ >( ) , for a sectorial operator J  coincide with interpolation scale gene-

rated by complex method of Lions – Calderon.  
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