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ÓÄÊ 539.3 
 
О. Я. Григоренко1, Т. Л. Єфімова1, С. В. Пузирьов2 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ ВІЛЬНИХ КОЛИВАНЬ ПРЯМОКУТНИХ ОРТОТРОПНИХ 
ПЛАСТИН ЛІНІЙНО ЗМІННОЇ ТОВЩИНИ 
 

Äëÿ ðîçðàõóíêó âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü îðòîòðîïíèõ ïðÿìîêóò-
íèõ ïëàñòèí ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè ïðè ñêëàäíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ çà-
ñòîñîâóºòüñÿ ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàö³¿. Çàäà÷à ôîðìóëþºòüñÿ â ðàìêàõ ë³í³é-
íî¿ òåîð³¿ ìàëèõ êîëèâàíü. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòåð³àëè ç ð³çíèìè ïðóæíèìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè. Ðîçðàõóíêè ïðîâåäåíî äëÿ ð³çíèõ çàêîí³â ë³í³éíî¿ çì³íè 
òîâùèíè ³ äëÿ ð³çíèõ çà ðîçì³ðàìè â ïëàí³ ïëàñòèí. Âèêîíàíî àíàë³ç îòðè-
ìàíèõ äàíèõ òà çðîáëåíî ïîð³âíÿííÿ ç àíàëîã³÷íèìè äàíèìè äëÿ ïëàñòèí 
ñòàëî¿ òîâùèíè åêâ³âàëåíòíî¿ âàãè ïðè àíàëîã³÷íèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ. 

 
Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Ó áàãàòüîõ îáëàñòÿõ ñó÷àñíî¿ òåõí³êè øèðîêå 

çàñòîñóâàííÿ çíàõîäÿòü êîíñòðóêö³¿ ç îðòîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â, çîêðåìà, 
ïëàñòèíè ð³çíî¿ ôîðìè. Çíàííÿ äèíàì³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ êîíñòðóê-
òèâíèõ åëåìåíò³â äîïîìàãàº âèçíà÷èòè îïòèìàëüí³ óìîâè åêñïëóàòàö³¿ êîí-
ñòðóêö³¿ â ö³ëîìó. 

Öÿ ïóáë³êàö³ÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñë³äæåííþ â³ëüíèõ êîëèâàíü îðòîòðîïíèõ 
ïëàñòèí ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè ïðè ð³çíèõ òèïàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ó âè-
ïàäêó ïëàñòèí ñòàëî¿ òîâùèíè ïðè äåÿêèõ òèïàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ ìîæíà – 
çà àíàëîã³ºþ ç âèïàäêîì ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó – ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê çà-
äà÷³ â çàìêíóòîìó âèãëÿä³ [6, 9, 10]. Àëå âæå ïðè æîðñòêèõ óìîâàõ íà âñ³õ 
ñòîðîíàõ ïëàñòèíè çì³íí³ ó âèõ³äíèõ ð³âíÿííÿõ íå â³äîêðåìëþþòüñÿ ³ òîìó 
äîâîäèòüñÿ êîðèñòóâàòèñÿ ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çà-
äà÷. Çàäà÷à ïðî êîëèâàííÿ ïðóæíèõ ïëàñòèí ç³ çì³ííîþ òîâùèíîþ âèâ÷à-
ëàñü áàãàòüìà àâòîðàìè [1–5]. Àíàë³ç â³äì³÷åíèõ ïóáë³êàö³é äàº ìîæëèâ³ñòü 
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íåìà ºäèíî¿ òî÷êè çîðó â³äíîñíî çàñòîñóâàííÿ òîãî ÷è 
³íøîãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ âêàçàíîãî êëàñó çàäà÷. Îñòàíí³ì ÷àñîì ó 
çàäà÷àõ îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè òà ìåõàí³êè äëÿ ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ øè-
ðîêî çàñòîñîâóþòü ñèñòåìè îðòîãîíàëüíèõ ôóíêö³é [3], çîêðåìà ñèñòåìè 
ñïëàéí-ôóíêö³é, ÿê³ óòâîðþþòü áàçèñ ó ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³. Îñíîâí³ 
ïåðåâàãè îñòàíí³õ çóìîâëåí³ ñò³éê³ñòþ ñïëàéí³â ùîäî ëîêàëüíèõ çáóðåíü, 
á³ëüø çàäîâ³ëüíîþ çá³æí³ñòþ ñïëàéí³â ïîð³âíÿíî ³ç çàñòîñóâàííÿì ìíîãî-
÷ëåí³â ÿê ôóíêö³é àïðîêñèìàö³¿, à òàêîæ ïðîñòîòîþ ³ çðó÷í³ñòþ ïðè îá÷èñ-
ëåíí³ òà ðåàë³çàö³¿ ñïëàéí-ôóíêö³é íà ñó÷àñíèõ ïåðñîíàëüíèõ êîìï’þòåðàõ. 

Ìåòîþ ïðîïîíîâàíî¿ ðîáîòè º äîñë³äæåííÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü ïðóæíèõ 
îðòîòðîïíèõ ïëàñòèí ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó 
ñïëàéí-êîëîêàö³¿. 

1. Âèõ³äí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíó îðòîòðîïíó ïëàñ-
òèíó çì³ííî¿ òîâùèíè ( , )h x y  ó äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò (êîîðäèíàòíà 

ïëîùèíà xOy  ñï³âïàäàº ³ç ñåðåäèííîþ ïîâåðõíåþ ïëàñòèíè). 
Çàäà÷ó ïðî â³ëüí³ êîëèâàííÿ ôîðìóëþºìî â ðàìêàõ êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ 

Ê³ðõãîôà – Ëÿâà çà òàêèõ ïðèïóùåíü: 
– ïðè äåôîðìàö³¿ íîðìàë³ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ïëàñòèíè çàëèøà-

þòüñÿ ïðÿìèìè; 
– íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ íà ïëîùèíêàõ, ïàðàëåëüíèõ äî ñåðåäèííî¿ 

ïîâåðõí³, äîð³âíþþòü íóëåâ³. 
Çà òàêèõ ïðèïóùåíü ð³âíÿííÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿä³ 
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Ó ð³âíÿíí³ (1) ,x y  – ïðÿìîêóòí³ äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè (0 ,x a≤ ≤  

0 y b≤ ≤ ); t  – ÷àñ; w  – ïðîãèí ïëàñòèíêè; ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó. 

Äëÿ çãèíàëüíèõ ³ êðóòèëüíèõ ìîìåíò³â xM , yM , xyM  ñïðàâäæóþòüñÿ 

òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 
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ó ÿêèõ æîðñòê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè ïëàñòèíè ijD  çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè  
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12 1 2,  ,  G ν ν  – â³äïîâ³äíî ìîäóë³ ïðóæíîñò³, çñóâó òà êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà. 
Ç (1), ï³äñòàâèâøè äâà îñòàíí³ ð³âíÿííÿ ó ïåðøå ³ âðàõóâàâøè (2), 

îòðèìàºìî åêâ³âàëåíòíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ïðîãèíó w : 
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Íà ñòîðîíàõ 0,x x a= =  ³ 0,y y b= =  çàäàþòü ãðàíè÷í³ óìîâè, 

âèçíà÷åí³ ÷åðåç ïðîãèí. Íàïðèêëàä, ïðè consty =  çàäàþòü òàê³ ãðàíè÷í³ 
óìîâè 

– æîðñòêî çàêð³ïëåíèé êîíòóð: 

 
0, 0,

0,        0
y b y b

ww
y= =

∂= =∂ ; (4) 

– øàðí³ðíî îïåðòèé êîíòóð: 
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– îäèí êîíòóð øàðí³ðíî îïåðòèé, à äðóãèé – æîðñòêî çàêð³ïëåíèé: 
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Àíàëîã³÷í³ óìîâè ìîæóòü áóòè çàäàí³ ³ íà êîíòóðàõ constx = . 
2. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (3) áóäåìî øóêàòè ó âè-

ãëÿä³ 
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ùîá çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷í³ óìîâè ïðè consty =  çà äîïîìîãîþ ë³í³éíèõ 
êîìá³íàö³é Â-ñïëàéí³â 5-ãî ñòåïåíÿ [7]. 

Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ (3) â âèãëÿä³ 
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äå ( , )i ia a x y= , 1, 2, ,9i =  , 10 10 ( , , )a a x y= ω . 

Âðàõóâàâøè ïîäàííÿ (7) ó ð³âíÿíí³ (8), áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ð³âíÿííÿ 
çàäîâîëüíÿëîñÿ ó çàäàíèõ òî÷êàõ êîëîêàö³¿ 0,k bξ ∈ [ ] , 0, ,k N=  , çà ÿê³ 

áåðóòüñÿ êîðåí³ ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà äðóãîãî ïîðÿäêó íà â³äð³çêó 0, 1[ ] . 
ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ 

 ( )
0 1[ ( )],    , 0, , ,    0, , 4;    , , ,j

j i k Nk i N j w w w= ψ ξ = = =w   { } ;  

 0 1( , ), ( , ), , ( , ) ,     1, ,9r r r r Na x a x a x r= ξ ξ ξ =a  { } , 

 10 10 0 10 1 10( , , ), ( , , ), , ( , , )Na x a x a x= ξ ω ξ ω ξ ωa { } , 

à òàêîæ äëÿ ìàòðèö³ [ ],  , 0, ,ija i j N= =A  , òà âåêòîðà 0 1, , , Nc c c=c { }  

ïîçíà÷èòè ÷åðåç c A  ìàòðèöþ [ ]i ijc a , òî ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-

íèõ ð³âíÿíü íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó: 

 1 1
0 1 0 0 2 2 3 1 4 0

IV − −′′′ ′′= + + + +w a w a a a w        ( ) ( )  

 1 1
0 5 2 6 1 0 7 4 8 3
− −′+ + + + +a a a a   w     ( ) (  

 9 2 10 0+ +a a  w  ) . (9) 

Îòðèìàíó ñèñòåìó ìîæíà çâåñòè äî íîðìàëüíîãî âèãëÿäó 

 ( , ) ,             0d x x a
dx

= ω ≤ ≤Y A Y . (10) 

Ãðàíè÷í³ óìîâè (2)–(4) äëÿ ñèñòåìè (10) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 1 2(0) ,           ( )a= =B Y 0 B Y 0 . (11) 

Çàäà÷à íà âëàñí³ çíà÷åííÿ äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü (10) ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (11) ðîçâ’ÿçóâàëàñü ìåòîäîì äèñêðåòíî¿ 
îðòîãîíàë³çàö³¿ ðàçîì ç ìåòîäîì ïîêðîêîâîãî ïîøóêó [6, 9]. 

Çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíî¿ ìåòîäèêè äîñë³äæóâàëè ñïåêòð âëàñíèõ 
êîëèâàíü ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí ³ç âîëîêîííèõ ñêëîïëàñòèê³â ë³í³éíî çì³ííî¿ 
òîâùèíè ïðè ð³çíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà êðàÿõ ïëàñòèíè. Òîâùèíà ïëàñ-

òèí çì³íþâàëàñü çà çàêîíîì 2 1
1

h h
h x h

a
−

= + , äå 0 x a≤ ≤ , à 1h  ³ 2h  – â³ä-

ïîâ³äíî ïî÷àòêîâà òà ê³íöåâà òîâùèíà ïëàñòèíè. 
Ïðóæí³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àë³â – âîëîêîííèõ ñêëîïëàñòèê³â, ç ÿêèõ 

âèãîòîâëåí³ ïëàñòèíè, íàâåäåíî â òàáë. 1. 
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 Таблиця 1. Параметри пружності волоконних склопластиків 
Êîä ìàòåð³àëó, n  

 
 

1 2 3 

xE , 1010 Ïà 4.76 3.68 3.09 

yE , 1010 Ïà 2.07 2.68 2.74 

xyG , 1010 Ïà  0.531  0.505  0.396 

xyν   0.149  0.105  0.123 

yxν   0.065  0.077  0.110 

ρ , êã/ì3 1880 1870 1760 

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ïåðø³ ÷îòèðè âëàñí³ ôîðìè êâàäðàòíèõ ïëàñòèí 
( 0.18a = ì, 0.18b = ì) ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè ç 1 0.004h = ì, 2 0.006h = ì 
äëÿ âèïàäêó, êîëè êîíòóð ïëàñòèí æîðñòêî çàêð³ïëåíèé (òóò n  – êîä ìàòå-
ð³àëó ç òàáë. 1). 

    

    

    

    
 1n =  2n =  3n =  

  Рис. 1 
Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ãðàô³êè çà-

ëåæíîñò³ ÷àñòîò äëÿ êâàäðàòíèõ ïëàñ-
òèí ( 0.18a = ì, 0.18b = ì) ë³í³éíî çì³í-

íî¿ òîâùèíè (ç 1 0.002h = ì, 2 0.006h = ì) 
â³ä ïðóæíèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó 
ïðè æîðñòêîìó çàêð³ïëåíí³ âñüîãî êîí-
òóðó (ïóíêòèðîì ïîçíà÷åíî ÷àñòîòè 
ïëàñòèí ñòàëî¿ òîâùèíè åêâ³âàëåíòíî¿ 
âàãè ç 0 0.004h = ì). Àíàëîã³÷í³ ãðàô³êè 

ìîæíà ïîáóäóâàòè ³ äëÿ ³íøèõ òèï³â 
ãðàíè÷íèõ óìîâ, îêð³ì äåÿêèõ, ïðî ÿê³ 
áóäå ìîâà íèæ÷å.  
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Рис. 2 
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Ðîçðàõóíêè, ÿê³ áóëî ïðîâåäåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàö³¿ 
ïðè ð³çí³é ê³ëüêîñò³ òî÷îê êîëîêàö³¿, ïðàêòè÷íî ñï³âïàäàþòü ( 8,  10N N= = , 

12N = ). Òîìó äàí³ îá÷èñëåíü íàâåäåíî äëÿ 10N = . Ó òàáë. 2, 3 ³ 4 íàâåäåíî 
çíà÷åííÿ ïåðøèõ ÷îòèðüîõ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò äëÿ ïëàñòèí ë³í³éíî çì³ííî¿ 
òîâùèíè ç 1 0.004h = ì ³ 2 0.006h = ì (ó äóæêàõ ç 1 0.002h = ì ³ 2 0.006h = ì) 

ïðè ðîçì³ðàõ â ïëàí³ â³äïîâ³äíî: 0.18a = ì ³ 0.18b = ì; 0.12a = ì ³ b =  
0.18= ì; 0.09a = ì ³ 0.18b = ì. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ó òàáë. 5 íàâåäåíî âëàñí³ 

÷àñòîòè ïëàñòèí ñòàëî¿ òîâùèíè åêâ³âàëåíòíî¿ âàãè ç 0 0.005h = ì ( 0h =  

0.004= ì). Óñ³ ÷àñòîòè ðîçðàõîâóâàëèñÿ ïðè òàêèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ: 
æîðñòêå çàêð³ïëåííÿ ïî âñ³õ êðàÿõ ïëàñòèíè, æîðñòêå çàêð³ïëåííÿ ïî 
òðüîõ ñòîðîíàõ ³ øàðí³ðíå îïèðàííÿ ïî ÷åòâåðò³é ñòîðîí³, æîðñòêå çàêð³ï-
ëåííÿ äâîõ ïðîòèëåæíèõ ñòîð³í ³ øàðí³ðíå îïèðàííÿ äâîõ ³íøèõ ñòîð³í, 
æîðñòêå çàêð³ïëåííÿ äâîõ ñóì³æíèõ ñòîð³í ³ øàðí³ðíå îïèðàííÿ äâîõ ³í-
øèõ ñòîð³í. 
 

Таблиця 2. Власні частоти пластин лінійно змінної товщини 
з 1 0.004h = ì, 2 0.006h = ì ( 1 0.002h = ì, 2 0.006h = ì) 

і розмірами в плані 0.18a = ì, 0.18b = ì 

×àñòîòà if , Ãö 

    Êîä ìàòåð³àëó, n  
 

Íîìåð ÷àñòîòè, i 
1 2 3 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 1015.5  (807.8)   981.3   (775.5)  968.1  (762.8) 
2 1773.3 (1362.3) 1895.4 (1436.4) 1938.6 (1460.0) 
3  2351.4 (1838.3) 2122.9 (1659.4) 2031.6 (1588.1) 
4  2915.8 (2281.8) 2824.3 (2209.8) 2783.8 (2180.5) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1  937.7   (750.7) 876.6 (698.7)  852.0  (677.7) 
2 1548.9 (1201.1) 1624.7 (1245.6) 1650.8 (1259.1) 
3 2314.0 (1809.2) 2071.2 (1619.0) 1973.6 (1542.6) 
4 2730.1 (2035.6) 2630.9 (2054.5) 2571.3 (2009.4) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 888.0  (714.1) 809.4  (649.3) 777.3 (622.8) 
2 1361.6 (1064.9) 1394.5 (1080.4) 1404.2 (1083.5) 
3 2287.7 (1788.8) 2036.1 (1591.7) 1934.9 (1512.5) 
4 2402.5 (1811.5) 2476.5 (1932.1) 2401.2 (1874.1) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 721.8  (579.8)  702.9   (565.0) 694.0 (557.8) 
2 1446.7 (1144.5) 1558.1 (1216.6) 1595.9 (1238.1) 
3 1895.9 (1475.6) 1709.7 (1332.2) 1633.7 (1273.7) 
4 2428.1 (1910.3) 2358.2 (1865.5) 2323.7 (1843.2) 
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Таблиця 3. Власні частоти пластин лінійно змінної товщини з  
1 0.004h = ì, 2 0.006h = ì ( 1 0.002h = ì, 2 0.006h = ì)  

і розмірами в плані 0.12a = ì, 0.18b = ì 

×àñòîòà if , Ãö 

    Êîä ìàòåð³àëó, n  
 

Íîìåð ÷àñòîòè, i 
1 2 3 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 1947.8 (1568.1) 1769.4 (1420.1) 1699.1 (1362.9) 
2 2510.1 (1985.5) 2478.7 (1945.9) 2464.4 (1928.3) 
3 3663.8 (2831.5) 3870.9 (2955.6) 3943.0 (2994.1) 
4 5072.2 (3968.5) 4501.8 (3521.8) 4275.8 (3344.9) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

,
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 1905.7 (1537.2) 1710.7 (1377.9) 1632.9 (1314.4) 
2 2348.0 (1866.4) 2268.3 (1791.7) 2234.4 (1760.1) 
3 3349.3 (2604.0) 3489.2 (2683.9) 3536.2 (2707.1) 
4 5029.1 (3808.6) 4473.7 (3499.8) 4244.6 (3320.6) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 1877.8 (1516.6) 1672.9 (1350.0) 1590.8 (1283.4) 
2 2219.6 (1771.9) 2099.4 (1667.7) 2048.8 (1623.9) 
3 3072.0 (2402.2) 3148.1 (2438.6) 3170.8 (2445.9) 
4 4573.2 (3488.4) 4452.9 (3483.8) 4222.0 (3303.1) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 1337.4 (1067.0)  1224.9 (979.1) 1178.6 ( 942.6) 
2 1932.0 (1554.0) 1948.9 (1564.4) 1949.8 (1562.9) 
3 3102.7 (2461.3) 3325.0 (2606.6) 3399.5 (2649.5) 
4 4078.2 (3168.5) 3621.7 (2814.8) 3439.4 (2673.7) 

 
Таблиця 4. Власні частоти пластин лінійно змінної товщини з 

1 0.004h = ì, 2 0.006h = ì ( 1 0.002h = ì, 2 0.006h = ì)  
і розмірами в плані 0.09a = ì, 0.18b = ì 

×àñòîòà if , Ãö 

    Êîä ìàòåð³àëó, n  
 

Íîìåð ÷àñòîòè, i 
1 2 3 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 3324.8 (2685.1) 2966.2 (2393.0) 2824.4 (2277.7) 
2 3755.3 (3006.1) 3510.7 (2798.0) 3412.3 (2714.2) 
3 4703.0 (3708.7) 4694.2 (3672.0) 4684.7 (3651.8) 
4 6438.6 (4979.7) 6792.8 (5191.2) 6916.1 (5256.8) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂
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1 3298.0 (2665.4) 2929.1 (2365.8) 2782.8 (2247.1) 
2 3641.6 (2922.5) 3357.8 (2685.6) 3242.6 (2589. 5) 
3 4449.9 (3522.8) 4371.5 (3436.0) 4334.5 (3396.4) 
4 5928.8 (4611.1) 6170.7 (4748.5) 6251.6 (4788.0) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 3279.2 (2651.5) 2904.0 (2347.3) 2755.1 (2226.7) 
2 3552.5 (2856.8) 3238.0 (2597.4) 3109.7 (2491.7) 
3 4233. 0 (3363.3) 4091.8 (3230.9) 4029.4 (3173.1) 
4 5529.2 (4320.0) 5680.9 (4396.0) 5727.5 (4413.3) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 2243. 9 (1783.0) 2012.7 (1601.4) 1919.2 (1527.6) 
2 2736.0 (2196.5) 2613.7 (2101.2) 2558.9 (2057.3) 
3 3774.3 (3033.0) 3865.7 (3094.7) 3888.8 (3106.5) 
4 5486.8 (4353.8) 5875.5 (4608.2) 5998.7 (4659.1) 

 
Таблиця 5. Власні частоти пластин сталої товщини з 0 0 005h .= ì 

( 0 0 004h .= ì) і розмірами в плані 0.18a = ì, 0.18b = ì 

×àñòîòà if , Ãö 

    Êîä ìàòåð³àëó, n  
 

Íîìåð ÷àñòîòè, i 
1 2 3 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1 1016.5   (813.2)  983.5  (786.8)  970.8  (776.6) 
2 1786.5 (1429.2) 1914.4 (1531.6) 1960.5 (1568.4) 
3 2361.1 (1888.9) 2131.7 (1705.3) 2040.0 (1632.0) 
4 2928.0 (2342.4) 2834.9 (2267.9) 2793.3 (2234.7) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 0
y b

w
y =

∂ =
∂

 

1  937.4  (749.9)      877.1 (701.6) 852.8   (682.2) 
2 1557.9 (1246.3) 1637.5 (1310.0) 1665.3 (1332.2) 
3 2323.5 (1858.8) 2079.8 (1663.8) 1981.8 (1585.4) 
4 2766.5 (2213.2) 2642.0 (2113.6) 2581.6 (2065.3) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 0
x a

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1  887.0  (709.6)  808.8  (647.1)  776.9  (621.5) 
2 1367.3 (1093.8) 1402.7 (1122.2) 1413.6 (1130.8) 
3 2297.1 (1837.7) 2044.6 (1635.7) 1942.9 (1554.3) 
4 2428.9 (1943.2) 2487.6 (1990.1) 2411.7 (1929.4) 

0, ;
0,

0x a
y b

w =
=

= , 
0

0
x

w
x =

∂ =
∂

, 
2

2
0

x a

w
x =

∂ =
∂

, 
0

0
y

w
y =

∂ =
∂

, 
2

2
0

y b

w
y =

∂ =
∂

 

1  730.9  (584.7)  707.6  (566.1) 697.3  (557.8) 
2 1436.3 (1149.1) 1547.4 (1237.9) 1585.8 (1268.7) 
3 1921.9 (1537.5) 1731.5 (1385.2) 1654.1 (1323.3) 
4 2440.6(1952.5) 2363.8 (1891.0) 2326.5 (1861.2) 
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Рис. 3 

Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî ãðàô³êè çàëåæíîñòåé âëàñíèõ ÷àñòîò , 1, , 4if i =  , 
æîðñòêî çàêð³ïëåíèõ ïî êîíòóðó ïëàñòèí â³ä ¿õí³õ ðîçì³ð³â ó ïëàí³ b a/ . 

3. Âèñíîâêè. 
• Ç àíàë³çó äàíèõ òàáë. 2–4 âèïëèâàº, ùî ïðè îäíî÷àñíîìó ñïàäàíí³ 

xE , xyν , xyG  ³ çðîñòàíí³ yE , yxν  ìàéæå âñ³ âëàñí³ ÷àñòîòè ïëàñòèí çìåí-

øóþòüñÿ ïðè çìåíøåíí³ æîðñòêîñò³ çàêð³ïëåííÿ êîíòóð³â. 
Àëå äëÿ êâàäðàòíèõ ïëàñòèí (òàáë. 2) äðóãà âëàñíà ÷àñòîòà ïðè òàê³é 

çì³í³ ïðóæíèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó çðîñòàº ïðè çìåíøåíí³ æîðñòêîñò³ 
çàêð³ïëåííÿ. Äëÿ ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí ñïîñòåð³ãàºòüñÿ àíàëîã³÷íå çðîñòàí-
íÿ, àëå âæå òðåòüî¿ (òàáë. 3) ³ ÷åòâåðòî¿ (òàáë. 4) âëàñíî¿ ÷àñòîòè. Öåé 
åôåêò ìàº ì³ñöå ïðè âñ³õ ðîçãëÿíóòèõ ó ðîáîò³ òèïàõ ãðàíè÷íèõ óìîâ; äëÿ 
ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí ïðè øàðí³ðíîìó îïèðàíí³ äâîõ ñóì³æíèõ ñòîð³í ³ 
æîðñòêîìó çàêð³ïëåíí³ äâîõ ³íøèõ ñòîð³í ïëàñòèí ïîðÿä ³ç çíà÷íèì çðîñ-
òàííÿì òðåòüî¿ ( 1.5b a =/ ) ³ ÷åòâåðòî¿ ( 3b a =/ ) âëàñíî¿ ÷àñòîòè ñïîñòåð³ãà-
ºòüñÿ íåçíà÷íå çðîñòàííÿ â³äïîâ³äíî äðóãî¿ òà òðåòüî¿ ÷àñòîòè. Îäíàê ïðè 
çìåíøåíí³ æîðñòêîñò³ çàêð³ïëåííÿ êîíòóð³â ïëàñòèí âñ³ âëàñí³ ÷àñòîòè 
çìåíøóþòüñÿ (äèâ. ðèñ. 2).  

• Ïëàñòèíàì ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè ç äàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ìàòåð³à-
ëó ³ äàíèìè ðîçì³ðàìè â ïëàí³ ïðè 1 0.004h = ì ³ 2 0.006h = ì ( 1 0.002h = ì ³ 

2 0.006h = ì) åêâ³âàëåíòí³ çà ìàñîþ ïëàñòèíè ñòàëî¿ òîâùèíè ç 0 0.005h = ì 

( 0 0.004h = ì). Ç àíàë³çó äàíèõ òàáë. 2 ³ 5 âèïëèâàº, ùî âëàñí³ ÷àñòîòè ïëàñ-
òèí ñòàëî¿ òîâùèíè ìîæóòü áóòè ÿê á³ëüøèìè, òàê ³ ìåíøèìè â³ä â³äïîâ³ä-
íèõ ÷àñòîò ïëàñòèí ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè åêâ³âàëåíòíî¿ ìàñè. Éìîâ³ðíî, 
öå çàëåæèòü â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ ïàðàìåòð³â îðòîòðîï³¿ ³ âèçíà÷àºòüñÿ òà-
êîæ æîðñòê³ñòþ çàêð³ïëåííÿ. Ì³æ ïåðøèìè âëàñíèìè ÷àñòîòàìè ïëàñòèí 
ñòàëî¿ é ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè åêâ³âàëåíòíî¿ ìàñè ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íå-
çíà÷íà ð³çíèöÿ, ÿêà çá³ëüøóºòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì âåëè÷èíè 2 1h h/ . Âèù³ æ 
÷àñòîòè ïëàñòèí ë³í³éíî çì³ííî¿ òîâùèíè çäåá³ëüøîãî ìåíø³ â³ä â³äïîâ³äíèõ 
÷àñòîò ïëàñòèí ñòàëî¿ òîâùèíè, õî÷à äðóãà âëàñíà ÷àñòîòà êâàäðàòíèõ 
ïëàñòèí çðîñòàº ÿê ïðè ñòàë³é, òàê ³ ïðè çì³íí³é òîâùèí³ ïëàñòèíè ïðè 
îïèñàí³é âèùå çì³í³ ïàðàìåòð³â îðòîòðîï³¿. 

• Íà ðèñ. 1 ìîæíà â³äì³òèòè çì³ùåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àìïë³òóä ÿê ó íà-
ïðÿì³ çìåíøåííÿ òîâùèíè, òàê ³ â íàïðÿì³ ç ìåíøèì ìîäóëåì Þíãà, ùî º 
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ïðèðîäíèì íàñë³äêîì çá³ëüøåííÿ ³íòåíñèâíîñò³ ïðîöåñó õâèëåóòâîðåííÿ 
ïðè çìåíøåíí³ æîðñòêîñò³ êîíñòðóêö³¿ â äàíîìó íàïðÿì³. 

• Ç àíàë³çó ðèñ. 3 âèïëèâàº, ùî ïðè çìåíøåíí³ îäí³º¿ ³ç ñòîð³í ïëàñòè-
íè øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ âåëè÷èíè ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè âèçíà÷àºòüñÿ íå ëè-
øå ñï³ââ³äíîøåííÿì ñòîð³í ó ïëàí³, àëå é õàðàêòåðîì àí³çîòðîï³¿ ïëàñòèíè. 

• Îòæå, ï³äáèðàþ÷è â³äïîâ³äíèì ÷èíîì ïàðàìåòðè çì³íè òîâùèíè ïëàñ-
òèíè, ñï³ââ³äíîøåííÿ ñòîð³í ³ ïàðàìåòðè îðòîòðîï³¿, ìîæíà êåðóâàòè ¿¿ 
âëàñíèì ñïåêòðîì òà ³íòåíñèâí³ñòþ õâèëåóòâîðåííÿ ó áàæàíîìó äëÿ êîí-
ñòðóêö³¿ íàïðÿìêó. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОРТОТРОПНЫХ 
ПЛАСТИН ЛИНЕЙНО ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ 
 
Äëÿ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïëàñòèí ëèíåéíî-ïåðåìåííîé òîëùèíû ïðè ñëîæíûõ ïðåäåëüíûõ óñëîâèÿõ 
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñïëàéí-êîëîêàöèè. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé 
òåîðèè ìàëûõ êîëåáàíèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåðèàëû ñ ðàçíûìè óïðóãèìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ðàçíûõ çàêîíîâ ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ 
òîëùèíû è äëÿ ðàçíûõ ïî ðàçìåðàì â ïëàíå ïëàñòèí. Ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó÷åí-
íûõ äàííûõ è ñäåëàíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè äëÿ ïëàñòèí ïîñòîÿí-
íîé òîëùèíû ýêâèâàëåíòíîãî âåñà ïðè àíàëîãè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. 
 
STUDY OF NATURAL VIBRATIONS OF RECTANGULAR ORTHOTROPIC 
PLATES OF LINEARLY VARIABLE THICKNESS 
 
For calculation of eigen frequencies and eigen forms of vibrations of orthotropic 
rectangular plates of linearly variable thickness under complex boundary conditions the 
method of spline-collocation is used. The problem is formulated within the framework 
of linear theory of small vibrations. The materials with different elastic properties are 
considered. Calculations are made for different laws of linear change of thickness and 
for different sizes (in the plan) of plates. The obtained data analysis is conducted and 
comparison is made with the same information for the plates of constant thickness and 
equivalent weight under the similar boundary conditions. 
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