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О. С. Богданова 
 
О ПРЕДЕЛЬНОМ СОСТОЯНИИ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ 
С ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ КОЛЛИНЕАРНЫХ ТРЕЩИН ПРИ 
ДВУХОСНОМ НАГРУЖЕНИИ 
 

Íà îñíîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííîé δc -ìîäåëè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðåäåëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû, ìàòåðèàë êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò 
óñëîâèþ ïðî÷íîñòè îáùåãî âèäà, îñëàáëåííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé êîëëè-
íåàðíûõ òðåùèí, â óñëîâèÿõ äâóõîñíîãî íàãðóæåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìï-
ëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ Êîëîñîâà – Ìóñõåëèøâèëè  ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è â 
îáùåì âèäå è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â çîíàõ ïðåä-
ðàçðóøåíèÿ. Ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ ðàçìåðà çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ ÷åðåç âíåø-
íþþ íàãðóçêó è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è. Èçó÷åíî âëèÿíèå äâóõîñ-
íîñòè íàãðóæåíèÿ íà ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ âîçëå âåð-
øèí òðåùèí è ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû. 

 
Ââåäåíèå. Êàê èçâåñòíî, â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ñóùåñòâóþò êëàññû 

çàäà÷, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ. 
Îäíîé èç òàêèõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âíåøíåé íàãðóç-
êè, äåéñòâóþùåé âäîëü ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí, íà ïðîöåññ ðàç-
ðóøåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî  óêàçàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âíåøíåé íàãðóç-
êè íå âõîäèò â âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé 

,  IK J -èíòåãðàëà è ðàñêðûòèÿ â âåðøèíå òðåùèíû, îïðåäåëÿåìûå äëÿ òðå-
ùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ìîäåëåé è, ñëåäîâàòåëü-
íî, õàðàêòåðèñòèêè ðàçðóøåíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïî ýòèì êëàññè÷åñêèì ìîäå-
ëÿì, íå çàâèñÿò îò äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ [1, 12, 13]. 

Ïðè èññëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî íåêëàññè÷åñ-
êèõ ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ó÷åñòü âëèÿíèå íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ ïà-
ðàëëåëüíî òðåùèíå, íà õàðàêòåðèñòèêè ðàçðóøåíèÿ. 
 1. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ î ñæàòèè òåë ñ òðåùèíàìè óñèëèÿìè, íà-
ïðàâëåííûìè âäîëü ïëîñêîñòåé òðåùèí, À. Í. Ãóçåì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ 
ðàçðóøåíèÿ ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ìàòåðèàëà â ëî-
êàëüíîé îáëàñòè âáëèçè òðåùèíû [1]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ðàìêàõ òàêîé 
ïîñòàíîâêè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì íàãðóæåíèÿ è ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí ñî-
äåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [1, 15]. 
 2. Â ðàáîòàõ [13, 14, 16, 17] ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà áîëåå 
ïîëíîì ó÷åòå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ó êðàÿ òðåùèíû íîðìàëüíîãî 
îòðûâà, à íå òîëüêî åãî ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè. Ýòîò ïîäõîä ïðåäóñìàòðèâàåò 
ââåäåíèå âòîðîãî, äîïîëíèòåëüíî ê IK  èëè IJ , ïàðàìåòðà T , ÿâëÿþùåãîñÿ 
íåñèíãóëÿðíûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû 
òðåùèíû. Òàêîé ïîäõîä ïîëó÷èë íàçâàíèå IK T− -òåîðèè.  

 3. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû äëÿ 
òîíêèõ ïëàñòèí, íà îñíîâå îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé δc -ìîäåëè [7, 9]. Â ïðåä-
ëàãàåìîé ìîäåëè ìàòåðèàë âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû ìîäåëèðóåòñÿ â âèäå 
òîíêîé ïîëîñû èäåàëüíî ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Â ðàáîòå [3] â ðàìêàõ 
òàêîãî ïîäõîäà èññëåäîâàíà çàäà÷à î ðàçðóøåíèè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ 
îäèíî÷íîé òðåùèíîé ïðè äâóõîñíîì íàãðóæåíèè. 

Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííîé δc -ìîäåëè òðåùèíû, 
ïðåäëîæåííîé â [5], ðåøåíà çàäà÷à î ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè îðòîòðîïíîé 
ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé êîëëèíåàðíûõ òðåùèí, ïðè 
äâóõîñíîì íàãðóæåíèè. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì âèäå: âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ Êîëîñîâà – Ìóñõåëèøâèëè, íàïðÿæåíèÿ 
â çîíàõ ïðåäðàçðóøåíèÿ è ðàñêðûòèå â âåðøèíàõ òðåùèí. Èññëåäîâàíî 
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âëèÿíèå äâóõîñíîñòè íàãðóæåíèÿ íà ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ çîí ïðåäðàçðó-
øåíèÿ âáëèçè âåðøèí òðåùèí è ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû. ×èñëåí-
íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ìàòåðèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 
ïðî÷íîñòè Ìèçåñà – Õèëëà. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ òîíêóþ îðòîòðîïíóþ 
ïëàñòèíó, îñëàáëåííóþ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé òðåùèí (ðàçðåçîâ) äëèíû 
2 , ðàñïîëîæåííûõ âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè Ox , ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ 

2 ,  0nx nD y= ± = . Îñè îðòîòðîïèè ìàòåðèàëà ïàðàëëåëüíû îñÿì Ox  è Oy . 

Áåðåãà ðàçðåçîâ ñâîáîäíû îò íàãðóçêè, à íà áåñêîíå÷íîñòè ïëàñòèíà ïîä-
âåðãàåòñÿ äåéñòâèþ îäíîðîäíîãî äâóõîñíîãî íàãðóæåíèÿ  

 0,      ,     0y x xyp qσ = > σ = τ =  ïðè z → ∞  ( z x iy= + ). 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàë ïëàñòèíû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðî÷-
íîñòè îáùåãî âèäà 

 1 2( , , ) 0iF Cσ σ = , (1) 

ãäå iC  – ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî; 1 2,σ σ  – 
ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ. Äàëåå â ðàáîòå íå íàêëàäûâàþòñÿ êàêèå-ëèáî îãðàíè-
÷åíèÿ íà âèä ïîâåðõíîñòè (1). Íàäî çàìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî øèðîêîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå äëÿ îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷èëè êðèòåðèè ïðî÷íîñòè 
Ìèçåñà – Õèëëà è åãî ðàçíîâèäíîñòè [6], ïîýòîìó ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû 
ïîëó÷åíû íà ïðèìåðå óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè Ìèçåñà – Õèëëà  
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ãäå 0 0,x yσ σ  – ïðåäåëû ïðî÷íîñòè â íàïðàâëåíèÿõ ,x y  ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïðè ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü 0 0 0.8x yσ σ =/ . 

Ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê íà ïðîäîëæåíèè òðåùèí âîçíèêàþò 
çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ â êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (1). 
Çàìåíèì  ýòè çîíû äîïîëíèòåëüíûìè ðàçðåçàìè äëèíû d , ê áåðåãàì êîòî-

ðûõ ïðèëîæåíû íàïðÿæåíèÿ 0 0,x yσ σ . Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè çàäà÷è íàïðàâ-

ëåíèÿ ,x y  ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèÿ 0 0,x yσ σ  óäîâ-

ëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïðî÷íîñòè (1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ 
êðàåâóþ çàäà÷ó: 

 0

0,     ,               0,

, ,     0,
n

y
y n

x x y

x x d y

− < =
σ =  σ ≤ − ≤ = + = L


 

  

 0 0, , 0,       ,     0x y i nF C x x yσ σ = ≤ − ≤ =L( ) , 

 0,                  ,         0xy x yτ = − ∞ < < ∞ = , 

 ,      ,      0,        x y xyq p x iyσ = σ = τ = + → ∞ , 

 0,           ,       0nv x x y= − ≥ =L . (3) 

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ.  Äëÿ ðå-
øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì êîìïëåêñíûõ ïîòåíöè-
àëîâ Êîëîñîâà – Ìóñõåëèøâèëè. Êàê èçâåñòíî [11], íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå àíèçîòðîïíîãî òåëà ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì 
ñîñòîÿíèè õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè 1 1( )zω , 2 2( )zω  

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ 1 1z x S y= + , 2 2z x S y= + , ãäå 1 2 1 2, , ,S S S S  – 
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 
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 4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0a S a S a a S a S a− + + − + = , (4) 

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó óðàâíåíèþ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè 
àíèçîòðîïíîé ñðåäû 

 
4 4 4 4 4

11 16 12 66 26 224 3 2 2 3 4
2 (2 ) 2 0U U U U Ua a a a a a

y x y x y x y x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

ãäå ija  – óïðóãèå ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà 

 
6

1

,       1, ,6i ij ij
j

a i
=

ε = σ =∑  , 

( , )U x y  – ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé. 

 Äëÿ îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ 26 16 0a a= = . Êðîìå òîãî, äëÿ áîëüøèí-
ñòâà îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, îñè ñèììåòðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ êîòîðûõ ñî-
âïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò, èìååò ìåñòî [8] 

 1 1 2 2 1 2,        ,            ,S i S i= β = β β β ∈  . (5) 

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5). 
Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ÷åðåç 

êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû 1 1( )zω , 2 2( )zω  ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿ-
íèè èìåþò âèä [8] 

 2 2
1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )x S z S zσ = ω + ω[ ] , 

 1 1 2 22Re ( ) ( )y z zσ = ω + ω[ ] , 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )xy S z S zτ = − ω + ω[ ] , (6) 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )u p z p z= Φ + Φ[ ] , 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )v q z q z= Φ + Φ[ ] , (7) 

ãäå  
( )

( )i i
i i

i

d z
z

dz
Φ

= ω , 2
11 12i ip a S a= + , 

2
12 22 ,   1, 2i

i
i

a S a
q i

S
+

= = . 

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ [10] 

 sin
2

z
w

D
π

=  (8) 

ïåðåéäåì îò ïëîñêîñòè z x iy= +  íà ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïëîñêîñòü w x iy= +  , 
ãäå 

 sin ch ,         cos sh
2 2 2 2

y yx xx y
D D D D

π ππ π= ⋅ = ⋅  . 

Ïðè ýòîì âíåøíîñòü ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ðàçðåçîâ ïëîñêîñòè z  ïå-
ðåéäåò íà áåñêîíå÷íîëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ñ îäíèì ðàçðåçîì 

sin ; sin
2 2D D
π π − 

 
L L . 

Èñïîëüçóÿ îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷åííîå â [4] äëÿ 
ñëó÷àÿ àíèçîòðîïíîé ïëîñêîñòè, îñëàáëåííîé ïðÿìîëèíåéíûìè ðàçðåçà-
ìè, íàõîäèì ïîòåíöèàëû 1 1( )wω , 2 2( )wω  äëÿ ïëîñêîñòè ñ îäíèì ðàçðåçîì 

,−L L[ ] : 

 2 1
1 1

2 1 1 1

( ) ( )1( )
2 ( )

L

L

S X t P t
w dt

S S iX w t w
−

ω = +− π − ∫  

 2 1 1 2 1 2
1

1 ( ) ( )
( )

S P w P w S M M
X w

′ ′′+ − + − 


[ ] , 
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 1 1
2 2

1 2 2 2

( ) ( )1( )
2 ( )

L

L

S X t P t
w dt

S S iX w t w
−

ω = +− π − ∫  

 1 2 2 1 1 2
2

1 ( ) ( )
( )

S P w P w S M M
X w

′ ′′+ − + − 


[ ] , (9) 

ãäå  2 2( )X z z= − L ,  0 1( )P z C z C′ ′ ′= + ,  0 1( )P z C z C′′ ′′ ′′= + , 

 0 0 1 1/2,       0C p C C C′ ′′ ′ ′′= = = = ,  

 1 2
1 2

1 2
0,          

2( )
p q

M M i
β β −

= =
β + β

. 

Âû÷èñëèâ â (9) íåîáõîäèìûå èíòåãðàëû, ñ ó÷åòîì (6), (7) è (8) íàõîäèì  
ðåøåíèå èñêîìîé çàäà÷è (3) â âèäå 

 2 2
1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )x S w S wσ = ω + ω[ ] , 

 1 1 2 22Re ( ) ( )y w wσ = ω + ω[ ] , 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )xy S w S wτ = − ω + ω[ ] , (10) 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )u p w p w= Φ + Φ[ ] , 

 1 1 1 2 2 22Re ( ) ( )v q w q w= Φ + Φ[ ] , (11) 
ãäå 

 
0

2 1 2 1
1 1 2 2 2 22 1

1 1

1( ) arccos
2

yw pw
w i i

w w

β σ βω = − +β − β  π − −LL L


 
  

 
0 2 2 2 2 2
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2 2 2 2 2
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2

y w w
i w w
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L L L

L L L

   

   
 

 

( )( )

( )( )
 

 
0

2 1
2

1
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2

y w
M

i w

β σ + + − π − 






, 

 
0

1 2 1 2
2 2 2 2 2 21 2

2 2

1( ) arccos
2

yw pw
w i i

w w

β σ βω = − +β − β  π − −LL L


 
  

 
0 2 2 2 2 2

1 2 2

2 2 2 2 2
2 2

ln
2

y w l w
i w l w

β σ − + − −
+ +

π + + − −

L L L

L L L

  

  




( )( )

( )( )
 

 
0

1 2
2

2

ln
2

y w
M

i w

β σ + + − π − 






,  (12) 

 1 1 2 2,        w x iS y w x iS y= + = +    , 

 1 2
2

1 2
sin ,        sin ,       

2 2 2( )
p q

M
D D

β β −π π= = =
β + β

LL  . 

Îïðåäåëåíèå ðàçìåðà çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî, ïîñêîëüêó 
íàïðÿæåíèÿ ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû 1 1( )wω  è 

2 2( )wω , íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè íàïðÿæåíèé âî âñåé ïëîñ-

êîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè , 0x y= =L   (÷òî ýêâèâàëåíòíî nx x− = L , 

0y = ), ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå 
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0

arccos
2 y

pl
L

π
=

σ


 , 

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: 

 
0

sin
2 cos

2sin
2

y

pD

D

π
π=

π σL


. (13) 

Ñîîòíîøåíèå (13) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàçìåð çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ â 

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ ( 0, yp σ ) è ãåîìåòðèè çàäà÷è ( , )D . 

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (13) â áåçðàçìåðíîì âèäå 

 
0

0
0

sin
22 arcsin 1

cos
2

y

y y

Dd D
p

π     = − π σ π   σ σ 


  /

/

, (14) 

ãäå 0yσ  – ïðåäåë ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ïðè ðàñòÿæåíèè â íàïðàâëåíèè y . 

Ïîñêîëüêó sin ~x x  ïðè 0x → , òî ïðè D → ∞  èìååì 

 sin ,         sin
2 2 2 2D D D D
π π π πL L   , 

è èç (13) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëèíû çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ äëÿ îäèíî÷íîé 
òðåùèíû â áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå [5] 

 
0

cos
2 y

pπ=
σL

 . (15) 

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ðàçìåðà çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ d /  

îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè D /  ïðè 0 0.1yp σ =/  (ðèñ. 1à), 0yp σ =/  

0.5=  (ðèñ. 1á), 0 0.9yp σ =/  (ðèñ. 1â). Êðèâûå 1–6 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì 

  0 0.0, 0.3, 0.6,  0.3,  0.6,  0.8yq σ = − −/ .  

0.02

0.04

0.06

0 2 4 6 8

d/

D/

 

2 1 

5 

3 

6 

a) 0 0.1yp σ =/

 
0.2

0.4

0.6

0.8

2 4 6 8

d/

D/

 

1 4 

5 

2 

6 

á) 0 0.5yp σ =/

 
1

2

3

4

4 6 8

d/

D/

 

4 5 
1 

2 

6 

â) 0 0.9yp σ =/

 
Рис. 1 

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ðàç-
ìåðà çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ d /  îò íàãðóçêè 

0yq σ/ , äåéñòâóþùåé âäîëü ëèíèè ðàñïîëî-

æåíèÿ òðåùèí, ïðè 0 0.4yp σ =/ . Êðèâûå 1–3 

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì   2.0, 3.0, 10.0D =/ . 
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò 

ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Âî-ïåðâûõ, ïðè 
óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè 
óìåíüøàåòñÿ èõ âçàèìíîå âëèÿíèå, ïðè÷åì, 
÷åì âûøå óðîâåíü âíåøíåé íàãðóçêè, òåì 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

d/

q/σ0y
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0 0.4yp σ =/

2D =/

 
Рис. 2 
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äîëüøå ñêàçûâàåòñÿ íàëè÷èå ñîñåäíèõ òðåùèí íà ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ 
çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ. Âî-âòîðûõ, íàëè÷èå êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè, 
äåéñòâóþùåé âäîëü ëèíèè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí, îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå 
âëèÿíèå íà ðàçìåð ýòèõ çîí. 

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè äëèíîé ïëàñòè÷åñêîé çîíû 
çíà÷åíèÿ D −   ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå ïëàñòè÷åñêèõ çîí äâóõ ñîñåäíèõ 
òðåùèí, ò. å. óñëîâèå 

 d D= −   (16) 
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç óñëîâèé ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé 
ñèñòåìîé êîëëèíåàðíûõ òðåùèí. Ñ ó÷åòîì (14) ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä 

 

0
2 arcsin cos

2 y

D
p

π=
π   

   
   σ


. (17) 

Ñîîòíîøåíèå (17) îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òðåùèíàìè, ïðè êîòîðîì 
ïðè äàííîé íàãðóçêå ïðîèçîéäåò ñëèÿíèå çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ äâóõ ñîñåä-
íèõ òðåùèí.  

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû êðèâûå, îïðåäåëåííûå íà îñíîâàíèè óñëîâèÿ (17), 
äëÿ 1.5,  5.0, 10D =/  (êðèâûå 1–3). 
Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çíà-
÷åíèÿì 0.3β = , ïóíêòèðíûå – 0.9β = .  
Êðèâàÿ 4 ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé ïðî÷-
íîñòè ïëàñòèíû áåç òðåùèí (1). Î÷å-
âèäíî, ÷òî êîìïîíåíòà íàãðóçêè, äåé-
ñòâóþùàÿ âäîëü ëèíèè ðàñïîëîæåíèÿ 
òðåùèí, îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëè-
ÿíèå íà ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó, ïðè 
êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå çîí 
ïðåäðàçðóøåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ îä-
íîîñíûì ðàñòÿæåíèåì. 

Íàïðÿæåíèÿ â çîíàõ ïðåäðàçðóøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé 

â çîíàõ ïðåäðàçðóøåíèÿ 0 0,x yσ σ  âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì íàïðÿæåíèé 

÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû (10). Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ 

1 1( )wω  è 2 2( )wω  (12) â ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (10), âûðàçèì íàïðÿæåíèå 
0
xσ  ÷åðåç íàïðÿæåíèå 0

yσ . Ïîñêîëüêó 

 
0

2
1 1 20

2 1

1Re ( )
2

y

y
w M

=

β σ ω = − β − β  
, 

 
0

1
2 2 20

1 2

1Re ( )
2

y

y
w M

=

β σ ω = − β − β  
, 

ñ ó÷åòîì (13) ïîëó÷àåì 

 0 0 0
1 2 1 2 2 1 22( )x y yM p qσ = β β σ − β + β = β β σ − +( ) . (18) 

Ñîîòíîøåíèå (18) â ñîâîêóïíîñòè  ñ óñëîâèåì ïðî÷íîñòè (1) îáðàçóþò 
çàìêíóòóþ ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæå-

íèé â çîíàõ ïðåäðàçðóøåíèÿ 0 0,x yσ σ . Î÷åâèäíî, ÷òî 0 0,x yσ σ  íå çàâèñÿò îò 

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, à îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âíåøíåé íà-
ãðóçêîé è óñëîâèåì ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà.  

Ðàñêðûòèå â âåðøèíàõ òðåùèí. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñêðûòèÿ â âåðøè-
íàõ òðåùèí âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì ïåðåìåùåíèé ÷åðåç êîìïëåêñíûå 
ïîòåíöèàëû (11).  Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöè-
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Рис. 3 
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àëîâ 1 1( )wω  è 2 2( )wω  (12) ïî 1w  è 2w  ñîîòâåòñòâåííî, ñ ó÷åòîì (13) íàõî-

äèì âûðàæåíèÿ äëÿ 1 1( )wΦ  è 2 2( )wΦ : 

 
0 2 2 2 2 2

2 1 1
1 1 1 2 2 2 2 21 2

1 1

1( ) ln
2

y w w
w w

i w w

 β σ  − + − −Φ = + β − β π + + − −

L L L

L L L

   

   
 

 

( )( )

( )( )
 

 
2 2 2 2

11
1 2 12 2

1 1

ln 2 ln
w Lw

w M w
w w

− + −+ + − − 
− −  

L  


 



 

, 

 
0 2 2 2 2 2

1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 1

2 2

1( ) ln
2

y w w
w w

i w w

 β σ  − + − −Φ = + β − β π + + − −

L L L

L L L

   

   
 

 

( )( )

( )( )
 

 
2 2 2 2

22
2 2 22 2

2 2

ln 2 ln
ww

w M w
w w

− + −+ + − − 
− −  

L L  


 



 

.  (19) 

Ïîäñòàâëÿÿ (19) â (11), íàõîäèì ïåðåìåùåíèå áåðåãîâ òðåùèíû ( 0y = ): 

 

2 2 2 2 2
0

1 2 2 1

2 2 2 2 22 1

( )
( ) ln

( )
( )

y
x x xq q

v x x
x x x

  − + − − + σ β − β   = −π β − β   + + − − −   

L L L

L L L

      
 

      

  

  

( )( )( )

( )( )
 

 
2 2 2 2

2 2
2 ln x

x

− + −− 
− 

L L  





. (20) 

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (13), íàõîäèì ðàñêðûòèå â âåðøèíàõ òðåùèí nx x− =  , 

0y = , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò , 0x y= =  : 

 
0

1 2 2 1

0
2 1

( ) 2 ( ) ln cos
( ) 2

y

y

q q p
v

σ β − β πδ = = =
π β − β σ


 

( )
 

 00
0

4
sin ln sec

2 2
y

y

T p
D

ππ= σ
π σ

 , (21) 

ãäå 1 1
0 12

2 121 2

1 2
E E

T
E GE E

 = − ν + 
 

. 

Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû. Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøå-
íèÿ âûáðàòü êðèòåðèé êðèòè÷åñêîãî ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, òî ðàçâèòèå 
òðåùèíû ïðîèçîéäåò, êîãäà ðàñêðûòèå â âåðøèíå òðåùèíû äîñòèãíåò íå-
êîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ cδ : 

 ( ) cδ = δ . (22) 

Òîãäà íà îñíîâàíèè (21) ïîëå ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê ( , )p q∗ ∗  îïðåäåëÿåòñÿ 
ñîîòíîøåíèåì 

 
0

0

0

4 ( , )
sin ln sec

2 2 ( , )

y
c

y

T p q p
D p q

∗ ∗ ∗

∗ ∗

σ ππ = δ
π σ

 , (23) 

ãäå 0 ( , )y p q∗ ∗σ  îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (18) ïðè 

p p∗= , q q∗= . 
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Åñëè ïëàñòèíà ïîäâåðãíóòà îäíîîñíîìó ðàñòÿæåíèþ ( 0)q = , òî åå ïðå-
äåëüíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 
0 (0) (0)

0

0 (0)

4 ,0
sin ln sec

2 2 ,0

y
c

y

T p p
D p

∗ ∗

∗

σ ππ
= δ

π σ
( )

( )
, (24) 

ãäå (0)p∗  – ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè. 
Ñðàâíèâàÿ (23) è (24), ïîëó÷àåì 

 
(0)

0 0 (0)
0 0 (0)

( , ) ln cos ,0 ln cos
2 ( , ) 2 ,0

y y
y y

p p
p q p

p q p
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

π π
σ = σ

σ σ
( )

( )
. (25) 

Ñîîòíîøåíèå (25) îïðåäåëÿåò ïîëå ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê ( , )p q∗ ∗  â çà-
âèñèìîñòè îò ïðåäåëüíîé íàãðóçêè ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè. 

Çíà÷åíèå J -èíòåãðàëà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå [12]: 

 
0 2

00
0

0

4
( ) sin ln sec

2 2

y
y y

y

T p
J d

D

δ σ ππ= − σ δ = σ δ =
π σ∫ 
( )

. (26) 

Åñëè â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ ïðèíÿòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 
J -èíòåãðàëà cJ , òî ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà p∗  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

 
0 2

0

0

4 ( )
sin ln sec

2 2 ( )

y
c

y

T p p
J

D p

∗ ∗

∗

σ ππ =
π σ

( )
 (27) 

èëè ÷åðåç ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè: 

 
(0)

2 20 0 (0)
0 0 (0)

( , ) ln cos ,0 ln cos
2 ( , ) 2 ,0

y y
y y

p p
p q p

p q p
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

π π
σ = σ

σ σ
( )

( )
[ ] [ ] . (28) 

 Îäíàêî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëîñêîñòè, 
îñëàáëåííîé ñèñòåìîé òðåùèí, íå âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèÿìè ðàçðó-
øåíèÿ òèïà (24) èëè (27). Åñëè âíåøíÿÿ íàãðóçêà òàêîâà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ 
óñëîâèå (16), ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ òðå-
ùèí, ÷òî òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü óñëîâèåì ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëîñêîñòè, îñëàáëåííîé ñèñòåìîé òðåùèí, 
îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ óñëîâèé (17) è (23) (èëè (17) è (28)). Â ÷àñòíîì 
ñëó÷àå îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó ìîæíî îïðåäåëèòü 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 ( ) ( )min ,dp p p δ
∗ ∗ ∗= ( ) , 

ãäå ( )dp∗  – êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ ñëèÿíèÿ ïëàñ-

òè÷åñêèõ çîí (17), ( )p δ
∗  – êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî êðèòåðèþ 

ðîñòà òðåùèíû ( cδ  èëè cJ ).   
Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû êðèâàÿ 

ïðî÷íîñòè áåçäåôåêòíîãî ìàòåðèàëà 
(êðèâàÿ 5) è êðèâûå ïðåäåëüíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé ñèñòåìîé 
êîëëèíåàðíûõ òðåùèí ïðè 5.0D =/ . 
Êðèâûå 1–3 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì 

(0)
0 0.1,  0.5, 0.7yp∗ σ =/ . Ñïëîøíûå ó÷àñò-

êè ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíîé íàãðóçêå, 
îïðåäåëåííîé ïî cδ -êðèòåðèþ, ïóíê-

òèðíûå – ïî cJ -êðèòåðèþ. Êðèâàÿ 4 
ñîîòâåòñòâóåò íàãðóçêå, ïðè êîòîðîé 
ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ (óñëîâèå (17)).  

0

0.3

0.6

0.9

-0.8 -0.4 0 0.4 0.8 q/σ0y

p/σ0y 

2 

1 

5
2 

3 

5D =/
4
2 

Рис. 4 
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Âûâîäû. Íà îñíîâàíèè ìîäèôèöèðîâàííîé δc -ìîäåëè èññëåäîâàíà çà-
äà÷à î ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé ïåðèîäè-
÷åñêîé ñèñòåìîé êîëëèíåàðíûõ òðåùèí, â óñëîâèÿõ äâóõîñíîãî íàãðóæåíèÿ. 
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû: 

– ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè óìåíüøàåòñÿ èõ 
âçàèìíîå âëèÿíèå, ïðè÷åì, ÷åì âûøå óðîâåíü âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñò-
âóþùåé ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí, òåì äîëüøå 
ñêàçûâàåòñÿ íàëè÷èå ñîñåäíèõ òðåùèí íà ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ çîí 
ïðåäðàçðóøåíèÿ; 

– íàëè÷èå êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé âäîëü ëèíèè 
ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí, îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðàçìåð çîí 
ïðåäðàçðóøåíèÿ, ïðè÷åì ýòà êîìïîíåíòà ìîæåò êàê óâåëè÷èâàòü, òàê è 
óìåíüøàòü ðàçìåð ýòèõ çîí ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì; 

– ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû, îñëàáëåííîé ñèñòåìîé òðåùèí, 
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî êðèòåðèÿìè ðàçðóøåíèÿ òèïà cδ - èëè cJ -êðè-
òåðèåâ, íî òàêæå è óñëîâèåì ñëèÿíèÿ çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ – äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé äëèíû òðåùèíû ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîìáèíàöèÿ âíåøíåé íàãðóç-
êè, äåéñòâóþùåé âäîëü è ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè ðàñïîëîæåíèÿ òðå-
ùèí, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ ñîñåäíèõ 
òðåùèí; 

– íàëè÷èå êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé âäîëü ëèíèè 
ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí, îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðåäåëüíîå 
ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû ïî ñðàâíåíèþ  ñ îäíîîñíûì ðàñòÿæåíèåì, ïðè÷åì 
ýòî âëèÿíèå òåì ñèëüíåå, ÷åì âûøå ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ïðè îäíîîñíîì 
íàãðóæåíèè. 
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ПРО ГРАНИЧНИЙ СТАН ОРТОТРОПНОЇ ПЛАСТИНИ З ПЕРІОДИЧНОЮ СИСТЕМОЮ 
КОЛІНЕАРНИХ ТРІЩИН ПРИ ДВОВІСНОМУ НАВАНТАЖЕННІ  
 
Íà îñíîâ³ ìîäèô³êîâàíî¿ δc -ìîäåë³ òð³ùèíè ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ ãðàíè÷íîãî 

ñòàíó îðòîòðîïíî¿ ïëàñòèíè, ìàòåð³àë ÿêî¿ çàäîâîëüíÿº óìîâó ì³öíîñò³ çàãàëü-
íîãî âèãëÿäó ³ ÿêà ïîñëàáëåíà ïåð³îäè÷íîþ ñèñòåìîþ êîë³íåàðíèõ òð³ùèí, â óìî-
âàõ äâîâ³ñíîãî íàâàíòàæåííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì  êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â Êîëî-
ñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ â çàãàëüíîìó âèãëÿä³, à òàêîæ îñ-
íîâí³ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ó çîí³ ïåðåäðóéíóâàííÿ. Íàâåäåíî âèðà-
çè äëÿ ðîçì³ðó çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ ÷åðåç çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ ³ ãåîìåòðè÷í³ 
ïàðàìåòðè çàäà÷³. Âèâ÷åíî âïëèâ äâîâ³ñíîñò³ íàâàíòàæåííÿ íà ïðîöåñ ôîðìóâàí-
íÿ çîí ïåðåäðóéíóâàííÿ á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí ³ ãðàíè÷íèé ñòàí ïëàñòèíè.  
 
ON LIMITED STATE OF ORTHOTROPIC PLATE WITH PERIODIC SYSTEM  
OF COLLINEAR CRACKS UNDER BIAXIAL LOADING  
 
In this paper the limited state of orthotropic plate with periodic system of collinear 
cracks under biaxial loading is considered basing on the modified δc -model. The 

material of plate satisfies the strength condition of arbitrary form. The solution in 
general form is obtained using the Kolosov – Mushelishvili complex potentials. The 
basic equations to determine the stresses in the process zones are formulated. The 
equations for determination of the process zone size are given. The influence of 
biaxiality of external loading on the process zone near the crack tip and the critical 
state of the cracked plate is analyzed.  
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