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ПОВЕРХНІ АНІЗОТРОПНОГО ПІВПРОСТОРУ ЗА ПОЗДОВЖНЬОГО ЗСУВУ 
 

Ìåòîäîì ôóíêö³é ñòðèáêà ðîçâ’ÿçàíî àíòèïëîñêó çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 
äëÿ àí³çîòðîïíîãî ï³âïðîñòîðó ç òîíêèì àí³çîòðîïíèì ïðóæíèì âêëþ÷åí-
íÿì. Äîñë³äæåíî âïëèâ ïàðàìåòð³â (äîâæèíè, çàãëèáëåííÿ, ïðóæíîñò³) òîí-
êîñò³ííîãî âêëþ÷åííÿ íà ïîëå äåôîðìàö³é á³ëÿ ïîâåðõí³ àí³çîòðîïíîãî ï³â-
ïðîñòîðó. 

 
 Âñòóï. Óñ³ ðåàëüí³ ò³ëà ìàþòü ÷èñëåíí³ äåôåêòè ñòðóêòóðè ìàòåð³àëó, 
ïàðàìåòðè ÿêèõ ìàþòü íå ëèøå ñòîõàñòè÷íèé, àëå é äåòåðì³íîâàíèé õàðàê-
òåð. Ïîøèðåíèìè äåôåêòàìè â êðèñòàë³÷íèõ ò³ëàõ º òð³ùèíè, òîíê³ âêëþ-
÷åííÿ, ïðîøàðêè òà ³í. Ïîðÿä ³ç öèì ñó÷àñí³ êîìïîçèö³éí³ ìàòåð³àëè º êîí-
ñòðóêö³éíî íåîäíîð³äíèìè, ïðè÷îìó â ðîë³ àðìàòóðè âîíè ÷àñòî ì³ñòÿòü âî-
ëîêíà é ñòð³÷êè. Ï³ä ÷àñ íàâàíòàæåííÿ á³ëÿ âåðøèí òîíêîñò³ííèõ íåîäíî-
ð³äíîñòåé âèíèêàº çíà÷íà êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü, ÷åðåç ùî ìîæóòü óòâî-
ðþâàòèñü ³ ïîò³ì çðîñòàòè òð³ùèíè, ìàòåð³àë áóäå ïëàñòè÷íî äåôîðìóâà-
òèñü. Âñå öå çìåíøóº ì³öí³ñòü ìàòåð³àëó, òðèâàë³ñòü ôóíêö³îíóâàííÿ êîí-
ñòðóêö³é ÷è íàâ³òü ñïðè÷èíÿº ðàïòîâå ¿õ ðóéíóâàííÿ. 
 Ó çàäà÷àõ òåõí³÷íî¿ ä³àãíîñòèêè, ïîøóêó êîïàëèí ïîñòàº ïðîáëåìà âè-
çíà÷åííÿ ìåõàí³÷íèõ ³ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â ÷óæîð³äíèõ åëåìåíò³â çà 
â³äîìèìè ïåðåì³ùåííÿìè òà äåôîðìàö³ÿìè ïîâåðõí³ äîñë³äæóâàíîãî ò³ëà. 
Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñêëàäíî¿ áàãàòîïàðàìåòðè÷íî¿ îáåðíåíî¿ çàäà÷³ ïîòð³á-
í³ äåÿê³ âõ³äí³ åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³, ðåçóëüòàòè ³íøèõ âèì³ðþâàíü. Ïåð-
øèì êðîêîì äî âèð³øåííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè º äåòàëüíèé àíàë³ç âïëèâó ïàðà-
ìåòð³â äåôåêòó íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ³ç âèêîðèñòàííÿì ðîç-
â’ÿçêó ïðÿìî¿ çàäà÷³ ìåõàí³êè äëÿ ñåðåäîâèù ³ç òàêèìè âêëþ÷åííÿìè. 
 Ó ðîáîò³ [4] ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ òîíêèõ ïðóæíèõ 
âêëþ÷åíü íà ìåæ³ ïîä³ëó äâîõ àí³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â â óìîâàõ ïîçäîâæ-
íüîãî çñóâó òà âèêîíàíî êîíêðåòí³ îá÷èñëåííÿ äëÿ îêðåìîãî âêëþ÷åííÿ âñå-
ðåäèí³ îäíîð³äíîãî àí³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà. Àíòèïëîñêà çàäà÷à òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ äëÿ ïàêåòó àí³çîòðîïíèõ ñìóã, ùî ì³ñòÿòü ïëîñê³ ñòð³÷êîâ³ íåîä-
íîð³äíîñò³, ðîçâ’ÿçàíà ó ðîáîò³ [5]. Îá÷èñëåííÿ çä³éñíåíî äëÿ êóñêîâî-îäíî-
ð³äíî¿ àí³çîòðîïíî¿ ïëîùèíè, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ³ç äâîõ ï³âïëîùèí, êîëè âñå-
ðåäèí³ îäí³º¿ ³ç ï³âïëîùèí ðîçì³ùåíà ïðóæíà ñòð³÷êà. Çàãàëüí³øèé ðîçâ’ÿ-
çîê îòðèìàíî ó ïðàö³ [6]. Çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ çàäàºòüñÿ íå ëèøå çñóâ-
íèì çóñèëëÿì íà áåçìåæíîñò³, àëå é ãâèíòîâèìè äèñëîêàö³ÿìè òà çîñåðåä-
æåíèìè ñèëàìè ó êîæí³é ³ç ñìóã. 
 Ó ö³é ðîáîò³ ìåòîäîì ôóíêö³é ñòðèáêà ðîçâ’ÿçàíî àíòèïëîñêó çàäà÷ó 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ àí³çîòðîïíîãî ï³âïðîñòîðó ç òîíêèì àí³çîòðîïíèì 
ïðóæíèì âêëþ÷åííÿì. Çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ çàäàíå ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³-
ëåíèì çñóâíèì çóñèëëÿì íà íåñê³í÷åííîñò³ ∞σxz . Íàâàíòàæåííÿ íà ïîâåðõí³ 
ï³âïðîñòîðó â³äñóòí³. Äåòàëüíî äîñë³äæåíî ïîëå äåôîðìàö³é íà â³ëüí³é ïî-
âåðõí³.  
 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîçäîâæíüîãî çñóâó âçäîâæ 
îñ³ Oz  äëÿ àí³çîòðîïíîãî ï³âïðîñòîðó 0y >  ç ïðóæíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè 

kma , , 4, 5k m = . Ç îãëÿäó íà õàðàêòåð àíòèïëîñêî¿ çàäà÷³ íàïðóæåíî-äå-

ôîðìîâàíèé ñòàí ó êîæí³é ïëîùèí³, ïåðåïåíäèêóëÿðí³é äî íàïðÿìó çñóâó, 
îäíàêîâèé ³ òîìó äîñòàòíüî îáìåæèòèñü àíàë³çîì ïîë³â ó îäí³é ³ç íèõ, 
çîêðåìà xOy . Óñåðåäèí³ ï³âëîùèíè âçäîâæ â³äð³çêà L  ðîçì³ùåíå òîíêå 

ïðóæíå âêëþ÷åííÿ, íàõèëåíå ï³ä êóòîì ϕ  äî ìåæ³ ï³âïðîñòîðó 0y = . Ó 

öåíòð³ 0O  â³äð³çêà L  ðîçì³ñòèìî ïî÷àòîê äâîõ ëîêàëüíèõ äåêàðòîâèõ ñèñ-
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òåì êîîðäèíàò 0 0 0x O y  ³ 0 0 0s O n  (äå 0 0O s L , 0 0O x Ox ), çâ’ÿçàíèõ çàëåæ-

í³ñòþ 

 0 00 0 0 0 0 0 0,      ,     iz x iy z z z x iy s in z e− ϕ≡ + = + = + + = , (1) 

äå 00z iH=  – êîîðäèíàòà öåíòðà âêëþ÷åííÿ â îñíîâí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò, 

H  – âåëè÷èíà çàãëèáëåííÿ âêëþ÷åííÿ. Âêëþ÷åííÿ ìàº äîâæèíó 2a  ³ ñòàëó 

òîâùèíó 2h . Ïðóæí³ õàðàêòåðèñòèêè âêëþ÷åííÿ 0
kma , , 4, 5k m = .  

 Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó. Çà ïðèíöèïîì ñïðÿæåííÿ ìåòîäó ôóíêö³é ñòðèá-
êà òîíêå âêëþ÷åííÿ âèëó÷àºòüñÿ ç ðîçãëÿäó, à éîãî âïëèâ íà ò³ëî çâîäèòüñÿ 
äî óòâîðåííÿ íà L  ñòðèáê³â âåêòîðà íàïðóæåíü òà ïîõ³äíî¿ â³ä âåêòîðà 
ïåðåì³ùåíü: 

 
0 0 5 0 6 0 0

0
( ),    ( ) ( ),     n z n z f s w w f s s L

s
− + − +∂σ − σ = − = ∈

∂
. (2) 

Ïðè÷îìó 5 0 6 0( ) ( ) 0f s f s= = , ÿêùî 0s L∉ . Ôóíêö³¿ ñòðèáêà, âçàãàë³ êàæó÷è, 

º íåâ³äîìèìè. 
 Óìîâè âçàºìîä³¿ òîíêîãî ïðóæíîãî àí³çîòðîïíîãî âêëþ÷åííÿ ³ç çîâí³ø-
í³ì ñåðåäîâèùåì, ÿê³ çâ’ÿçóþòü ì³æ ñîáîþ íàïðóæåííÿ òà ïåðåì³ùåííÿ íà 
ïîâåðõíÿõ ìàòðèö³, ùî ïðèëÿãàþòü äî ïðîòèëåæíèõ áîê³â âêëþ÷åííÿ, 
ìàþòü âèãëÿä [4] 

 
0

0 0 0
1( ) ( ) 2 ( ) ,      ,

s

a

s s t dt s a a
h

+ −

−

 + = + ∈ − 
 ∫N f L [ ]  . (3) 

Òóò  

′ ′∂ − = σ = = ∂ ′  ′− −0

20 0
45

5 6 0 0
0 44 45
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1

n z
w z a rz z t f t f t
s a a

f L ( ) ; 

1 2,N N=N ( )  – âåêòîð àïð³îðíèõ êîíñòàíò, 

0

0 44
1 0

44 44

( )
max ,

s z

a
N a

a a

′
= σ −

′ ′( )
, 

0 0

0
0 044 44

2 44 45
44

min ,
( ) ( )n z s z

a a
N a a a a

a

′ ′
′ ′= − σ − − σ −′

( ) [ ] ; 0 0 2 0 0
45 44 55( )r a a a′ ′ ′ ′= − . 

Ñòàë³ kma′  õàðàêòåðèçóþòü ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó ó ñèñòåì³ êîîðäè-

íàò 0 0 0s O n  ³ ¿õ çâ’ÿçîê ç kma  íàâåäåíî ó ïðàö³ [3, ñ. 44, ôîðìóëà (6.2)]. 

 Äëÿ ïîçäîâæíüîãî çñóâó ó íàïðÿì³ îñ³ Oz  ñï³ââ³äíîøåííÿ çàêîíó Ãóêà 
òà ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè ìàþòü âèãëÿä [3] 

 44 45 45 55,        yz xz yz xz
w wa a a a
y x

∂ ∂= σ + σ = σ + σ
∂ ∂

; (4) 

 0
yzxz

x y

∂σ∂σ
+ =

∂ ∂
. (5) 

Î÷åâèäíà ð³çíèöÿ ì³æ ñòàíäàðòíèì ïîçíà÷åííÿì êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ z =  
x iy= +  òà êîîðäèíàòè z . ßêùî ââåñòè ôóíêö³þ íàïðóæåíü F  çã³äíî ç 

îçíà÷åííÿì 

 ,          xz yz
F F
y x

∂ ∂σ = σ = −
∂ ∂

, (6) 

òî ð³âíÿííÿ (5) çàäîâîëüíÿòèìåòüñÿ òîòîæíî, à ç (4) îòðèìàºìî äèôåðåí-
ö³àëüíå ð³âíÿííÿ 

 
2 2 2

55 45 442 2
2 0F F Fa a a

x yy x
∂ ∂ ∂− + =

∂ ∂∂ ∂
. (7) 
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 Ôóíêö³þ íàïðóæåíü F  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ îäíîð³ä-

íîãî 0F , ïîðîäæåíîãî çîâí³øí³ì íàâàíòàæåííÿì çà â³äñóòíîñò³ âêëþ÷åíü, 

òà çáóðåíîãî F̂  ðîçâ’ÿçê³â. Ó ñâîþ ÷åðãó, F̂  º ñóìîþ îñíîâíîãî çáóðåíîãî 

ðîçâ’ÿçêó ˆ 0F  äëÿ áåçìåæíî¿ ïëîùèíè ç òàêèìè ñàìèìè ìåõàí³÷íèìè âëàñ-
òèâîñòÿìè òà òèìè æ âêëþ÷åííÿìè, ÿê³ íàëåæàòü ï³âïëîùèí³, òà çáóðåíîãî 

êîðèãóâàëüíîãî ˆ1F , ÿêèé ïîâèíåí âðàõîâóâàòè â³ëüíó ìåæó ï³âïðîñòîðó, íå 
ïîðîäæóþ÷è ñòðèáê³â íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü íà ë³í³¿ L  [6]: 

 ˆ ˆ ˆ0 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F z F z F z F z F z F z= + = + + . (8) 

 Îäíîð³äíèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äàº âïëèâó çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ íà 
ò³ëî áåç äåôåêò³â, à òîìó ï³ä ÷àñ ïåðåõîäó ÷åðåç â³ñü âêëþ÷åííÿ â³í íå âè-
êëèêàº ñòðèáê³â íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü. Òîìó çáóðåíèé ðîçâ’ÿçîê ïîâèíåí 
çàäîâîëüíÿòè íóëüîâ³ êðàéîâ³ óìîâè òà ïîðîäæóâàòè ñòðèáêè íàïðóæåíü ³ 
ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü íà ë³í³¿ L : 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
0 0 5 0 6 0

0

( ),        ( ) ( )n z n z f s w w f s
s

− + − +∂σ − σ = − =
∂

, s L0 ∈ . (9) 

 Íàïðóæåíèé ñòàí îäíîð³äíî¿ àí³çîòðîïíî¿ ïëîùèíè ç âêëþ÷åííÿì îïè-
ñóºòüñÿ çàëåæíîñòÿìè [6] 

 ˆ
0

0
5 1 5 2 6 1 6 2

55

1( ) ( ) ( ) ( )
4 4y z
i t z t z t z t z

a
σ = − − +

α
( ) ( ) , 

 ˆ
0

0
5 1 5 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
4x z i t z i t zσ = α − β + α + β +( )  

 6 1 6 2
55

1 ( ) ( ) ( ) ( )
4

i t z i t z
a

+ β + α + β − α
α

( ) . (10) 

Òóò 

1 0 0 0 2 1

( )1( ) ,         5,6;         ,     r
r

L

f t dt
t z r z x y i y z z

t z
= = = + β + α =

π −∫ ;  

2
44 55 45 45

55 55

( )
,      

a a a a
a a

−
α = β = . 

 Äëÿ ïîâåðíóòîãî íà êóò ϕ  â³äíîñíî îñ³ 0 0O x  âêëþ÷åííÿ â îäíîð³äí³é 

ïëîùèí³ âèðàç äëÿ íàïðóæåíü (10) ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò 0 0 0s O n  çáåðåæåòü-

ñÿ, ëèøå ó íüîìó ñë³ä ôîðìàëüíî çàì³íèòè 0x  òà 0y  íà 0s  òà 0n , à ñòàë³ 

, ,kma α β  – íà , ,kma′ ′ ′α β  â³äïîâ³äíî, äå 
2

44 55 45

55

( )a a a

a

′ ′ ′−′α = ′ , 45

55

a

a

′
′β = ′ . Ñêî-

ðèñòàâøèñü çàëåæí³ñòþ 

 
0 0 0 0

( )i
y z x z n z s zi e i− ϕσ + σ = σ + σ , (11) 

îòðèìàºìî âèðàç äëÿ íàïðóæåíü â³ä ïîâåðíóòîãî íà êóò ϕ  âêëþ÷åííÿ â 
îäíîð³äí³é ï³âïëîùèí³. 
 Çàëåæíîñò³ (10), (11) äàþòü îñíîâíèé çáóðåíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ ï³âïëî-
ùèíè. 
 Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (7) ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð’º ìàº âèãëÿä 

 1 2
1 2( , ) ( ) ( )y yFF y A e A eλ λξ = ξ + ξ , (12) 

äå 1 2,   i iλ = α ξ − βξ λ = − α ξ − βξ ; 1( )A ξ  ³ 2 ( )A ξ  – äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿. 
Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ íàïðóæåíü (12) ïîâèííà áóòè îáìåæåíîþ, êîëè 

y → ∞ , òî 

 2
2( , ) ( ) yFF y A eλξ = ξ . (13) 
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Ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ,           
F

F F F
xz yz

F i F
y

∂σ = σ = ξ
∂

. (14) 

²ç (13), (14) îòðèìàºìî ñòðóêòóðó êîðèãóâàëüíîãî çáóðåíîãî ðîçâ’ÿçêó â 
ïðîñòîð³ çîáðàæåíü ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 

 ˆ ˆ2 21 1
2 2 2( ) ,           ( )y yF F

yz xzi A e A eλ λσ = ξ ξ σ = λ ξ . (15) 

Íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ 1( )A ξ  ³ 2 ( )A ξ  çíàéäåìî, çàäîâîëüíèâøè êðàéîâ³ óìîâè, ³ 
îñòàòî÷íî âèçíà÷èìî êîðèãóâàëüíèé çáóðåíèé ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ 

 ˆ 1
5 3 6 3 5 3 6 3

55 55

( ) ( ) ( ) ( )
4 4yz

i it z t z t z t z
a a

′ ′γ γ   σ = − + − −   ′ ′ ′ ′   α α
, 

 ˆ ˆ1 1
5 3 6 3 5 3 6 3

55 55

( ) ( ) ( ) ( )
4 4xz yz

i ii it z t z t z t z
a a

′ ′αγ αγ   σ = − βσ − + + −   ′ ′ ′ ′   α α
, (16) 

äå 
sin (cos sin )i′ ′ ′γ = α ϕ + ϕ − β ϕ , 3 1 1 1 2z iS y S x S y S= α − − β − , 

1 sin cos sinS i′ ′= β ϕ − ϕ + α ϕ , 2 (sin cos ) cosS H iH′ ′= ϕ + β ϕ + α ϕ . 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (8), (10), (16), îòðèìàºìî ïîâíèé ðîçâ’ÿçîê, 
ÿêèé çàëåæèòü â³ä ôóíêö³é ñòðèáêà =,  5,6if i . Ï³äñòàâèâøè öåé ðîçâ’ÿçîê 
â óìîâè âçàºìîä³¿ (3), îòðèìàºìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
ñòîñîâíî ôóíêö³é if , ÿêó ðîçâ’ÿçóºìî ìåòîäîì êîëîêàö³é [2]. Çà â³äîìèìè 
ôóíêö³ÿìè ñòðèáêà òà îäíîð³äíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ ìîæíà îá÷èñëèòè íà-
ïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ò³ëà ç âêëþ÷åííÿì. 
 Ïðèêëàä. Äîñë³äèìî âïëèâ ïàðàìåòð³â òîíêîñò³ííîãî ³çîòðîïíîãî âêëþ-
÷åííÿ íà ïîëå äåôîðìàö³é äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàòåð³àëîì ï³âïðîñòîðó º îä-
íîíàïðÿìëåíèé íàìîòóâàëüíèé ñêëîïëàñòèê [1]: 

=44 0.2a ÃÏà-1, =55 0.174a ÃÏà-1, =45 0a ,  
à âêëþ÷åííÿ ïàðàëåëüíå äî ìåæ³ ï³âïðîñòîðó. Ì³ðó éîãî æîðñòêîñò³ îõà-
ðàêòåðèçóºìî ïàðàìåòðîì g : 

= ⋅0
44 0.1 10ga ÃÏà-1, = ⋅0

55 0.1 10ga ÃÏà-1, =0
45 0a .  

 Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ ˆ 0
xz xz xz
∗ε = ε ε/  

íîðìîâàíîãî çáóðåíîãî ðîçâ’ÿçêó â³ä áåçðîçì³ðíî¿ êîîðäèíàòè /x x a∗ =  íà 

ìåæ³ ï³âïðîñòîðó 0y =  äëÿ çíà÷åíü 

6, 2, 1, 0, 6g = − − −  (çíà÷åííþ 6g = −  
â³äïîâ³äàº ïðàêòè÷íî àáñîëþòíî æîðñò-
êå âêëþ÷åííÿ, 6g =  – ìàéæå ù³ëèíà). 

Â³äíîñíà òîâùèíà âêëþ÷åííÿ 0.1h a =/ , 

à éîãî â³äíîñíå çàãëèáëåííÿ H H a∗ = =/  

0.5= . Ïîì³òíî, ùî xz
∗ε  çì³íþº ñâ³é çíàê 

íà ïðîòèëåæíèé â îêîë³ 1x∗ = , òîáòî 
íàä âåðøèíîþ âêëþ÷åííÿ. Çà ïîçäîâæ-

íüîãî çñóâó çóñèëëÿìè xz
∞σ  ò³ëüêè äëÿ 

àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ ( 6g = − ) ³ âêëþ÷åíü, æîðñòê³øèõ â³ä ñåðå-

äîâèùà ( 6, 2, 1g = − − − ), çáóðåíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí º ³ñòîò-
íèì. Äëÿ ïîäàòí³øèõ â³í º äóæå ìàëèì ³ äëÿ ù³ëèíè – äîð³âíþº íóëåâ³. 
Òîìó íàäàë³ âïëèâ çàãëèáëåííÿ ³ äîâæèíè âêëþ÷åííÿ íà ïîëå äåôîðìàö³é 
äîñë³äæåíî äëÿ àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ. Ó âèïàäêó ïîçäîâæíüîãî 

çñóâó çóñèëëÿìè yz
∞σ  ðåçóëüòàò º ïðîòèëåæíèì – äëÿ ù³ëèíè òà âêëþ÷åíü, 
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ïîäàòí³øèõ â³ä ñåðåäîâèùà, çáóðåíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí º 
³ñòîòíèì, à äëÿ àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ â³í äîð³âíþº íóëåâ³. 

 Ðèñ. 2 ³ëþñòðóº çì³íó xz
∗ε  íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü â³ä-

íîñíî¿ çàãëèáëåíîñò³ ( 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4, 4.5, 5)H∗ =  àáñîëþòíî æîðñò-

êîãî âêëþ÷åííÿ ïðè 0.1h a =/ . Áà÷èìî, ùî, ÷èì á³ëüøå çàãëèáëåíå âêëþ-
÷åííÿ, òèì äàë³ â³ä ïðîåêö³¿ éîãî êðàþ íà â³ëüíó ïîâåðõíþ êîìïîíåíòà äå-

ôîðìàö³¿ xz
∗ε  çì³íþº ñâ³é çíàê, à ¿¿ âåëè÷èíà ³ñòîòíî çìåíøóºòüñÿ. 
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Рис. 2 
 Íà ðèñ. 3 â³äîáðàæåíî âïëèâ â³äíîñíî¿ äîâæèíè a a H∗ = /  âêëþ÷åííÿ 
íà çàëåæí³ñòü êîìïîíåíòè íîðìîâàíî¿ 

äåôîðìàö³¿ xz
∗ε  â³ä áåçðîçì³ðíî¿ êîîð-

äèíàòè x x H∗ = /  íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ 

0y = . Ïîì³òíî, ùî xzε  çì³íþº ñâ³é 

çíàê íà ïðîòèëåæíèé â îêîë³ x a∗ ∗= , 
òîáòî íàä ïðîåêö³ºþ âåðøèíè âêëþ-
÷åííÿ. Íà ðèñ. 3–5 êðèâèì ç³ çíà÷åí-

íÿìè 1, 2, 3, 4, 5a∗ =  â³äïîâ³äàþòü òàê³ 
çíà÷åííÿ â³äíîñíî¿ òîâùèíè âêëþ-

÷åííÿ: 1 1 1 1 1, , , ,
10 20 30 40 50

h
a

= .  

 Óñåðåäèí³ ò³ëà ( 0.2y y H∗ = =/ ) îáèäâ³ êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ xz
∗ε  ³ 

ˆ 0
yz yz yz
∗ε = ε ε/  íîðìîâàíîãî çáóðåíîãî ðîçâ’ÿçêó íå äîð³âíþþòü íóëåâ³. Öå äàº 

äîäàòêîâó ³íôîðìàö³þ ïðî äîâæèíó âêëþ÷åííÿ. Êîìïîíåíòà äåôîðìàö³¿ yz
∗ε  

äîñÿãàº åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü íàä ïðîåêö³ºþ âåðøèíè âêëþ÷åííÿ. Ö³ çà-
ëåæíîñò³ çîáðàæåíî íà ðèñ. 4, 5.  
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 Ç³ çðîáëåíîãî âèùå àíàë³çó âèïëèâàº, ùî, îòðèìàâøè äàí³ ïðî çáóðåíå 
ïîëå äåôîðìàö³é íà ïîâåðõí³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó àáî ï³ä íåþ, ìîæåìî 
âèçíà÷èòè ðîçì³ðè ³ çàãëèáëåííÿ âêëþ÷åííÿ, ÿêå çáóðèëî ïîëå. 
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ВЛИЯНИЕ УПРУГОГО ЛЕНТОЧНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ НА ДЕФОРМАЦИЮ ПОВЕРХНОСТИ 
АНИЗОТРОПНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА ПРИ ПРОДОЛЬНОМ СДВИГЕ 
 
Ìåòîäîì ôóíêöèé ñêà÷êà ðåøåíà àíòèïëîñêàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ àí-
èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ òîíêèì àíèçîòðîïíûì óïðóãèì âêëþ÷åíèåì. 
Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ (äëèíû, óãëóáëåíèÿ, óïðóãîñòè) òîíêîñòåííîãî 
âêëþ÷åíèÿ íà ïîëå äåôîðìàöèé âîçëå ïîâåðõíîñòè àíèçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà. 
 
INFLUENCE OF ELASTIC RIBBON INCLUSION ON ANISOTROPIC HALF-SPACE SURFACE 
DEFORMATION UNDER LONGITUDINAL SHEAR 
 
The antiplane problem of elasticity theory for an anisotropic half-space with the thin 
anisotropic elastic inclusion is solved by the jump function method. The influence of 
thin-walled inclusion parameters (its dimensions, deepening, elasticity) on field of 
deformations near an anisotropic half-space surface is investigated. 
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