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ÓÄÊ 539.3 
 

В. К. Опанасович, М. С. Слободян 
 

ДВОВІСНИЙ ЗГИН ПЛАСТИНИ З КРУГОВИМ ОТВОРОМ І ДВОМА 
РАДІАЛЬНИМИ ТРІЩИНАМИ, БЕРЕГИ ЯКИХ КОНТАКТУЮТЬ  
 

Äîñë³äæåíî äâîâ³ñíèé çãèí ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ç êðóãîâèì îòâîðîì ³ äâîìà 
ðàä³àëüíèìè òð³ùèíàìè ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â. ²ç âèêîðèñòàí-
íÿì òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ ³ êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ çâåäåíî äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêà ðîçâ’ÿçàíà 
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð. Ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé àíàë³ç êîí-
òàêòíîãî òèñêó ì³æ áåðåãàìè òð³ùèí ³ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ çóñèëü ³ 
ìîìåíò³â.  

 
 Âñòóï. Ðîçâèòîê ìàøèíîáóä³âíèõ, àâ³àö³éíèõ, áóä³âåëüíèõ, ñóäíîáóä³â-
íèõ òà ³íøèõ òåõíîëîã³é â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïîâ’ÿçàíèé ³ç âèêîðèñòàííÿì 
ïëàñòèí÷àñòèõ åëåìåíò³â, ùî îáóìîâëåíî ¿õ ïîð³âíÿíîþ ëåãê³ñòþ. Ï³ä ÷àñ 
åêñïëóàòàö³¿ òàêèõ åëåìåíò³â ìîæóòü âèíèêàòè òð³ùèíè ³ âàæëèâî çíàòè, 
ÿêèì ÷èíîì âîíè âïëèâàþòü íà ì³öí³ñòü êîíñòðóêö³é. Îäíèì ³ç îñíîâíèõ 
çàâäàíü ïðè îö³íö³ ì³öíîñò³ êîíñòðóêòèâíîãî åëåìåíòó ç òð³ùèíàìè º âè-
çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ çóñèëü ³ ìîìåíò³â, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ 
õàðàêòåðèçóºìî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí â îêîë³ âåðøèí òð³ùèí. 
 Âïåðøå çàäà÷ó ïðî çãèí ïëàñòèíè ç ïðÿìîë³í³éíîþ íàñêð³çíîþ òð³ùè-
íîþ ðîçãëÿíóâ M. L. Williams [34], âèêîðèñòîâóþ÷è êëàñè÷íó òåîð³þ ³ ââà-
æàþ÷è, ùî áåðåãè òð³ùèíè íå êîíòàêòóþòü. Ïîò³ì öÿ çàäà÷à äîñë³äæóâà-
ëàñü áàãàòüìà íàóêîâöÿìè ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íî¿ òà óòî÷íåíèõ òåîð³é 
çãèíó ïëàñòèí. Ñèñòåìàòèçàö³ÿ öèõ ðåçóëüòàò³â íàâåäåíà â ðîáîòàõ [1, 22].  
 D. P. Jones ³ J. L. Swedlow [32] âïåðøå çàñòîñóâàëè ÷èñëîâ³ ìåòîäè äëÿ 
âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü á³ëÿ âåðøèíè òð³ùèíè, âðàõîâóþ÷è 
ÿâèùå çàêðèòòÿ òð³ùèíè çà çãèíó. Âîíè ñêîðèñòàëèñÿ ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ 
åëåìåíò³â, ÿêèé áàçóâàâñÿ íà òåîð³¿ Ê³ðõãîôà. Ï³çí³øå E. S. Heming (Jr.) [31] 
ðîçâ’ÿçàâ òàêó æ çàäà÷ó, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîð³þ Ì³íäë³íà øîñòîãî ïîðÿä-
êó äëÿ çãèíó ïëàñòèí. Ó ïðàö³ [29] äîñë³äæåíî çàêðèòòÿ òð³ùèíè çà çãèíó 
ïëàñòèíè ç âèêîðèñòàííÿì òðèâèì³ðíîãî ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â.  
 Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî çãèí ïëàñòèíè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ ç óðàõó-
âàííÿì êîíòàêòó ¿¿ áåðåã³â íà îñíîâ³ òåîð³¿ Ê³ðõãîôà – Ëÿâà ìåòîäîì ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü çà ïðèïóùåííÿ, ùî áåðåãè òð³ùèíè êîíòàêòóþòü ïî âñ³é ¿¿ 
äîâæèí³ íà âåðõí³é àáî íèæí³é îñíîâ³ ïëàñòèíè, ïîáóäîâàíî â [25]. ßâèùå 
çàêðèòòÿ òð³ùèíè ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â âèâ÷àëîñü 
ó [33], à â [35] âèâ÷àâñÿ êîíòàêò áåðåã³â òð³ùèí ³ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íî¿ 
òåîð³¿ ³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â.  
 Äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ ïðî çãèí ïëàñòèíè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ, â ÿê³é 
áåðåãè êîíòàêòóþòü ïî âèñîò³ ïëàñòèíè, íàâåäåíî â [30]. Ó ïðàö³ [7] íàâåäå-
íî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèíè 
ïðè çãèí³ ïëàñòèíè ìåòîäîì êàóñòèê ó ïðîõ³äíîìó ñâ³òë³, ÿê³ ï³äòâåðäèëè 
íàÿâí³ñòü ìåìáðàííî¿ ñêëàäîâî¿ ïîëÿ íàïðóæåíü á³ëÿ òð³ùèíè, ùî º ïðÿ-
ìèì íàñë³äêîì êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ áåðåã³â òð³ùèíè ïðè çãèí³ ïëàñòèíè.  
 Ó ïðàöÿõ [5, 6, 17, 24, 26, 27, 28] äîñë³äæóâàëè çãèí áåçìåæíî¿ ³ íàï³â-
ñê³í÷åííî¿ ïëàñòèíè ç òð³ùèíàìè, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîð³þ Ê³ðõãîôà – Ëÿâà, 
ââàæàþ÷è, ùî òð³ùèíà êîíòàêòóº ïî âñ³é äîâæèí³ íà âåðõí³é àáî íèæí³é 
îñíîâ³ ïëàñòèíè. Ó ðîáîòàõ [10, 11] òà [12] ðîçãëÿíóòî çãèí êóñêîâî-îäíîð³ä-
íî¿ ïëàñòèíè ç ð³çíèì ðîçì³ùåííÿì òð³ùèíè, áåðåãè ÿêî¿ êîíòàêòóþòü, â³ä-
íîñíî ë³í³¿ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â. Ó ðîáîò³ [13] äîñë³äæóâàëàñü çàäà÷à ïðî çãèí 
ïëàñòèí ç êîíòàêòóþ÷îþ òð³ùèíîþ ³ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³é øîñòîãî ïîðÿä-
êó. Âèâ÷àëàñü òàêîæ çàäà÷à ïðî çãèí ïëàñòèíêè, ïîñëàáëåíî¿ íàñêð³çíîþ 
òð³ùèíîþ óçäîâæ äóãè êîëà, áåðåãè ÿêî¿ êîíòàêòóþòü [2, 3, 4]. Ó ðîáîòàõ [9, 
14, 21] äîñë³äæóâàâñÿ çãèí ïëàñòèíè ç êðóãîâèì îòâîðîì ³ òð³ùèíîþ, áåðåãè 
ÿêî¿ êîíòàêòóþòü, ç âèêîðèñòàííÿì êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ çãèíó ïëàñòèí.  
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 Íà îñíîâ³ âèùåíàâåäåíîãî áà÷èìî, ùî çíà÷íî çðîñëà çàö³êàâëåí³ñòü äî-
ñë³äíèê³â çàäà÷àìè çãèíó ïëàñòèí ç òð³ùèíàìè, áåðåãè ÿêèõ êîíòàêòóþòü. Ó 
ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ äâîâ³ñíîãî çãèíó ïëàñòèíè ç 
êðóãîâèì îòâîðîì ³ äâîìà ðàä³àëüíèìè ðîçì³ùåíèìè íà îäí³é ïðÿì³é òð³-
ùèíàìè, áåðåãè ÿêèõ êîíòàêòóþòü. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé íåñê³í÷åííà ³çîòðîïíà ïëàñòèíà çàâòîâøêè 
2h  ì³ñòèòü êðóãîâèé îòâ³ð ðàä³óñà R  ³ äâ³ ðàä³àëüí³ òð³ùèíè çàâäîâæêè 2  
êîæíà, ÿê³ â³ëüí³ â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ³ çíàõîäÿòüñÿ íà îäí³é ïðÿ-
ì³é. Ïðèéìàþ÷è ã³ïîòåçó Ê³ðõãîôà ïðî æîðñòêó íîðìàëü, ââàæàòèìåìî, ùî 
áåðåãè òð³ùèí ïðèõîäÿòü ó ãëàäêèé êîíòàêò ïî ë³í³¿ íà âåðõí³é îñíîâ³ ïëàñ-
òèíè, ó ÿêó âèðîäæóºòüñÿ äåÿêà ðåàëüíà îáëàñòü êîíòàêòó [25]. Âèáåðåìî 
äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz  òàê, ùîá êîîðäèíàòíà ïëîùèíà Oxy  

ëåæàëà â ñåðåäèíí³é ïëîùèí³ ïëàñòèíè, à ïî÷àòîê êîîðäèíàò O  ñï³âïàäàâ ç 
öåíòðîì êðóãîâîãî 
îòâîðó. Ó ïëîùèí³ 
Oxy  ââåäåìî ïî-
ëÿðíó ñèñòåìó êî-
îðäèíàò r , θ  ç ïî-
ëþñîì ó òî÷ö³ O  ³ 
ïîëÿðíîþ â³ññþ Ox . 
Ââàæàòèìåìî, ùî 
öåíòðè òð³ùèí jO  

çíàõîäÿòüñÿ íà â³ä-
ñòàí³ 0jx  â³ä òî÷êè 

O , ïðè÷îìó 0jx R> +  , 1, 2j = . Ïîâ’ÿæåìî ç òð³ùèíàìè äåêàðòîâ³ ñèñòåìè 

êîîðäèíàò j j jO x y  (äèâ. ðèñ. 1). Ïîçíà÷èìî îáëàñòü óñåðåäèí³ êðóãîâîãî îò-

âîðó ÷åðåç S+ , ççîâí³ – ÷åðåç S− , ë³í³¿, äå ðîçì³ùåí³ òð³ùèíè, – ÷åðåç jL , 

à êîëî – ÷åðåç L . Òî÷êè ïëîùèíè Oxy , ùî ñï³âïàäàþòü ç ê³íöÿìè òð³ùèí, 

ïîçíà÷èìî ÷åðåç ja  ³ jb , 1, 2j = . Ââàæàòèìåìî, ùî ïëàñòèíà çãèíàºòüñÿ íà 

íåñê³í÷åííîñò³ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèìè ìîìåíòàìè xM∞  ³ yM∞  (äèâ. ðèñ. 1).  

Îñê³ëüêè áåðåãè òð³ùèíè êîíòàêòóþòü, òî êð³ì çãèíàëüíèõ ìîìåíò³â 
âèíèêàþòü ìåìáðàíí³ çóñèëëÿ [25]. Òîìó ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïîäàìî ó âèãëÿä³ 
ðîçâ’ÿçê³â äâîõ çàäà÷: ïëîñêî¿ çàäà÷³ òà çàäà÷³ çãèíó ïëàñòèíè (òåîð³ÿ 
Ê³ðõãîôà – Ëÿâà), ïðè òàêèõ êðàéîâèõ óìîâàõ:  

– äëÿ êðóãîâîãî îòâîðó 

 0,      0,         r rM P t L= = ∈ , (1) 

 0,      0,        r r t Lθσ = σ = ∈ ; (2) 

– äëÿ òð³ùèí 

 + − + −= = = ≡ ∈ =0,        ,           ,     1,2
j j jy y y j jP P M M M x L j , (3) 

 + − + −σ = σ = σ = σ ≡ σ ∈ =0,      ,    ,     1,2
j j j j j j j j j jx y x y y y y y y y j jx L j , (4) 

 22 ,           ,     1,2
j j jy y y j jM h x L j= − σ ∈ = , (5) 

 
∂ ∂

+ = ∈ =∂ ∂∂

2
Ï 0,      ,     1,2[ ] j j

j jj

v w
h x L jx yx

[ ]
, (6) 

äå 
j jx yσ , 

j jy yσ , rσ  ³ rθσ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü â³äïîâ³äíî â j -é 

äåêàðòîâ³é ³ ïîëÿðí³é ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ç ïî÷àòêîì ó òî÷ö³ O ; Ïv  – ïðî-
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åêö³ÿ âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè íà â³ñü j jO y  ó ïëîñê³é çàäà÷³, à w  – ïðî-

ãèí ïëàñòèíè ó çàäà÷³ ïðî çãèí; rM  ³ 
jyM  – çãèíàëüí³ ìîìåíòè; P±  ³ rP  – 

óçàãàëüíåí³ â ñåíñ³ Ê³ðõãîôà ïåðåð³çóâàëüí³ ñèëè ó äåêàðòîâ³é ³ ïîëÿðí³é 

ñèñòåìàõ êîîðäèíàò; f f f+ −= −[ ] ; ³íäåêñàìè «+» ³ «–» ïîçíà÷åíî ãðàíè÷-

í³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðè ïðÿìóâàíí³ òî÷êè ïëîùèíè äî j -¿ òð³ùèíè ïðè 

0jy → ± .  

Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïðî çãèí ïëàñòèíè. Êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè 
äëÿ çàäà÷³ çãèíó [18] ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )Kz z z zΦ = Φ + Φ + Φ ,  

 1 1 01 1 1 2 2 02 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Kz z z x z z x z′ ′Ψ = Ψ + Ψ − Φ + Ψ + Φ , (7) 

äå z x iy= + , 1i = − , 0( 1)jj jz z x= + − , 0j jx R d= + , 1, 2j = ; ôóíêö³¿ ( )j jzΦ  

³ ( )j jzΨ  ãîëîìîðôí³ ççîâí³ j -¿ òð³ùèíè òà çàíèêàþòü íà íåñê³í÷åííîñò³, 

ôóíêö³¿ ( )K zΦ  ³ ( )K zΨ  ãîëîìîðôí³ ççîâí³ êîëà ³ ïðè âåëèêèõ z  ¿õ ìîæíà 
ïîäàòè ó âèãëÿä³ [18] 

 
2 2
1 1( ) ,      ( ) ,      K Kz O z O z
z z

   ′Φ = Γ + Ψ = Γ + → ∞   
   

, (8) 

äå 
4 (1 )

y xM M

D

∞ ∞+
Γ = −

+ ν
; 

2 (1 )
y xM M

D

∞ ∞−
′Γ =

− ν
; 

2

2

3(1 )

Q
D =

− ν
; 3Q Eh= ; E  – ìîäóëü Þí-

´à; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
Óâ³âøè ôóíêö³¿ [18] 

 ( ) ( ) ( ) ( ),        1,2j j j j j j j j jz z z z z j′Ω = −Φ − ⋅ Φ − Ψ = , 

 
2 2 2 2 2

2
( ) ,     K K K K

R R R R Rz z S
z z z zz

+     ′Φ = − Φ + ⋅ Φ + ⋅ Ψ ∈     
     

, 

íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïëàñòèíè âèçíà÷èìî íà îñíîâ³ ôîðìóë  

 
2 2 2

1 1 2 22 2
( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )K K K K

R R Rz z z z z z
zr r

    ′Φ − Φ + − Φ − Φ + Φ + Φ +   
   

{ }  

 1 1 2 2 1 1 2 21 ( ) ( ) ( ) ( )z zz z z z
z z

 + + Φ + Φ + Ω + Ω − 
 

{ } {  

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z g′ ′− − Φ − − Φ = } , (9) 

 
2 2 2

1 12 2
( ) 1 ( ) ( ) ( )K K K K

R R Rz z z z z
zr r

    ′Φ + Φ − − Φ − Φ + Φ +   
   

 { } {æ æ  

 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )z zz z z z z
z z

 + Φ − + Φ + Φ − Ω + Ω − 
 

} { } {  

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z z z f′ ′− − Φ − − Φ = } , (10) 

 
2

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )m m m m m m m m K K

Rz z z z z z z
z

 ′Φ − Ω + − Φ + Φ + + Φ + 
 

 

 
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )K K K j j j j

R Rz z z z z z
zz

  ′ ′+ Φ + Φ − ⋅ Φ + Φ + Φ +  
  

 

 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )m j j m j j j j j j j jz z z z z z z z′ ′ ′+ Φ + − Φ − Φ − Φ −  

 ( ) ,      1,2,      3
mj j x mz g m j m− Ω = ∂ = = − , (11) 
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2

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )m m m m m m m m K K

Rz z z z z z z
z

 ′Φ + Ω − − Φ + Φ − + Φ − 
 

 æ æ  

 
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )K K K j j j j

R Rz z z z z z
zz

  ′ ′− Φ − Φ − Φ + Φ − Φ −  
  

æ  

 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )m j j m j j j j j j j jz z z z z z z z′ ′ ′− Φ − − Φ + Φ + Φ +  

 ( ) ,          1,2,      3j j mz f m j m+ Ω = = = − , (12) 

äå 

r zz= , m m mz x iy= + , 3
1

+ ν=
− ν

æ , 
m mm y xg i w w= ∂ + ∂ , 01 01z x= , 02 02z x= − , 

0 0j m j mz z z x= − + , 0
0

( )
s

r r nf p M ic iH i N s dsθ
 ′= + + + 
 ∫  , 1

(1 )
p

D
= −

− ν
, 

( )
m m m m

t

m y m x y yf p M ic iH i N d
−∞

 ′= + + + τ τ 
 ∫ , θ∂  ∂ ∂= + ∂θ  ∂ ∂θ

 1 iw i wg eiz r r
[ ] . 

 Ôóíêö³þ ( )K zΦ  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ [18] 

 
2

2
( ) (1),     0K

Rz O z
z

′Φ = Γ + → .  (13) 

 Íà îñíîâ³ êðàéîâèõ óìîâ (3) ³ çàëåæíîñò³ (12) îòðèìàºìî çàäà÷ó ë³í³é-
íîãî ñïðÿæåííÿ 

      ( ) ( ) ( ) ( ) 0, , 1,2m m m m m m m m m mz z z z x L m
+ −Φ − Ω − Φ − Ω = ∈ = ( ) ( )æ æ , 

ðîçâ’ÿçàâøè ÿêó, îäåðæèìî  

 ( ) ( ),        1,2m m m mz z mΩ = Φ =æ .  

 ßêùî äîäàòè çàëåæíîñò³ (11) ³ (12), ìàòèìåìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,    1, 2
mm m m m K K x m mz z z z g f mΦ + Φ + Φ + Φ = ∂ + = æ æ , 

³ ÿêùî òåïåð âðàõóâàòè êðàéîâ³ óìîâè (3), òî íà îñíîâ³ íèõ îòðèìóºìî çà-
äà÷ó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ 

 1( ) ( ) ( ),    ,    1,2,    ( )
1

[ ]m
m m m m m

m

g
t t y t t L m y x

x
+ − ∂

Φ − Φ = ∈ = =
+ ∂æ , 

ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ìàº âèãëÿä [8, 20] 

 
( )1( ) ,       1,2

2
m

m m
m

y t
z dt m

i t z
−

Φ = =
π −∫





.  (14) 

 Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (10) ³ êðàéîâèõ óìîâ (1) îòðèìàºìî  

 
2 2

1 01 2 02 1 012
( ) ( ) ( ) ( ) 1K K

R Rs s s x s x x
ss

− +    Φ + Φ + Φ − + Φ + − + Φ − +   
   

  æ æ æ  

 
2 2 2 2

1 01 1 01 2 022
R R R Rx x x
s s ss

      + Φ − − Φ − + Φ + −      
      

 æ æ  

 
2 2 2

1 01 2 02 0 ,   
R R Rs x x ic s L
s s s

      ′ ′ ′− − Φ − + Φ + = ∈      
      

 . 

 ßêùî ââåñòè ôóíêö³þ  

 1 01 2 02 0( ) ( ) ( ) ( ) ,       KF z z z x z x ic z S+′= Φ + Φ − + Φ + − ∈  æ æ , 

 
2 2 2

1 01 2 022
( ) ( ) 1K

R R RF z z x x
z zz

      = − Φ + + Φ − + Φ + +      
      

æ  

 
2 2 2 2

1 01 2 022
R R R Rx x z

z z zz

      + Φ − + Φ + − − ×     
     

 æ æ  
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2 2

1 01 2 02 ,     R Rx x z S
z z

−    ′ ′× Φ − + Φ + ∈     
     

, (15) 

òî íà îñíîâ³ ïîïåðåäíüî¿ ôîðìóëè îòðèìóºìî, ùî ( )F z  çàäîâîëüíÿº çàäà÷ó 
ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ  

 ( ) ( ) 0,      F s F s s L+ −− = ∈ ,  (16) 

ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿, âðàõóâàâøè çàëåæíîñò³ (8) òà (13), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 
2

1 2
2

01 02

( ) ( )
( ) ,       

2
y t y tR iF z B B dt dt

t x t xz − −

 ′  Γ= − Γ + = + π − +  
∫ ∫
 

 

æ .  (17) 

 Áåðó÷è äî óâàãè (17), íà îñíîâ³ (15) çàïèøåìî  

 
2

1 01 2 02 02
( ) ( ) ( ) ,    K

Rz B z x z x ic z S
z

+′ ′Φ = Γ − Γ + − Φ − − Φ + + ∈   æ æ æ , 

 
2 2 2

1 012 2
1( ) 1K

R R Rz B x
zz z

    ′Φ = − Γ + Γ − + + Φ − +    
    

 æ
æ

 

 
2 2 2 2

2 02 1 01 2 022
R R R Rx x x
z z zz

      + Φ + + Φ − + Φ + −      
      

 æ æ  

 
2 2 2

1 01 2 02 ,    R R Rz x x z S
z z z

−      ′ ′− − Φ − + Φ + ∈       
       

. (18) 

 Ç êðàéîâèõ óìîâ (3) òà ôîðìóëè (12) îòðèìàºìî  
2

0 2
0

( ) ( ) ( ) 1
( )

m m m m K m m
m m

Rx x z x
z x

+ −  Φ + Φ + Φ + − + × 
 +

  æ æ æ  

 
2

0 0 0
0

( ) ( )K m m m m K m m
m m

Rz x z x z x
z x

 ′× Φ + − + − Φ + − + 
 

 
2 2

2
00

( ) ( ) ( )
( )

K j j j j m j j
m mm m

R R z z x z
z xz x

  ′− Φ + Φ − Φ − Φ − + +
æ  

 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )m j j j j j j j j j jz z z z z z z′ ′− − Φ + Φ + Φ + Ω =  

 ,    ,     1,2,    3
mm y m mic pM x L m j m′= + ∈ = = − . (19)  

 Âðàõóâàâøè çàëåæíîñò³ (14) ³ (18), íà îñíîâ³ ôîðìóë (19) îòðèìàºìî 
äâà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìî¿ ôóíêö³¿ ( )my t , ÿê³ â 

áåçðîçì³ðíèõ êîîðäèíàòàõ áóäóòü ìàòè âèãëÿä 

 
1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mK Y L Y d
−

ξ η η + ξ η η η +∫ { }  

 
1 2

0
2

1

( , ) ( ) ( , ) ( ) m
mj j mj j m

m

i c
K Y L Y d ic

X−

′ε ′+ ξ η η + ξ η η η − = +∫


{ }  

 ( ),    1,1 ,    1,2,   3my
m

y

pM
P m j m

M∞+ + ξ ξ ∈ − = = −


[ ] , (20) 

äå 

 
, , , ,

( )          
, ,, ,

mj mj
mj mj VV

mj mjmj mj

K m j L m j
iK L

L L m jK K m j

 + =  = π η − ξ= = 
+ ≠ + ≠ 

  


æ
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2 2 2

2 2
1I II III IVm m m

mj mj mj m mj mj
mm m

K K K X K K
XX X

ε ε ε   = − + − − −   
   

 æ , 

 
ε ε ε   = − + − − −   

   
 

2 2 2

2 2
1I II III IVm m m

mj mj mj m mj mj
mm m

L L L X L L
XX X

æ ,  

 
2

2 ( )
j mI

mj
m j m m j

K
iX T X

λ ε
=

π − ε ε
,  

 
2 2 2

2
1

2 ( ) ( )

j j m m j m mjI
mj

j m j m m j j m m j

X F
L

i T X T X T X

λ λ + ε λ ε = − + π − ε ε − ε ε 
( )

æ
, 

 
2 2 2

2
1

2 ( ) ( )

j m m j j m mjII
mj

m j m m j j j m m j

X F
K

i X T X T T X

λ + ε λ λ ε = − − π − ε ε − ε ε 
( )

æ
, 

 
2

2 ( )
j mII

mj
m j m m j

S
iX T X

λ ε
= −

π − ε ε
,  

 
2 2

2 2 2

( )
1

( )

j m jm j m m jIII m
mj

j m m j m m

T X
K

i T X X X

λ ε ω − ε εε= − + + −π − ε ε æ
 

 
2

( )
jm mj m mj

m m j m m j

F F

X X T X

ω ε − − − ε ε 
, 

 
2 2

2
1
2( )

j mIII m
mj jm

j m m jm j m m j

L
T XiX T X

λ ε ε = ω + − ε ε π − ε ε
,  

 1,    ,    
2 ( ) 2

j m j jIV IV V
mj mj mj

j m m j j j mj m

X
K L K

i T X iT i T X

λ λ λ
= − = − =

π − ε ε π π − ω

 æ æ
,  

 
2

( )
,      

2 ( )

m j j m mj mj mjV
mj mj m mj

m j mj m

C A B
F X L

X i T X

ε ε λ ω + −
= ω − =

π − ω
, 

 12 12 2 21 21 1,      1 2 ,      1 2m
mj

j

d
A A

d
ω = = + ω + ε = − − ω − ε ,  

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

(1 )
( ) 1 2m m m m m

m
m m m m

A B X
P A A B

X X X X

ε − ε ε − ε ξ = − + + − + − 
 

   


æ
æ

æ
, 

 12 2 12 1 21 1 21 2 1 1 11 ,     1 ,    1B X B X C X= + ε + ω = − − ε + ω = − − ε , 

 2 2 21 ,    ,    ,    ,     m m m m
m m

RC X x t
d d

= + + ε λ = ε = = ξ = η   ,  

 1 11.5(1 ),    ( 1) (1 ) ,    ( ) ( )m
m m m m y mp T y t M Y t

Q
+ ∞= − + ν = − + ε + λ η = ,  

 1
1 2( ) ( ) ( ),    ( 1) (1 )m

m m m m m mY t Y t iY t X += + = − + ε + λ ξ , 

 0.375(1 )(1 ),     0.5 (1 ),    x

y

M
A B p

M

∞

∞= − + ρ − ν = − ρ ρ =   ,  

1( )mY t  ³ 2 ( )mY t  – ä³éñí³ ôóíêö³¿.  

 Ð³âíÿííÿ (20) äîïîâíþºìî äîäàòêîâèìè óìîâàìè  

 
1 1

1
1 1

( ) 0,     0,     1,2m mY d Y d m
− −

η η = η η = =∫ ∫ ,  (21) 
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ÿê³ âèðàæàþòü â³äïîâ³äíî îäíîçíà÷í³ñòü êóò³â ïîâîðîòó ³ ïðîãèíó ïëàñòèíè 
ïðè îáõîä³ êîíòóðó òð³ùèíè.  
 Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëî¿ 0c′  ñêîðèñòàºìîñÿ óìîâîþ îäíîçíà÷íîñò³ 

ïðîãèíó ïëàñòèíè ïðè îáõîä³ êðóãîâîãî îòâîðó:  

 
1 1

1 1 2 2
0

1 21 1

( ) ( )1 Re
2

Y Y
c d d

T T
− −

λ η λ η ′ = − η + η π  ∫ ∫ .  (22) 

Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó ïëîñêî¿ çàäà÷³. Ââåäåìî â ðîçãëÿä êîìïëåêñí³ ïî-
òåíö³àëè Êîëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ [8] ( )Ï zΦ  ³ ( )Ï zΨ , ÿê³ ïîäàìî ó âèãëÿä³  

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )Ï ÏK Ï Ïz z z zΦ = Φ + Φ + Φ , 

 1 1 01 1 1 2 2 02 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ï ÏK Ï Ï Ï Ïz z z x z z x z′ ′Ψ = Ψ + Ψ − Φ + Ψ + Φ , 

äå ôóíêö³¿ ( )Ïj jzΦ  ³ ( )Ïj jzΨ  ãîëîìîðôí³ ççîâí³ j -¿ òð³ùèíè òà çàíèêàþòü 

íà íåñê³í÷åííîñò³, ôóíêö³¿ ( )ÏK zΦ  ³ ( )ÏK zΨ  ãîëîìîðôí³ ççîâí³ êîëà òà 
çàíèêàþòü íà íåñê³í÷åííîñò³.  
 ßêùî ââåñòè ôóíêö³¿ [19]  

 ( ) ( ) ( ) ( ),     1,2Ïj j Ïj j j Ïj j Ïj jz z z z z j′Ω = Φ + Φ + Ψ = , 

 
2 2 2 2 2

2
( ) ,    ÏK ÏK ÏK ÏK

R R R R Rz z S
z z z zz

+     ′Φ = − Φ + Φ + Ψ ∈     
     

, 

òî äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïëàñòèíè îòðèìàºìî 
ôîðìóëè 

 
2 2 2

1 12 2
( ) 1 ( ) ( ) ( )ÏK ÏK ÏK ÏK Ï

R R Rz z z z z
zr r

    ′Φ − Φ + − Φ − Φ + Φ +   
   

{ }  

 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )Ï Ï Ï Ï Ï
z zz z z z z
z z

 + Φ + + Φ + Φ − Ω + Ω + 
 

{ } {  

 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )Ï Ï rr rz z z z z z i θ
′ ′+ − Φ + − Φ = σ − σ} , (23) 

 
2 2 2

1 12 2
( ) 1 ( ) ( ) ( )ÏK ÏK ÏK ÏK Ï

R R Rz z z z z
zr r

    ′Φ + Φ − − Φ − Φ + Φ +   
   

{ }æ æ  

 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )Ï Ï Ï Ï Ï
z zz z z z z
z z

 + Φ − + Φ + Φ + Ω + Ω + 
 

{ } {æ  

 1 1 1 1 2 2 2 2
2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )Ï Ï
u iv

z z z z z z
iz
µ ∂ +′ ′+ − Φ + − Φ =

∂θ
} , (24) 

 
2

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )Ïm m Ïm m m m Ïm m ÏK ÏK

Rz z z z z z z
z

 ′Φ + Ω + − Φ + Φ + + Φ + 
 

 

 
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )ÏK ÏK ÏK Ïj j Ïj j

R Rz z z z z z
zz

  ′ ′+ Φ + Φ − Φ + Φ + Φ +  
  

 

 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m Ïj j m j Ïj j Ïj j j Ïj j Ïj jz z z z z z z z z′ ′ ′+ Φ + − Φ − Φ − Φ + Ω =  

 ,    1,2,    3
m m m my y x yi m j m= σ + σ = = − , (25) 

 
2

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1Ïm m Ïm m m m Ïm m ÏK

Rz z z z z z
z

 ′Φ − Ω − − Φ + Φ − + × 
 

æ æ  

 
2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )ÏK ÏK ÏK ÏK Ïj j

R Rz z z z z z
zz

  ′ ′× Φ − Φ − Φ − Φ + Φ −  
  

æ  
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 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ïj j m Ïj j m j Ïj j Ïj j j Ïj jz z z z z z z z z′ ′ ′− Φ − Φ − − Φ + Φ + Φ −  

 ( ) 2 ( ) ,    1,2,    3
mÏj j xz u iv m j m′− Ω = µ + = = − , (26) 

äå µ  – ìîäóëü çñóâó, (3 ) (1 )= − ν + ν/æ .  
 Çà àíàëîã³ºþ ³ç çàäà÷åþ ïðî çãèí ïëàñòèíè, ðîçãëÿíóòî¿ ó ïîïåðåäíüî-
ìó ï³äðîçä³ë³, íà îñíîâ³ ôîðìóë (23)–(26) ³ êðàéîâèõ óìîâ (2), (4) ìîæíà 
îòðèìàòè 

 
( )1( ) ( ),      ( ) ,    1, 2

2
m

Ïm Ïm Ïm m
m

g t
z z z dt m

t z
−

′
Φ = Ω Φ = =

π −∫




,  (27) 

 1 01 2 02( ) ( ) ( ),      ÏK Ï Ï Ïz B z x z x z S+Φ = + Φ − + Φ + ∈ , 

 
2 2 2

1 01 2 022
( ) 1ÏK Ï Ï Ï

R R Rz B x x
z zz

      Φ = − + Φ − + Φ + +      
      

 

 
2 2 2 2

1 01 2 022 Ï Ï
R R R Rx x z

z z zz

      + Φ − + Φ + + − ×     
     

 

 
2 2

1 01 2 02 ,      Ï Ï
R Rx x z S
z z

−    ′ ′× Φ − + Φ + ∈    
    

,  (28) 

äå 

− −

′ ′∂ +µ  ′ = = + ∂+ π − + ∫ ∫1 2

01 02

( ) ( ) ( )2 1( ) ,    
(1 ) 2m m Ï

m

u iv g t g t
g x B dt dtxi t x t x

[ ]
æ

 

 

.  

 Âðàõóâàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (27) ³ ôîðìóëó (25), íà îñíîâ³ êðàéîâèõ 
óìîâ (4) ìîæåìî çàïèñàòè âèðàç  

 
2

2
( ) ( ) ( ) 1 ( )

m my y Ïm m Ïm m ÏK ÏK
Rx x z z
z

+ −  σ = Φ + Φ + Φ + + Φ + 
 

 

 
2 2 2

2 2
1 ( ) ( ) ( )ÏK ÏK Ïj j Ïj j

R R Rz z z z
zr z

   ′+ − Φ + Φ + Φ + Φ +      
 

 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m Ïj j m j Ïj j Ïj j j Ïj j Ïj jx z z z z z z z z′ ′ ′+ Φ + − Φ − Φ − Φ + Φ , 

 1, 2,    3m j m= = − .  (29) 

 Áåðó÷è äî óâàãè âèðàçè (27) ³ (28) äëÿ ôóíêö³é ( )Ïm zΦ  ³ ( )ÏK zΦ , äëÿ 

çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ( )mg t′  ³ç çàëåæíîñò³ (29) îòðèìàºìî äâà 

³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ â áåçðîçì³ðíèõ êîîðäèíàòàõ ìàþòü âèãëÿä  

 
1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mR G S G d
−

ξ η η + ξ η η η +∫ { }  

 
1 2

1

( , ) ( ) ( , ) ( )
m mmj j mj j y y

y

hR G S G d
M∞

−

+ ξ η η + ξ η η η = σ∫ { } , 

 1,1 ,    1,2,    3m j mξ ∈ − = = −[ ] , (30) 
äå  

 
1 , , , ,

( )      
, ,, ,

mj mj
mj mj VV

mj mjmj mj

R m j S m j
R S

S S m jR R m j

 + =  = π η − ξ= = 
+ ≠ + ≠ 

 


 

 
2 2 2

2 2
1I II III IVm m m

mj mj mj m mj mj
mm m

R R R X R R
XX X

ε ε ε   = + + + − +   
   

 , 
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2 2 2

2 2
1I II III IVm m m

mj mj mj m mj mj
mm m

S S S X S S
XX X

ε ε ε   = + + + − +   
   

 , 

 
2

2 ( )
j mI

mj
m j m m j

R
X T X

λ ε
=

π − ε ε
, 

 
2 2 2

22 2 ( ) 2 ( )

j j m m j m mjI
mj

j m j m m j j m m j

X F
S

T X T X T X

λ λ + ε λ ε
= − +

π π − ε ε π − ε ε

( )
, 

 
2 2 2

22 2 ( ) 2 ( )

j j m m j m mjII
mj

j m j m m j j m m j

X F
R

T X T X T X

λ λ + ε λ ε
= − +

π π − ε ε π − ε ε

( )
,  

 
2

2 ( )
j mII

mj
m j m m j

S
X T X

λ ε
=

π − ε ε
,  

 
2 2

2 2 2

( )
1

( )

j m jm j m m j jm mjIII m
mj

mj m m j m m

T X F
R

XT X X X

λ ε ω − ε ε ωε= + + − −
π − ε ε

 

 
2

( )
m mj

m j m m j

F

X T X

ε − − ε ε 
, 

 
2 2

2
1
2( )

j mIII m
mj jm

j m m jm j m m j

S
T XX T X

λ ε ε = − ω + − ε ε π − ε ε
,  

 ,      
2 ( ) 2

j m jIV IV
mj mj

j m m j j

X
K L

T X T

λ λ
= =

π − ε ε π
,  

 
2

( )1 ,      
2 ( )

j j m mj mj mjV V
mj mj

j mj m j mj m

C A B
R L

T X T X

λ λ ω + −
= = −

π − ω π − ω
,  

 1 22
1( ) ( ),       ( ) ( ) ( )m y m m m mg t M G t G t G t iG t
h

∞′ = = + , 

1( )mG t  ³ 2 ( )mG t  – ä³éñí³ ôóíêö³¿.  

 ²ç óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³ùåíü ïðè îáõîä³ êîíòóðó òð³ùèíè ìàºìî  

 
1

1

( ) 0,      1,2mG d m
−

η η = =∫ .  (31) 

 ßêùî âðàõóâàòè êðàéîâó óìîâó (5), òî ð³âíÿííÿ (20) ³ (30) ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè ó âèãëÿä³  

 
1

1

Im ( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mK Y L Y d
−

 ξ η η + ξ η η η +
 ∫ { }  

 
1 2

0
2

1

( , ) ( ) ( , ) ( ) m
mj j mj j m

m

c
K Y L Y d c

X−

′ε ′+ ξ η η + ξ η η η − =
∫


{ } , 

 1,1 ,    1,2,    3m j mξ ∈ − = = −[ ] , (32) 

 
1

1

Re ( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mK Y L Y d
−

 ξ η η + ξ η η η +
 ∫ { }  

 
1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )mj j mj jK Y L Y d
−

+ ξ η η + ξ η η η +
∫ { }  

 
1

1

2 Re ( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mp R G S G d
−

+ ξ η η + ξ η η η +
 ∫ { }  
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1

1

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )mj j mj j mR G S G d P
−

+ ξ η η + ξ η η η = ξ
∫ { } , 

 1,1 ,    1,2,    3m j mξ ∈ − = = −[ ] , (33) 

 
1

1

Im ( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mR G S G d
−
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 1,1 ,    1,2,    3m j mξ ∈ − = = −[ ] . (34) 

 Çàóâàæèìî, ùî ç îãëÿäó íà ñï³ââ³äíîøåííÿ (6) ôóíêö³¿ 2 ( )mY η  ³ 1( )mG η  

ïîâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì  

 1 2
1( ) ( ) 0,    1,1 ,    1,2

(1 )(1 )m mG Y m+η + η = η ∈ − =
+ + ν

æ
æ

[ ] . (35) 

 Êîíòàêòíå çóñèëëÿ mN  ì³æ áåðåãàìè m -¿ òð³ùèíè ìîæíà îá÷èñëèòè 

çà ôîðìóëîþ 
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hhN

M M∞ ∞

σξ
= − =  

 
1

1

2Re ( , ) ( ) ( , ) ( )mm m mm mR G S G d
−

= − ξ η η + ξ η η η +
 ∫ { }  

 
1

1

( , ) ( ) ( , ) ( )mj j mj jR G S G d
−

+ ξ η η + ξ η η η 
∫ { } , 

 1,1 ,    1,2,    3m j mξ ∈ − = = −[ ] . 

 Îòæå, äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³¿ ( )mY η  ³ ( )mG η  îòðèìàëè ñèñ-

òåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (21), (22), (31)–(35). 
 ×èñëîâèé àíàë³ç çàäà÷³. Ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
ðîçâ’ÿçóâàëè ÷èñåëüíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð [16].  
 ×èñëîâèé àíàë³ç ïðîâåäåíî äëÿ ïëàñòèíêè ç êîåô³ö³ºíòîì Ïóàññîíà 

0.3ν = . ßêùî ââàæàòè, ùî îòâ³ð ³ îäíà òð³ùèíà â³äñóòí³ ( 1 0ε = , 2 0ε = , 

2 0λ = ), òî ïðèõîäèìî äî ðåçóëüòàò³â ðîáîòè [25]. ßêùî îòâ³ð â³äñóòí³é 

( 1 0ε = , 2 0ε = ), òî îòðèìóºìî ðåçóëüòàòè ðîáîòè [23]. ßêùî îäíà òð³ùèíà 

â³äñóòíÿ ( 2 0ε = , 2 0λ = ), òî ìàòèìåìî ðåçóëüòàòè [14].  
 Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ 

çâåäåíîãî êîíòàêòíîãî òèñêó ∗ =N  
∞= yhN M/  ì³æ áåðåãàìè ïåðøî¿ òð³-

ùèíè â³ä áåçðîçì³ðíî¿ êîîðäèíàòè 

1xξ = /  ïðè R =  , 1 2d d d= =  òà 

0xM∞ = , ïðè÷îìó ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿ-
ìè ïîçíà÷åíî êîíòàêòíèé òèñê äëÿ 
îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí, à øòðèõîâè-
ìè – äëÿ îòâîðó òà îäí³º¿ òð³ùèíè. 
Êðèâèì 1–5 â³äïîâ³äàº êîíòàêòíèé 

òèñê N∗  ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â 
λ = λ = λ =1 2 1/1.1 , 1/1.5 , 1/2 , 1/5,  0 . ßê áà÷èìî íà ðèñóíêó, âåëè÷èíà êîí-

òàêòíîãî òèñêó N∗  ó áëèæ÷³é äî îòâîðó âåðøèí³ a  ( 1ξ = − ) º á³ëüøîþ, í³æ 
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Рис. 2 
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ó äàëüø³é â³ä îòâîðó âåðøèí³ b  ( 1ξ = ). Òàêîæ íà îñíîâ³ ðèñ. 2 ìîæíà 
ñòâåðäæóâàòè, ùî âåëè÷èíà êîíòàêòíîãî òèñêó ó âèïàäêó îòâîðó òà äâîõ 
òð³ùèí º ìåíøîþ, í³æ ó âèïàäêó îòâîðó òà îäí³º¿ òð³ùèíè.  
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Рис. 3 

 Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ãðàô³êè çàëåæíîñòåé çâåäåíèõ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåí-

ñèâíîñò³ ìîìåíò³â (Ê²Ì) 1M M yK K M K∗ ∞= =( )/   ó âåðøèí³ a  (ðèñ. 3à) ³ âåð-

øèí³ b  (ðèñ. 3á) ïðè R =  , 1 2d d d= =  â³ä âåëè÷èíè 1 2λ = λ = λ . Êðèâ³ 1–6 

â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 0,  20,  40,  60,  80,  100x yM M∞ ∞ρ = =/ . Ñóö³ëüíèìè 

ë³í³ÿìè ïîçíà÷åíî Ê²Ì äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí ç âðàõóâàííÿì êîíòàêòó 
áåðåã³â òð³ùèí, øòðèõîâèìè ë³í³ÿìè – äëÿ îòâîðó òà îäí³º¿ òð³ùèíè ç óðà-
õóâàííÿì êîíòàêòó ¿¿ áåðåã³â, òî÷êîâèìè ë³í³ÿìè – äëÿ îòâîðó ³ äâîõ òð³-
ùèí áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â. ßê áà÷èìî, Ê²Ì äëÿ îòâîðó òà 
äâîõ òð³ùèí º á³ëüøèìè, í³æ äëÿ îòâîðó òà îäí³º¿ òð³ùèíè ç óðàõóâàííÿì 
êîíòàêòó ¿¿ áåðåã³â, ³ º ìåíøèìè, í³æ äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí áåç óðàõó-
âàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí. Êð³ì òîãî, ïðè íàáëèæåíí³ òð³ùèí äî îòâî-
ðó Ê²Ì ó âåðøèí³ a  çðîñòàþòü, à ó âåðøèí³ b  ñïî÷àòêó ñïàäàþòü, à ïîò³ì 
ïî÷èíàþòü çðîñòàòè.  

ßê âèäíî íà ðèñ. 3, ïðè 0λ =  (d → ∞ ) òà ∗λ = λ  ó òî÷ö³ a , à ïðè λ =  

= 0  – ó òî÷ö³ b  Ê²Ì íå çàëåæèòü â³ä çãèíàëüíîãî ìîìåíòó xM∞  (ïðè öüîìó 

0.6718∗λ =  äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â, 

0.6713∗λ =  äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â, 

0.6679∗λ =  äëÿ îòâîðó òà îäí³º¿ òð³ùèíè ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó ¿¿ áåðå-

ã³â). Çàóâàæèìî, ùî Ê²Ì òà êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ çóñèëü (Ê²Ç) NK∗ =  

N yhK M∞= /( )  çâ’ÿçàí³ çàëåæí³ñòþ 3(1 ) (3 )N MK K∗ ∗ = + ν + ν/ / , òîìó ãðàô³÷í³ 

çàëåæíîñò³ äëÿ NK∗  íå íàâîäèìî.  

 Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ Ê²Ì 1K  ó âåðøèí³ a  (ðèñ. 4à) ³ âåð-

øèí³ b  (ðèñ. 4á) ïðè 1 2d d d= = , 1 2 0.7λ = λ =  â³ä âåëè÷èíè 1 2ε = ε = ε . 
Êðèâèì 1–6 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿ ρ = 0, 20, 40, 60, 80, 100 , ïðè÷îìó ñó-
ö³ëüíèìè ë³í³ÿìè ïîçíà÷åíî Ê²Ì äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí ç óðàõóâàííÿì 
êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí, à òî÷êîâèìè ë³í³ÿìè – äëÿ îòâîðó ³ äâîõ òð³ùèí 
áåç âðàõóâàííÿ êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â. ßê áà÷èìî íà ðèñ. 4, Ê²Ì äëÿ îòâîðó òà 
äâîõ òð³ùèí ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó áåðåã³â º ìåíøèìè, í³æ äëÿ îòâîðó òà 
äâîõ òð³ùèí áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí. Íà îñíîâ³ ðèñ. 4 ìîæ-

íà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè 0ε =  ³ ∗ε = εa  ó òî÷ö³ a  òà ïðè 0ε =  ³ ∗ε = εb  

ó òî÷ö³ b  Ê²Ì íå çàëåæèòü â³ä xM∞  (ïðè öüîìó ∗ε = 0.6301a  ³ ∗ε = 1.5184b  

äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó ¿õ áåðåã³â ³ ∗ε = 0.6288a  

³ ∗ε = 1.5240b  äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â 
òð³ùèí). 
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Рис. 4 

 Âèçíà÷èìî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ íàâàíòàæåííÿ, êîëè ïëàñòèíà ïî÷íå 
ðóéíóâàòèñÿ. Ñêîðèñòàºìîñÿ åíåðãåòè÷íèì êðèòåð³ºì ðóéíóâàííÿ [4, 9] 

 ∗
+ ν π  = γ = +   + ν   

2
2

2

3(1 )
2 ,      

34
M

N

K
G G K

hh E
, (36) 

äå G  – ïîò³ê åíåðã³¿ ó âåðøèí³ òð³ùèíè; ∗γ  – ãóñòèíà åôåêòèâíî¿ ïîâåðõ-
íåâî¿ åíåðã³¿ ìàòåð³àëó. 
 Íà îñíîâ³ (36) ìîæåìî çàïèñàòè 

 
∞

∗
∗

π + ν= =
γ + ν + ν


2

3
22 6(1 )(3 2 )

y

M

M
M

Eh K
 .  (37) 

 Íà ðèñ. 5 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü êðèòè÷íîãî ìîìåíòó M  ïðè ∞ ∞ = 1x yM M , 

1 1 0.9ε = λ = , 2 2ε = λ , =R   â³ä 2λ  – â³äíîñíî¿ â³äñòàí³ äðóãî¿ òð³ùèíè äî 

îòâîðó, ïðè÷îìó ñóö³ëüíèì ë³í³ÿì â³äïîâ³äàº M  äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí 

ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí, à òî÷êîâèì ë³í³ÿì – M  äëÿ îòâîðó 
òà äâîõ òð³ùèí áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí. Êðèâèì 1–4 â³äïî-
â³äíî ïîâ’ÿçàí³ ç òî÷êàìè 1a , 1b , 2a , 2b . Ç öüîãî ðèñóíêà áà÷èìî, ùî âðàõó-
âàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí ïðèâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ çíà÷åííÿ êðèòè÷-

íîãî ìîìåíòó M . Êð³ì òîãî, áà÷èìî, ùî ïðè íàáëèæåíí³ äðóãî¿ òð³ùèíè äî 
îòâîðó éîãî çíà÷åííÿ ñïàäàº.  
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 Рис. 5 Рис. 6 
 Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü M  â³ä ïàðàìåòðà 1ε  ïðè ∞ ∞ = 1x yM M/ , 

1 0.9λ = , 2 0.8λ = , ε = ε2 18 9/ . Ïðè÷îìó ñóö³ëüíèì ë³í³ÿì â³äïîâ³äàº M  äëÿ 
îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí, à òî÷êîâèì 
– äëÿ îòâîðó òà äâîõ òð³ùèí áåç óðàõóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí. 
Êðèâ³ 1–4 â³äïîâ³äíî ïîâ’ÿçàí³ ç òî÷êàìè 1a , 1b , 2a , 2b . Íà îñíîâ³ ðèñ. 6 
ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ ðàä³óñà êðóãîâîãî îòâîðó 

çíà÷åííÿ M  çìåíøóºòüñÿ.  
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 Âèñíîâêè. Ó ñòàòò³ äîñë³äæåíî çàäà÷ó ïðî çãèí ïëàñòèíè ç êðóãîâèì 
îòâîðîì òà äâîìà ðàä³àëüíèìè òð³ùèíàì çà óìîâè, ùî áåðåãè òð³ùèí êîí-
òàêòóþòü ïî âñ³é ¿õ äîâæèí³ âçäîâæ ë³í³¿ íà âåðõí³é îñíîâ³ ïëàñòèíè. Çà-
ïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðó ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³.  
 Íà îñíîâ³ ÷èñëîâîãî àíàë³çó âñòàíîâëåíî òàê³ çàêîíîì³ðíîñò³: 

– âåëè÷èíà êîíòàêòíîãî òèñêó º á³ëüøîþ ó áëèæ÷èõ äî îòâîðó âåðøèíàõ 
òð³ùèí. Íàÿâí³ñòü äðóãî¿ òð³ùèíè ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ âåëè÷èíè 
êîíòàêòíîãî òèñêó íà ïåðø³é òð³ùèí³;  

– óðàõóâàííÿ êîíòàêòó áåðåã³â òð³ùèí ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ Ê²Ì òà 
çá³ëüøåííÿ êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ;  

– âåëè÷èíà ðàä³óñà êðóãîâîãî îòâîðó âïëèâàº íà çíà÷åííÿ Ê²Ì òà êðè-
òè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ.  
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ДВУХОСНЫЙ ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ И ДВУМЯ РАДИАЛЬНЫМИ 
ТРЕЩИНАМИ, БЕРЕГА КОТОРЫХ КОНТАКТИРУЮТ  
 
Èññëåäîâàí äâóõîñíûé èçãèá èçîòðîïíîé ïëàñòèíû ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì è äâó-
ìÿ ðàäèàëüíûìè òðåùèíàìè ñ ó÷åòîì êîíòàêòà áåðåãîâ. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû 
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû çàäà÷à 
ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ïîëó-
÷åíî ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç êîíòàêòíîãî 
äàâëåíèÿ ìåæäó áåðåãàìè òðåùèí è êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè óñèëèé è ìî-
ìåíòîâ.  
 
BIAXIAL BENDING OF PLATE WITH CIRCULAR HOLE AND TWO RADIAL 
CRACKS CONSIDERING CONTACT OF IT’S EDGES  
 
The biaxial bending of an isotropic plate with a circular hole and two radial cracks 
considering contact of it’s edges is investigated. Applying the methods of the theory of 
functions of complex variable and complex potentials, the solution of the problem is 
reduced to a system of integral equations, which is solved by numerical method of 
mechanical quadratures. The numerical analysis of the problem is made. The graphic 
dependence of contact pressure, intensity factors of moments and efforts is shown.  
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