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ÓÄÊ 539.3 
 
С. А. Калоеров, О. И. Бороненко, Е. В. Авдюшина 
 
ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ МАГНИТОУПРУГОГО 
СОСТОЯНИЯ ПЬЕЗОМАГНИТНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА  
И СЛОЯ С ПОЛОСТЯМИ И ТРЕЩИНАМИ 
 

Íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíûõ ïî-
òåíöèàëîâ äâóìåðíûõ è ïëîñêèõ çàäà÷ ìàãíèòîóïðóãîñòè äëÿ òåë ñ îòâåð-
ñòèÿìè è òðåùèíàìè ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðå-
øåíèé òàêèõ çàäà÷ äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (ïîëóïëîñêîñòè) è ñëîÿ (ïîëîñû) ñ 
ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè îòâåðñòèÿìè è òðåùèíàìè, â òîì ÷èñëå âû-
õîäÿùèìè íà ïëîñêèå (ïðÿìîëèíåéíûå) ãðàíèöû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
÷èñëîâûõ èññëåäîâàíèé äëÿ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû ñ îòâåðñòèÿìè è òðå-
ùèíàìè.  

 
Ââåäåíèå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ýô-

ôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â òâåðäûõ òåëàõ, áûëè ïðîâåäåíû Äæ. Ï. Äæîóëåì 
áîëåå 150 ëåò íàçàä, äî ñèõ ïîð ìíîãèå âîïðîñû ìàãíèòîóïðóãîñòè îñòàþòñÿ 
îòêðûòûìè è ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìî-
ãî òâåðäîãî òåëà [1, 2, 9]. Ýòî âûçâàíî øèðîêèìè ïåðñïåêòèâàìè èñïîëüçî-
âàíèÿ ìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ â ñîâðåìåííîé ýëåêòðîíèêå, òåõíèêå è ïðèáî-
ðîñòðîåíèè [5], îòêðûâàþùèìèñÿ áëàãîäàðÿ ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé 
òåõíèêå è ìåæîòðàñëåâîìó íàó÷íîìó è ïðàêòè÷åñêîìó ñîòðóäíè÷åñòâó, à 
òàêæå âîçìîæíîñòÿìè ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ ýôôåêòèâíûõ 
ñâîéñòâ ïüåçîìàãíèòíûõ (ìàãíèòîñòðèêöèîííûõ) ìàòåðèàëîâ è îïòèìèçàöèè 
ìàãíèòîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé [6, 7]. Â ñâÿçè ñ 
ýòèì ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ òåîðèè ìàãíèòîóïðóãîñòè ïîâûøåííîå 
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îïðåäåëåíèþ ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîãîñâÿçíûõ 
òåë. Â ðàáîòàõ [4, 8] ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîé è ïëîñêîé çàäà÷ 
ìàãíèòîóïðóãîñòè äëÿ ïüåçîìàãíèòíûõ (ìàãíèòîñòðèêöèîííûõ) òåë ñ îòâåð-
ñòèÿìè è òðåùèíàìè, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ. Â 
äàííîé ñòàòüå ýòèì ìåòîäîì ðåøåíû çàäà÷è ìàãíèòîóïðóãîñòè äëÿ ìíîãî-
ñâÿçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà (ïîëóïëîñêîñòè) è ñëîÿ (ïîëîñû) èç ïüåçîìàã-
íèòíîãî (ìàãíèòîñòðèêöèîííîãî) ìàòåðèàëà ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè 
îòâåðñòèÿìè è òðåùèíàìè, â òîì ÷èñëå âûõîäÿùèìè íà ïëîñêèå (ïðÿìîëè-
íåéíûå) ãðàíèöû. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîñòðîåíèå îáùèõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñ-
íûõ ïîòåíöèàëîâ. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå íàõîäÿùååñÿ â äâóìåðíîì ìàãíèòî-
óïðóãîì ñîñòîÿíèè ìíîãîñâÿçíîå àíèçîòðîïíîå íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî èç 
ïüåçîìàãíèòíîãî (ìàãíèòîñòðèêöèîííîãî) ìàòåðèàëà, îñëàáëåííîå ýëëèïòè-
÷åñêèìè öèëèíäðè÷åñêèìè ïîëîñòÿìè, îáðàçóþùèå êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû 
äðóã äðóãó è ïëîñêîé ãðàíèöå. Ïîâåðõíîñòè ïîëîñòåé ìîãóò êàñàòüñÿ, ïåðå-
ñåêàòüñÿ, îáðàçîâûâàòü ïëîñêèå òðåùèíû èëè ïîëîñòè ëþáîé ôîðìû, à òàê-
æå ïåðåñåêàòü ïëîñêóþ ãðàíèöó ïîëóïðîñòðàíñòâà. Îòíåñåì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî ê ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz , íàïðàâèâ îñü Oz  ïî íà-

ïðàâëåíèþ îáðàçóþùèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, îñè Oy  è Ox  – ñî-
îòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíî è ïà-
ðàëëåëüíî ïëîñêîé ãðàíèöå. Â ïîïåðå÷-
íîì ñå÷åíèè ïîëóïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñ-
òüþ Oxy  áóäåì èìåòü ïîëóïëîñêîñòü 

S , îãðàíè÷åííóþ ïðÿìîëèíåéíîé ãðà-

íèöåé L+  è ýëëèïòè÷åñêèìè êîíòóðàìè 
L  ñ ïîëóîñÿìè a  è b , 1, ,=  L  
(ðèñ. 1). Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå îò íà÷à-
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Рис. 1 
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ëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû ÷åðåç h+ . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë 

æåñòêîãî ïîâîðîòà 3
∞ω  ïîëóïðîñòðàíñòâà êàê öåëîãî ðàâåí íóëþ, ïëîñêàÿ 

ãðàíèöà ñâîáîäíà îò âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ïîýòîìó ( )y xy yz y yB H∞ ∞ ∞ ∞ ∞σ = τ = τ = =  

0= . Ïîëóïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ðàñòÿãèâàþùèõ óñèëèé 

x p∞σ =  èëè îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåííîñòüþ xH∞ = ε . Íà 
ïîâåðõíîñòÿõ ïîëîñòåé âíåøíèå óñèëèÿ è èíäóêöèÿ ïîëÿ ðàâíû íóëþ.  

Îïðåäåëåíèå ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäíûõ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ 

( ),  1, , 4k kz k′Φ =  , èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïëîñêîé ãðàíèöå è íà ïîâåðõ-

íîñòÿõ ïîëîñòåé [8] 

 
4

0

1

2Re ( ) 0,       1, , 4ki k k k
k

g t i
=

′δ Φ = =∑  . (1) 

Çäåñü  

 0 0 0 0
1 2 2 6 3 4 4 8,     ,     ,      k k k k k k k kg g g g= λ = λ = λ = λ , 

 
2 2

k k
k

dz x y
ds x y

′ ′+ µ
δ = =

′ ′+
, 

ikλ  – ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ìàòåðèàëà ïîëóïðîñòðàíñòâà; kµ  – êîðíè 

èçâåñòíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ; x′ , y′  – ïðîèçâîäíûå ïî ïàðà-
ìåòðó ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ êîíòóðà.  

Èñêîìûå êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû ( )k kzΦ  îïðåäåëåíû â îáëàñòÿõ kS , 

ïîëó÷àåìûõ èç S  àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè k kz x y= + µ . Ïðè ýòîì 

ãðàíèöå L+  è êîíòóðàì îòâåðñòèé L  â îáëàñòÿõ kS  áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü 

ïðÿìîëèíåéíûå ãðàíèöû kL+ , ñîâïàäàþùèå ñ L+ , è êîíòóðû kL  . 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) äëÿ ïëîñêîé ãðàíèöû ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â 
âèäå [4] 

 1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k k k kz r z s z+ + +
′ ′ ′Φ + Φ + Φ +  

 2 2 2 3 3 3( ) ( ) 0k k k k k ke z n z+ + + + + +
′ ′+ Φ + Φ = , (2) 

ãäå kr , 1ks + , 2ke + , 3kn +  – èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ìàãíèòî-

óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà; k  – èíäåêñ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ 1, …, 4, 
ïðè÷åì çíà÷åíèå èíäåêñà k j+ , êîãäà îíî áîëüøå 4, ôîðìàëüíî ïîëàãàåòñÿ 

ðàâíûì 4k j+ − . Ïðè ýòîì äëÿ òî÷åê ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû k kz t= =  

kx h+= + µ , ( ) ,  0, , 3k j k k j kz t h j+
+ += + µ − µ =  .  

Åñëè êîíòóðû L  íå ïåðåñåêàþò ëèíèþ L+  è íå êàñàþòñÿ åå, òî èç (2), 
ó÷èòûâàÿ îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ìíîãîñâÿç-
íîé îáëàñòè, ìåòîäîì èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè íàõîäèì [4] 

 
1 1

( ) ( ) ( )k nk k k k n k n k kk k n
n

z a z r a z
∞ +

= =

′ ′ ′Φ = Γ + ϕ − ϕ −∑ ∑   


L

 

 1, 2,1 1, 2 2,( ) ( )k n k nk kk k n k k ns a z e a z
+ +

+ ++ + + +
′ ′− ϕ − ϕ −    

 3,3 3, ( )k n kk k nn a z
+

++ +
′− ϕ  , (3) 
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ãäå k na   – íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 

íà êîíòóðàõ îòâåðñòèé; kΓ  – ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû 

 
4

0 0
1 2 4 5 6 7 8

1

2Re , , , , , ( ), ( ),k k k k k k k k k k k k k k
k

r r q p
=

λ λ λ λ λ λ − λ −µ − µ Γ =∑ ( )  

 , 0, 0, , 0, ( ), 0, 0x xz x xB H∞ ∞ ∞ ∞= σ τ( ) , 

 
1 2

( )k n k n
k k k k

nz
R m−

′ϕ = −
ζ ζ −

   ( )
, 

 
+

, 1 2
, , , ,

( )k j n k n
k j k j k j k j

nz
R m

+ + − +
+ + + +

′ϕ = −
ζ ζ −

   ( )
. 

Çäåñü ,k j
+

+ζ   – ïåðåìåííûå, âû÷èñëÿåìûå èç êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé 

âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíåøíîñòè ýëëèïñîâ kL+
 , ñèììåòðè÷íûõ 

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L + : 

 ,
,0, , ,

,

( ) k j
k jk k j k k j k j

k j

m
z z h R

+ ++
++ + + +

+

 = + µ − µ + ζ + 
 ζ


 



, 

ãäå  
 0, , 0 0k j k jz x y+ += + µ   , 

 ,
1 (cos sin ) (sin cos )
2k j k j k jR a ib+ + += ϕ + µ ϕ + ϕ − µ ϕ      [ ] ,  

 ,
,

1 (cos sin ) (sin cos )
2k j k j k j

k j
m a i b

R+ + +
+

= ϕ + µ ϕ − ϕ − µ ϕ      

[ ] . 

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîíòóðîâ îòâåðñòèé èëè òðåùèí ïîïåðå÷íîãî ñå-
÷åíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ïåðåñåêàåò ïðÿìîëèíåéíóþ ãðàíèöó, òî ïðèìåíÿòü 
ìåòîä èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè íåâîçìîæíî. Íî âèä êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèà-
ëîâ (3) ìîæíî ñîõðàíèòü è â ýòîì ñëó÷àå, âûáèðàÿ ïîñòîÿííûå k na   íåçà-

âèñèìûìè îò êîýôôèöèåíòîâ k na   è îáîçíà÷àÿ èõ ÷åðåç k nb  : 

 
1 1

( ) ( ) ( )k nk k k k n k n k kk k n
n

z a z r b z
∞ +

= =

′ ′ ′Φ = Γ + ϕ − ϕ −∑ ∑   


L

 

 1, 2,1 1, 2 2,( ) ( )k n k nk kk k n k k ns b z e b z
+ +

+ ++ + + +
′ ′− ϕ − ϕ −    

 3,3 3, ( )k n kk k nn b z
+

++ +
′− ϕ  . (4) 

Ïðè ýòîì ïîñòîÿííûå k nb  , êàê è k na  , áóäåì îïðåäåëÿòü, óäîâëåòâîðÿÿ 

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì êàê íà êîíòóðàõ îòâåðñòèé lL , òàê è íà ïðÿìîëèíåé-

íîé ãðàíèöå L+ . È çäåñü íàèáîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ 
êâàäðàòîâ.  

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãîñâÿçíûé 
ñëîé, îãðàíè÷åííûé ïàðàëëåëüíûìè ïëîñ-
êîñòÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå â ïîïåðå÷íîì ñå-
÷åíèè ñëîÿ ïëîñêîñòüþ Oxy  ïîëó÷èì ïî-

ëîñó S , îãðàíè÷åííóþ ïðÿìûìè L + , L −  
è èìåþùóþ îòâåðñòèÿ ñ êîíòóðàìè L , 

1, ,=  L  (ðèñ. 2). Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèÿ 
îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîëèíåéíûõ 
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Рис. 2 
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ãðàíèö L +  è L −  ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç h+  è h− . Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðàñ-
ñìîòðèì è ñëó÷àé ïîëîñû ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè îòâåðñòèÿìè è 
òðåùèíàìè, íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâèÿõ îáîáùåííîãî ïëîñêîãî ìàãíèòîóïðó-
ãîãî ñîñòîÿíèÿ.  

Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî âûøå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà 
(4), ïðîèçâîäíûå êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëîÿ 
âûáåðåì â âèäå 

 
1 1

( ) ( ) ( )k nk k k k n k n k kk k n
n

z a z r b z
∞ ++

= =

′ ′ ′Φ = Γ + ϕ − ϕ −∑ ∑   


L

 

 1, 2,1 1, 2 2,( ) ( )k n k nk kk k n k k ns b z e b z
+ ++ +
+ ++ + + +

′ ′− ϕ − ϕ −    

 3,3 3, ( ) ( )k n k nk kk k n k k nn b z r c z
+ −+ −

++ +
′ ′− ϕ − ϕ −    

 1, 2,1 1, 2 2,( ) ( )k n k nk kk k n k k ns c z e c z
− −− −
+ ++ + + +

′ ′− ϕ − ϕ −    

 3,3 3, ( )k n kk k nn c z
−−
++ +

′− ϕ  . (5) 

Çäåñü âåëè÷èíû ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè «+» è «–» îòíîñÿòñÿ ê L+  è L− ; 

 , 1 2
, , ,,

( ) ,      0, ,3k j n k n

k j k j k jk j

nz j
R m

−

+ − − −
+ + ++

′ϕ = − =
ζ ζ −



  ( )
; 

,k j

−
+ζ   – ïåðåìåííûå, âû÷èñëÿåìûå èç íåÿâíûõ çàâèñèìîñòåé 

 ,0
,, ,

,

( ) k j
k k k j k jk j k j

k j

m
z z h R +−−

+ ++ + −
+

 = − µ − µ + ζ + 
 ζ


 



; 

k na  , k nb  , k nc   – íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå áóäåì îïðåäåëÿòü èç 

óñëîâèé íà âñåõ ãðàíèöàõ, â òîì ÷èñëå è íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîëîñòåé. 
2. Íàõîæäåíèå êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ. Èñõîäÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé (1), ñîñòàâèì ôóíêöèîíàë [3, 8] 

 
24 4

0 0

1 1 1

( ) ( )
M

kk k km k kmki ki
m i k

I g t g t
= = =

 ′ ′= δ Φ + δ Φ  ∑ ∑ ∑ , (6) 

ãäå ,  1, ,mt m M=  , – òî÷êè, âûáèðàåìûå íà êîíòóðàõ L , à òàêæå íà íå-

êîòîðûõ, òàê íàçûâàåìûõ «êîëëîêàöèîííûõ îòðåçêàõ» ïðÿìîëèíåéíûõ ãðà-

íèö L + , L − , ãäå ëîêàëüíîå âëèÿíèå îòâåðñòèé è òðåùèí çíà÷èòåëüíî è 
ïðåíåáðå÷ü èì íåëüçÿ. 

Óäîâëåòâîðèâ óñëîâèÿì ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (6) 

,   0,  0,  0 1, , 4,    1, , ,    1,2,
k n k n k n

I I I k n
a b c
∂ ∂ ∂= = = = = =

∂ ∂ ∂
  

  
 L , 

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ k na  , k nb  , k nc   ïîëó÷èì òà-

êóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: 

 
4 4

1 1 1 1 1

M

srp isrp ik n srp isrp ik n srp isrp ik n
m i s r p

a a b
∞

= = = = =

α α + α α + β α +∑ ∑ ∑ ∑ ∑   [
L

 

 srp isrp ik n srp isrp ik n srp isrp ik nb c c+ β α + γ α + γ α =   ]  

 
4 4

00

1 1 1

M

ik n si s s si s s
m i s

g g
= = =

= − α δ Γ + δ Γ∑ ∑ ∑  [ ] , 
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4 4

1 1 1 1 1

M

srp isrp ik n srp isrp ik n srp isrp ik n
m i s r p

a a b
∞

= = = = =

α β + α β + β β +∑ ∑ ∑ ∑ ∑   [
L

 

 isrpsrp ik n srp isrp ik n srp isrp ik nb c c+ β β + γ β + γ β =   ]  

 
4 4

0 0

1 1 1

M

ik n si s s si s s
m i s

g g
= = =

= − β δ Γ + δ Γ∑ ∑ ∑  [ ] , 

 
4 4

1 1 1 1 1

M

srp isrp ik n srp isrp ik n srp isrp ik n
m i s r p

a a b
∞

= = = = =

α γ + α γ + β γ +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ [
L

    

 isrpsrp ik n srp isrp ik n srp isrp ik nb c c+ β γ + γ γ + γ γ =   ]  

 
4 4

0 0

1 1 1

M

ik n si s s si s s
m i s

g g
= = =

= − γ δ Γ + δ Γ∑ ∑ ∑  [ ] , 

 1, , 4,    1, , ,    1,2,k n= = =   L . (7) 
Çäåñü  

 0 ( )ik n ki k k n kmg t′α = δ ϕ  , 

 0 0
3 3,3,( ) ( ) k kk n k nik n k km k k mki k ir g t s g t

+ +
+ ++

′ ′β = − δ ϕ − δ ϕ −   

 0 0
2 12, 1,2, 1,( ) ( )k kk n k nk k m k k mk i k ie g t n g t

+ +
+ ++ ++ +

′ ′− δ ϕ − δ ϕ  , 

 0 0
3 3,3,( ) ( ) k kk n k nik n km k mk ki k k ir g t s g t

− −− −
+ ++

′ ′γ = − δ ϕ − δ ϕ −   

 0 0
2 12, 1,2, 1,( ) ( )k kk n k nk m k mk k i k k ie g t n g t

− −− −
+ ++ ++ +

′ ′− δ ϕ − δ ϕ  . 

Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû (5) ñòàíóò èçâåñò-
íûìè, ÷òî ïîçâîëèò âû÷èñëÿòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàãíèòîóïðóãîãî 
ñîñòîÿíèÿ â ëþáûõ òî÷êàõ òåëà: 

 
4

1 2 4 5 6
1

( , , , , ) 2Re ( , , , , ) ( )x y yz xz xy k k k k k k k
k

z
=

′σ σ τ τ τ = λ λ λ λ λ Φ∑ , 

 
4

0 0
3 0 3 0 0 0

1

( , , , ) 2Re , , , ( ) ( , , , )k k k k k k
k

u v w p q s r z y u x v w
=

ψ = Φ + − ω + ω + ψ∑ ( ) , 

 
4

7 8
1

( , ) 2Re ( , ) ( )x y k k k k
k

B B z
=

′= λ λ Φ∑ , 

 
4

0 0

1

( , ) 2Re , ( )x y k k k k k
k

H H r r z
=

′= − µ Φ∑ ( ) , 

à òàêæå êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, èíäóêöèè è íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëÿ (ÊÈÍÈÍ) äëÿ âåðøèí òðåùèí: 

 2 2
1

0
lim 2 sin cos 2 cos sinx y xy
r

k r±

→
= σ ϕ + σ ϕ − τ ϕ ϕ   [ ] , 

 2 2
2

0
lim 2 ( ) sin cos cos siny x xy
r

k r±

→
= σ − σ ϕ ϕ + τ ϕ − ϕ   [ ]( ) , 

 3
0

lim 2 ( cos sin )yz xz
r

k r±

→
= τ ϕ − τ ϕ  , 
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0

2 ( cos sin )limB y x
r

k r B B
→

= ϕ − ϕ  , 

 
0

2 ( cos sin )limH x y
r

k r H H
→

= ϕ + ϕ  . 

Çäåñü r  – ðàññòîÿíèå îò êîíöà òðåùèíû äî âûáðàííîé òî÷êè. 
Åñëè âìåñòî ñëîÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëîñà ñ îòâåðñòèÿìè è òðåùèíàìè, 

òî ïðèâåäåííîå âûøå ðåøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ, òîëüêî â íåì íóæíî âñå âåëè-
÷èíû ñ èíäåêñîì 4k =  ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ, à åñëè âìåñòî ñëîÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî, òî â ïðèâåäåííîì âûøå ðåøåíèè íåîáõî-
äèìî ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ êîýôôèöèåíòû k nc  . Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â 

ñëó÷àå ïîëóïëîñêîñòè â ïîëó÷åííîì äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ðåøåíèè âñå âå-
ëè÷èíû ñ èíäåêñîì 4k =  ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. 

3. Îïèñàíèå è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Áûëè 
ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîãîñâÿç-
íîé ïîëîñû (ðèñ. 3) è ïîëóïëîñêîñòè, èçãîòîâëåííûõ èç ìàãíèòîñòðèêöèîí-
íîãî Terfenol-D (ìàòåðèàë Ì1) è ïüåçîìàãíèòíîé êåðàìèêè (ìàòåðèàë Ì2) 

[6–8] ïðè ðàñòÿæåíèè óñèëèÿìè x p∞σ =  èëè äåéñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ 

íàïðÿæåííîñòüþ xH ∞ = ε .  
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Рис. 3 
Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ îòâåð-

ñòèé è òðåùèí äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà è îòíîñèòåëüíî ïðÿìîëèíåéíûõ 
ãðàíèö êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ â ðÿäàõ (3) è (6) èçìåíÿëîñü îò 10 äî 50, êîëè-
÷åñòâî òî÷åê íà êîíòóðàõ îòâåðñòèé è íà «êîëëîêàöèîííûõ îòðåçêàõ» ïðÿ-
ìîëèíåéíûõ ãðàíèö – îò 90 äî 200. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èâà-
ëèñü äî òåõ ïîð, ïîêà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå óäîâëåòâîðÿëèñü ñ äîñòàòî÷íîé 
âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè (ïîãðåøíîñòü ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé îñíîâíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ïî îòíîøåíèþ ê èíòåíñèâíîñòè ïðèëîæåííîé íàãðóçêè ñîñòàâ-

ëÿëà íå áîëåå 310− ). «Êîëëîêàöèîííûå îòðåçêè» âûáèðàëèñü òàêîé äëèíû è 
â òàêîì ìåñòå, ÷òîáû çà íèìè ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì îòâåðñòèé 
è òðåùèí íà ìàãíèòîóïðóãîå ñîñòîÿíèå.  

Íèæå îïèñàíû íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ýòîì íà-
ïðÿæåíèÿ, èíäóêöèÿ, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ è ÊÈÍÈÍ äàíû ñ òî÷íîñòüþ äî 
èíòåíñèâíîñòè ïðèëîæåííîé íàãðóçêè (p  èëè ε ) â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ. 

Ïðè ýòîì ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: c+ , c−  – ðàññòîÿíèÿ îò äàííî-

ãî êîíòóðà (òðåùèíû) äî ãðàíèö L+ , L−  ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ 

âåëè÷èí ïðè c− = ∞  îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà âìåñòî ïîëîñû ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ïîëóïëîñêîñòü; a  – ðàäèóñ êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ (ðèñ. 3à); l  – äëèíà 
âíóòðåííåé òðåùèíû (ðèñ. 3á) èëè êðàåâûõ òðåùèí (ðèñ. 3â).  

Íà ðèñ. 4 è 5 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêè íàïðÿæåíèé xσ  (ïðè 

x p∞σ = ) è èíäóêöèè 610xB ⋅  (ïðè xH ∞ = ε ) â ïîëóïëîñêîñòè (ñïëîøíûå 
ëèíèè) è ïîëîñå (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ñ öåíòðàëüíûì êðóãîâûì îòâåðñòèåì â 
çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ /c a  äëèíû ïåðåìû÷êè c  ìåæäó ãðàíèöåé ïîëó-
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ïëîñêîñòè (ïîëîñû) è êîíòóðîì îòâåðñòèÿ ( c c c+ −= = ) ê ðàäèóñó îòâåð-
ñòèÿ a . Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà ïðèíèìàëè Ì1. Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ïðèâåäåíû 

â òî÷êàõ (0; )A a− , (0; )C a , 
2

0; cD a + 
 

, ;
2
aM a c + 

 
 (ñì. ðèñ. 3à).  

6

12

0 0.5 1 1.5 c/a

σx 
p

C

M

D A

p

 

17

34

0 0.5 1 1.5 c/a

Bx ⋅ 106 

C

M

D

A

xH∞ = ε

 
 Рис. 4 Рис. 5 

Èç àíàëèçà ðèñ. 4, 5 è äðóãèõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî â 
ñëó÷àå ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ çíà÷åíèÿ ìàãíèòíûõ õàðàêòåðèñòèê (êîìïî-
íåíò âåêòîðîâ èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè) ìàëû, íî íå ïðåíåáðåæèìî, ïî 
ñðàâíåíèþ ñ íàïðÿæåíèÿìè, à åñëè íà ïîëóïëîñêîñòü (ïîëîñó) äåéñòâóåò 
ìàãíèòíîå ïîëå, òî ñóùåñòâåííûõ çíà÷åíèé äîñòèãàþò íå òîëüêî êîìïîíåí-
òû âåêòîðîâ èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè, íî è íàïðÿæåíèÿ.  

Ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ /c a  çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê 
ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ðåçêî âîçðàñòàþò â çîíàõ ìåæäó îòâåðñòèåì è 
ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöåé (ãðàíèöàìè). Îñîáåííî áîëüøèõ çíà÷åíèé îíè äî-
ñòèãàþò â òî÷êàõ ïåðåìû÷êè (ïåðåìû÷åê), áëèçêèõ ê êîíòóðó îòâåðñòèÿ. Íà 
çíà÷åíèÿ ìàãíèòîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ñóùåñòâåííî âëèÿþò è ñòåïåíè 
àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëîâ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû ïî óïðóãèì è ìàãíèòíûì 

ñâîéñòâàì, õàðàêòåðèçóåìûå ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèÿìè 11

22

B

B

s

s
 è 11

22

σ

σ

µ

µ
, ãäå 

B
mns  è ij

σµ , , 1, ,6;  , 1,2,3m n i j= = , – êîýôôèöèåíòû äåôîðìàöèè, èçìå-

ðåííûå ïðè ïîñòîÿííîé èíäóêöèè, è êîýôôèöèåíòû ìàãíèòíîé ïðîíèöàå-
ìîñòè ìàòåðèàëà. Êàê äëÿ ñèëîâûõ, òàê è äëÿ ìàãíèòíûõ âîçäåéñòâèé óâå-
ëè÷åíèå æåñòêîñòè è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà (óìåíüøåíèå 

çíà÷åíèé B
ijs  è ij

σµ ) ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ðîñòó íàïðÿæåíèé è èíäóê-

öèè. Èç ñðàâíåíèÿ äàííûõ äëÿ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû ñëåäóåò, ÷òî íàëè-
÷èå âòîðîé ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöû ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ 
çíà÷åíèé ìàãíèòîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Âçàèìíûì âëèÿíèåì îòâåðñòèÿ è 
ïðÿìîëèíåéíûõ ãðàíèö (ãðàíèöû) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè äëèíû ïåðåìû-
÷åê íå ìåíåå äèàìåòðà îòâåðñòèÿ. 

Â òàáë. 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû ñ öåíòðàëüíîé 
òðåùèíîé (ðèñ. 3á) äëèíû l  ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ìàãíèòîóïðó-
ãèõ õàðàêòåðèñòèê â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ /c l  äëèíû ïåðåìû÷êè c  

ìåæäó ãðàíèöåé ïîëóïëîñêîñòè (ïîëîñû) è òðåùèíîé ê äëèíå òðåùèíû l  
äëÿ ñëó÷àåâ äåéñòâèÿ ìåõàíè÷åñêèõ óñèëèé èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çíà÷åíèÿ 

âåëè÷èí ðàññ÷èòàíû â òî÷êàõ  0;
2
lA  − 

 
,  0;

2
lC   

 
,  0;

2
l cD +  

 
.  
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 Таблица 1 
/c l  

Òî÷êà Âåëè÷èíà Ìàòå- 
ðèàë 2.0 1.0 0.5 0.1 0 

 Äåéñòâèå óñèëèé x p∞σ =  

A  1k−  Ì1 0.715 0.728 0.751 0.836 0.983 

C  1k+  Ì1 0.717 0.736 0.781 1.064 – 

xσ  Ì1 1.077 1.203 1.467 3.277 – 
D  

yσ  Ì1 0.044 0.106 0.218 0.867 – 

 Äåéñòâèå ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè xH∞ = ε  

Ì1   3.815   3.845   3.904   4.144   5.370 610Bk− ⋅  
Ì2  10.893  11.022  11.347  13.844  15.257 A  

Hk−  Ì1   0.710   0.716   0.727   0.772   1.000 

Ì1   3.819   3.864   3.979   4.862 – 610Bk+ ⋅  
Ì2  10.882  10.969  11.140  11.843 – C  

Hk+  Ì1   0.711   0.720   0.741   0.905 – 

Ì1   5.754   6.392   7.785  18.118 – 610xB ⋅  
Ì2  16.407  18.221  22.172  51.488 – 

xH  Ì1   1.071   1.190   1.450   3.374 – 

Ì1   -0.041   -0.142   -0.410   -2.405 – 

D  

xyτ  
Ì2   -0.655   -2.514   -8.021   -55.020 – 

 Таблица 2 
/c l  

Òî÷êà Âåëè÷èíà Ìàòå- 
ðèàë 2.0 1.0 0.5 0.1 

 Äåéñòâèå óñèëèé x p∞σ =  

C  1k+  Ì1 0.724 0.758 0.837 1.325 

xσ  Ì1 1.082 1.224 1.536 3.952 
D  

yσ  Ì1 0.045 0.109 0.235 1.101 

 Äåéñòâèå ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè xH∞ = ε  

Ì1     3.852     3.961     4.230     6.092 610Bk+ ⋅  
Ì2    10.989    11.309    12.037    17.237 C  

Hk+  Ì1     0.717     0.738     0.788     1.134 

Ì1     5.795     6.534     8.237    22.632 610xB ⋅  
Ì2    16.531    18.642    23.409    63.848 

xH  Ì1     1.079     1.217     1.534     4.215 

Ì1    -0.017    -0.076    -0.246    -1.550 
D  

xyτ  
Ì2    -0.186    -1.160    -4.620   -36.000 

Èç òàáë. 1, 2 è äðóãèõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïîëóïëîñêîñòè è 
ïîëîñû ñ öåíòðàëüíîé òðåùèíîé ñëåäóþò âûâîäû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåí-
íûì âûøå äëÿ ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì, à èìåííî: 
ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ /c l  çíà÷åíèÿ ìàãíèòîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê 
è ÊÈÍÈÍ óâåëè÷èâàþòñÿ; âçàèìíûì âëèÿíèåì ïðÿìîëèíåéíûõ ãðàíèö 
(ãðàíèöû) è òðåùèíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè äëèíû ïåðåìû÷åê áîëüøå 
äëèíû òðåùèíû. Âëèÿíèå æåñòêîñòè è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà 
íà çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè äåéñòâèè ìåõà-
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íè÷åñêèõ ñèë íåçíà÷èòåëüíî è âåñüìà âåëèêî â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî âîçäåé-
ñòâèÿ. Òàê, äëÿ ìàòåðèàëà Ì2 çíà÷åíèÿ Bk , èíäóêöèè è íàïðÿæåíèé âáëè-
çè ïðÿìîëèíåéíûõ ãðàíèö è â òî÷êàõ ïåðåìû÷êè çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì 
äëÿ ìàòåðèàëà Ì1. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò Hk  íå çàâè-
ñèò îò àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà.  
  Таблица 3 

/l h  
Òî÷êà Âåëè÷èíà 

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 

 Äåéñòâèå óñèëèé x p∞σ =  

xσ  0.979 0.951 1.089 1.649 4.306 
A  

yσ  0.006 0.244 0.504 1.121 3.641 

B  1k  0.175 0.456 0.544 0.819 1.347 

M  xσ  0.967 0.568 0.540 0.347 0.289 

 Äåéñòâèå ïîëÿ íàïðÿæåííîñòè xH∞ = ε  

610xB ⋅  5.411 5.696 7.449 11.302 30.030 
A  

xH  1.008 1.061 1.388 2.105 5.594 
610Bk ⋅  1.704 2.878 4.194 5.736 9.415 

B  
Hk  0.317 0.536 0.782 1.068 1.754 

610xB ⋅  5.259 4.481 4.072 3.552 3.112 
M  

xH  0.979 0.835 0.758 0.661 0.579 

Â òàáë. 3 äëÿ ïîëîñû ïîñòîÿííîé øèðèíû h , èçãîòîâëåííîé èç ìàòåðè-
àëà Ì1, ñ äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè êðàåâûìè òðåùèíàìè (ðèñ. 3â) â çàâèñè-
ìîñòè îò îòíîøåíèÿ /l h  äëèíû òðåùèíû ê øèðèíå ïîëîñû ïðèâåäåíû çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ è ÊÈÍÈÍ â 

òî÷êàõ (0; 0)A , 0;
2
hB l − 

 
, ;

4 2
h hM   

 
.  

Êàê âèäíî èç òàáë. 3 è äðóãèõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, óâåëè÷åíèå 
äëèí êðàåâûõ òðåùèí â ïîëîñå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ðîñòó çíà÷åíèé 
ìàãíèòîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. Êàê è äëÿ ïîëîñû ñ ïîïåðå÷íîé öåíòðàëü-
íîé òðåùèíîé, â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî âîçäåéñòâèÿ âëèÿíèå àíèçîòðîïèè è 
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàòåðèàëà çíà÷èòåëüíî íà çíà÷åíèÿ èíäóêöèè, 
êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè Bk  è íàïðÿæåíèé.  

4. Âûâîäû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííûõ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ 
ðåøåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëóïðîñòðàíñò-
âà (ïîëóïëîñêîñòè) è ñëîÿ (ïîëîñû) ñ îòâåðñòèÿìè è òðåùèíàìè ïðè ïðîèç-
âîëüíîì èõ ðàñïîëîæåíèè è ñî÷åòàíèè ñ ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, óäîâëåòâîðåíèåì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì êàê íà êîíòóðàõ îò-
âåðñòèé è òðåùèí, òàê è íà ïëîñêèõ (ïðÿìîëèíåéíûõ) ãðàíèöàõ. Îïèñàíû 
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëîñû 
(ïîëóïëîñêîñòè) ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì èëè ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé è ïîëî-
ñû ñ äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè êðàåâûìè òðåùèíàìè ïðè ðàñòÿæåíèè è äåé-
ñòâèè îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âûÿâëåíî âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ è 
ìàãíèòîóïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëóïëîñêîñòè è ïîëîñû íà çíà÷åíèÿ îñíîâ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ è ÊÈÍÈÍ. 
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НАБЛИЖЕНИЙ МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ МАГНІТОПРУЖНОГО СТАНУ 
П’ЄЗОМАГНІТНОГО ПІВПРОСТОРУ ТА ШАРУ З ОТВОРАМИ Й ТРІЩИНАМИ 
 
Íà îñíîâ³ â³äîìèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³-
àë³â äâîâèì³ðíèõ ³ ïëîñêèõ çàäà÷ ìàãí³òîïðóæíîñò³ äëÿ ò³ë ç îòâîðàìè òà òð³-
ùèíàìè çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ïîáóäîâè íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ çàäà÷ 
äëÿ ï³âïðîñòîðó (ï³âïëîùèíè) ³ øàðó (ñìóãè) ç äîâ³ëüíî ðîçì³ùåíèìè îòâîðàìè é 
òð³ùèíàìè, çîêðåìà, êîëè âîíè âèõîäÿòü íà ïëîñê³ (ïðÿìîë³í³éí³) ãðàíèö³. Íàâå-
äåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ äîñë³äæåíü äëÿ ï³âïëîùèíè òà ñìóãè ç îòâîðàìè ³ 
òð³ùèíàìè. 
 
APPROXIMATE METHOD OF MAGNETOELASTIC STATE DETERMINATION  
FOR PIEZOMAGNETIC HALF-SPACE AND LAYER WITH CAVITIES AND CRACKS 
 
A method for solution of the magnetoelastic problems based on the theory of complex 
variable functions is proposed in [3, 8]. The basic relations for complex potentials are 
given. The methods for solution of two-dimensional and plane problems are described 
for solids with cavities and cracks. In the paper, using this method, the approximate 
solutions for such problems for the half-space (half-plane) and layer (strip) with 
arbitrarily situated cavities and cracks are constructed. It is assumed, that the cavities 
and cracks are able to cross linear (plane) boundaries. As a numerical illustration, the 
half-plane and strip with cavities and cracks under surface mechanical and magnetic 
loads are analyzed.  
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