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ПРО ПОСТАНОВКУ ТА ПІДХІД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 
ПРОСТОРОВОЇ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ З ВИКОРИСТАННЯМ ГОЛОМОРФНИХ 
ФУНКЦІЙ ВІД ДВОХ КОМПЛЕКСНИХ ЗМІННИХ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó òà ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ 
ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç âèêîðèñòàííÿì ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³é â³ä 
äâîõ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ. Ó âèêëàäåí³é ìåòîäèö³ âèõ³äíèì º ïîäàííÿ âåêòî-
ðà ïåðåì³ùåíü ó ôîðì³ Ïàïêîâè÷à – Íåéáåðà ÷åðåç ñêàëÿðíó òà âåêòîðíó 
ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿, à òàêîæ â³äïîâ³äíå óçàãàëüíåííÿ óìîâ Êîø³ – Ð³ìàíà äëÿ 
áàçîâî¿ ³ ñïðÿæåíî¿ êðàéîâèõ çàäà÷.  

 

Ìåòîäè òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü, 
çîêðåìà, äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäî-
ãî ò³ëà. Íàóêîâ³ îñíîâè öüîãî íàïðÿìêó çàêëàäåí³ ó êëàñè÷íèõ ïðàöÿõ Êî-
ëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ [16] ³ çíàéøëè øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ’ÿçó-
âàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ ïëîñêî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [6, 10, 13, 21, 22]. 

Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ïðîñòîðîâèõ îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ íàâåäåíî â ðîáîòàõ À. ß. Àëåêñàíäðîâà, Þ. ². Ñîëîâéîâà [1–4, 19, 
20]. Âèêîðèñòàííÿ àïàðàòó p -àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ äëÿ 
ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â îñåñèìåòðè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çà-
ïðîïîíîâàíî Ã. Ì. Ïîëîæ³ºì òà Î. Î. Êàïøèâèì [12, 18]. Ó ðîáîò³ [8] ðîçãëÿ-
äàºòüñÿ îäèí ³ç âàð³àíò³â ìàòåìàòè÷íîãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ 
çàäà÷ äëÿ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë, âèõ³äíèì äëÿ ÿêîãî º ïîäàííÿ êëþ÷îâèõ ôóíê-
ö³é ÷åðåç â³äïîâ³äí³ àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿. 

Òåîð³ÿ ³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ îñåñèìåòðè÷íî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ç âèêîðèñòàííÿì àïàðàòó óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é ïîäàí³ â ïðàö³ 
². Ì. Âåêóà [11]. 

Ó ðîáîò³ Â. ². Ìîññàêîâñüêîãî [15] ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³ äëÿ ï³âïðîñòîðó ââîäÿòüñÿ ïëîñê³ ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿, ÿê³ âèðàæàþòü-
ñÿ ÷åðåç àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿. Ñôîðìóëüîâàí³ çàäà÷³ 
çâîäÿòüñÿ äî â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ñïðÿæåííÿ íà àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿. 

Ñ. Ì. Áºëîíîñîâèì [7] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî êðó÷åííÿ âàë³â çì³í-
íîãî ïåðåòèíó âèêîðèñòîâóâàëèñü ³íòåãðàëüí³ ïîäàííÿ ôóíêö³¿ íàïðóæåíü 
÷åðåç ãîëîìîðôíó ôóíêö³þ. 

Âàð³àíò ââåäåííÿ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ ïðè ôîðìóëþâàíí³ ïðîñòîðîâèõ 
êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ðîçãëÿíóòî â ðîáîò³ [23]. Ïðè öüîìó âåê-
òîð ïåðåì³ùåííÿ ³ òåíçîð íàïðóæåííÿ âèðàæàþòüñÿ ÿê ÷åðåç ôóíêö³¿ êîì-

ïëåêñíèõ çì³ííèõ ,  x iy x iyξ = + ξ = − , òàê ³ ä³éñíî¿ çì³ííî¿ z , ÿê³ çàäî-
âîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ äðóãîãî, ÷åòâåðòîãî òà øîñ-
òîãî ïîðÿäê³â. Îòðèìàíèé ðîçâ’ÿçîê ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó çàäà÷³ ïëîñêî¿ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ñï³âïàäàº ç ïîäàííÿì Êîëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³. 

Ó ïðàö³ [24] çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ ïðîñòî-
ðîâî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç âèêîðèñòàííÿì ïîäàííÿ Ïàïêîâè÷à – Íåéáåðà äëÿ 

âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ ÷åðåç ïðîñòîðîâ³ ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ ( , , )jB zξ ξ  êîìï-

ëåêñíèõ àðãóìåíò³â ,  x iy x iyξ = + ξ = −  òà ä³éñíî¿ çì³ííî¿ z  ³ çíàõîäæåí-
íÿ öèõ ôóíêö³é çà äîïîìîãîþ ñôîðìóëüîâàíèõ â³äïîâ³äíèõ ³íòåãðàëüíèõ 
ð³âíÿíü. 

Çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ ôóíêö³é äâîõ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ 1 1 2z x ix= + , 

2 3 4z x ix= +  äî ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ âèêëàäåíî 
ó ïðàö³ [5]. Ó öüîìó âèïàäêó ïëîñê³ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ðîçãëÿäàëèñü 
ÿê ñïåö³àëüíèé êëàñ òðèâèì³ðíèõ çàäà÷, ùî äàëî ìîæëèâ³ñòü òðàêòóâàòè 
òðèâèì³ðí³ çàäà÷³ ÿê ÷àñòêîâèé êëàñ ÷îòèðèâèì³ðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³. 
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Ìåòîäèêó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó äëÿ òðèâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ÷åðåç ãîëîìîðôí³ ôóíêö³¿ äâîõ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ çàïðîïîíî-
âàíî àâòîðîì ó ðîáîò³ [9]. Ó öüîìó âèïàäêó çà äîïîìîãîþ ðîçâèíåííÿ ãîëî-
ìîðôíèõ ôóíêö³é ó ðÿä Òåéëîðà êîìïëåêñíèé òåíçîð íàïðóæåíü ïîäàíî ó 
âèãëÿä³ ïîñë³äîâíîñò³ áàçîâèõ ñòàí³â, êîæåí ç ÿêèõ º òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì 
â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. 

Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîñòàíîâö³ òà ìåòîäèö³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ 
çàäà÷ ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç âèêîðèñòàííÿì ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³é 
â³ä äâîõ êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ . 

1. Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ â ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³ÿõ. Ðîçãëÿäà-
ºòüñÿ îäíîð³äíå ïðóæíå òâåðäå ò³ëî K K∂ , ÿêå â ïî÷àòêîâîìó íåíàâàíòà-

æåíîìó ñòàí³ á³ºêòèâíî â³äîáðàæàºòüñÿ íà îáëàñòü X X∂  åâêë³äîâîãî ïðî-
ñòîðó. Ò³ëî çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ñòàö³îíàðíîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ, ÿêå 
ïðèêëàäåíå äî éîãî ïîâåðõí³ X∂ . 

Ë³í³éíà çàäà÷à òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â ñòàö³îíàðí³é ³çîòåðì³÷í³é ( 0T T= =  

const= , T  – àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà) ïîñòàíîâö³ çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè 
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü ð³âíîâàãè (ð³âíÿíü Ëÿìå) [14] 

 ( ) ( ) 0µ∆ + λ + µ ⊗ ⋅ =u u  ,  (1) 

äå i iu=u e  – âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ, 1 2 3( , , ),  1,2, 3i iu u x x x i= = ; ix  – äåêàð-

òîâ³ êîîðäèíàòè, 1,2,3i = , äîâ³ëüíî âèáðàíî¿ ìàòåð³àëüíî¿ òî÷êè k K∈  â 

ïðèðîäíîìó îäíîð³äíîìó ñòàí³; ie  – áàçèñí³ îðòè âèáðàíî¿ äåêàðòîâî¿ ñèñ-

òåìè êîîðäèíàò 1 2 3( , , )x x x ; i
ix

∂ ∂≡ =
∂ ∂

e
r

  – äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð 

Ãàì³ëüòîíà, 1,2,3i = ; « ⊗ » – ä³àäíèé äîáóòîê; 1 2 3( , , ) i ix x x x=r e  – ðàä³óñ-

âåêòîð ó ïî÷àòêîâ³é êîíô³ãóðàö³¿, 
2

i ix x
∂∆ ≡ ⋅ =

∂ ∂
   – äèôåðåíö³àëüíèé 

îïåðàòîð Ëàïëàñà; ,λ µ  – ïðóæí³ ñòàë³ Ëÿìå. Òóò ³ íàäàë³ ³íäåêñè, ÿê³ ïî-
âòîðþþòüñÿ, º ³íäåêñàìè ï³äñóìîâóâàííÿ. 

Òåíçîð íàïðóæåíü ̂  ó ìåæàõ ë³í³éíî¿ ñèìåòðè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 
ïîäàºòüñÿ ÷åðåç âåêòîð ïåðåì³ùåíü u  ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 ˆˆ ( ) ( )= µ ⊗ + ⊗ + λ ⋅u u u    I , (2) 

³ çàäîâîëüíÿº íà áîêîâ³é ïîâåðõí³ X∂  ãðàíè÷íó óìîâó 

 ˆˆ( ) ( ) ( )n nX X

+
∂ ∂

⋅ ≡ = ⋅ λ ⋅ + µ ⊗ + ⊗ =n n u u u     I[ ] , (3) 

äå n  – çîâí³øíÿ íîðìàëü; n  – âåêòîð íàïðóæåíü; n
+  – çàäàíèé âåêòîð 

ïîâåðõíåâèõ çóñèëü, ÿêèé çàäîâîëüíÿº ³íòåãðàëüí³ óìîâè ñàìîâð³âíîâàæå-
íîñò³ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ íà áîêîâ³é ïîâåðõí³ X∂ : 

 0,         0n n
X X

d d+ +

∂ ∂

Σ = × Σ =∫ ∫ r ( ) . (4) 

Íàäàë³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïîäàííÿ âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ( )= =u u r  

1 2 3( , , )i iu x x x= e  ó ôîðì³ Ïàïêîâè÷à – Íåéáåðà [17] 

 0( ) 4(1 )= ϕ + ⋅ − − νu r   . (5) 

Òóò 0 0 1 2 3 1 2 3( , , ),  ( , , )x x x x x xϕ = ϕ =   – ñêàëÿðíà òà âåêòîðíà ãàðìîí³÷í³ 

ôóíêö³¿; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. 
Òîä³ òåíçîð íàïðóæåíü ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåííÿ (5) íàáóâàº âè-

ãëÿäó 

 ˆˆ
02 ( ) (1 2 )( ) 2 ( )= µ ⊗ ϕ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ + ⊗ − ν ⋅r           [ ]I . (6) 



71 

Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1)–(3) çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ 
ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é 0 0 1 2 3 1 2 3( , , ),  ( , , )x x x x x xϕ = ϕ =  : 

 0 0,            0∆ϕ = ∆ = , (7) 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ äî (3) ãðàíè÷í³ óìîâè 

 ˆ
0( ) ( ) (1 2 )( )

X∂
⋅ ≡ ⋅ ⊗ ϕ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ + ⊗ −n n r[           

 ˆ2 ( )
2

n

X

+

∂
− ν ⋅ =

µ


  ]I . (8) 

2. Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ â êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ. Ïîñòàâèìî 
ó â³äïîâ³äí³ñòü äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàì ,  1,2,3ix i = , òðè êîìïëåêñí³ çì³í-
í³: 

 1 2 2 3 3 1
1 2 3,       ,       z x ix z x ix z x ix= + = + = + . 

Êîìïëåêñíèì çì³ííèì 1 2 3, ,z z z  ïîñòàâèìî ó âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïî-

â³äí³ñòü äåêàðòîâ³ êîîðäèíàòè ,  1,2,3ix i = : 

 1 2
1 2 3 2 3 1

1 1( ),         ( )
2 2

i ix z iz z x z iz z+ += − − = − − ,  

 3
3 1 2

1 ( )
2

ix z iz z+= − − . (9)  

Ââåäåìî â³äïîâ³äí³ îïåðàòîðè ïîõ³äíèõ ó ïðîñòîð³ êîìïëåêñíèõ çì³í-
íèõ 1 2 3, ,z z z : 

 
1 2 3 2 3 1

1 2

1 1,       
2 2

i ii i
z zx x x x x x
∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂   = − − = − −   ∂ ∂   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
3 1 2

3

1
2

i i
z x x x
∂ + ∂ ∂ ∂ = − − ∂  ∂ ∂ ∂

, 

1 2 3
1 3 2 1 3 2

i i
i i i

z z z z z zx
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ≡ = + + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     ∂

e e e e  – äèôåðåíö³-

àëüíèé îïåðàòîð Ãàì³ëüòîíà; 
2 2 2

1 2 2 3 3 1
2i

z z z z z z
∂ ∂ ∂ ∆ ≡ ⋅ = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   – äè-

ôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà. 
Ó êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ 1 2 3, ,z z z  ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à (7), (8) âèãëÿ-

äàòèìå òàê: 

 0 1 2 3 1 2 3( , , ) 0,         ( , , ) 0z z z z z z∆ϕ = ∆ = , (10) 

 0 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( ( , , )) ( , , )z z z z z z z z z⋅ ⊗ ϕ + ⊗ ⊗ ⋅ −n r    [  

 1 2 3 1 2 3(1 2 ) ( , , ) ( , , )z z z z z z− − ν ⊗ + ⊗ −   ( )  

 ˆ
1 2 32 ( , , )

2
n

X
z z z

+

∂
− ν ⋅ =

µ


 ( ) ]I , (11) 

äå 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1( , , ) ( ) ( ) ( )

2
iz z z z iz z z iz z z iz z+= − − + − − + − −r e e e( ) . 

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (10), (11) â³äíîñíî ãîëî-
ìîðôíèõ ôóíêö³é ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâî ³íøó êðàéîâó çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæ-

íîñò³, ñôîðìóëüîâàíó â³äíîñíî âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ∗u , ÿêèé â³äïîâ³äíî äî 

(5) ïîäàìî ÷åðåç ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 1 2 3 1 2 3
0 ( , , ),  ( , , )x x x x x xψ  :  
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 0( ) 4(1 )∗ = ψ + ⋅ − − νu r   , (12) 

 0 0,          0∆ψ = ∆ = , (13) 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè 

 ˆ ( )
nX

∗ + ∗
∂

⋅ =n   . (14) 

Òóò 

 ˆˆ
02 ( ) (1 2 )( ) 2 ( )∗ = µ ⊗ ψ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ + ⊗ − ν ⋅r            I[ ]  (15) 

– òåíçîð íàïðóæåíü. Âåêòîð ïîâåðõíåâèõ çóñèëü ( )
n
+ ∗  çàäîâîëüíÿº óìîâè 

ñàìîâð³âíîâàæåíîñò³ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ íà áîêîâ³é ïîâåðõí³ X∂ : 

 ( ) ( )0,         0n n
X X

d d+ ∗ + ∗

∂ ∂

Σ = × Σ =∫ ∫ r( )  . (16) 

Ââåäåìî ó â³äïîâ³äí³ñòü âèõ³äíèì ãàðìîí³÷íèì ôóíêö³ÿì 0 1 2 3( , , )x x xϕ , 

1 2 3( , , )x x x  òà 1 2 3 1 2 3
0 ( , , ),  ( , , )x x x x x xψ   ôóíêö³¿ â³ä êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ 

1 2 3, ,z z z : 

 1 2 3 1 2 3
0 1 2 3 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )F z z z x x x i x x x= ϕ + ψ , (17) 

 1 2 3 1 2 3
1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )z z z x x x i x x x= +F   . (18) 

Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíèé âåêòîð ïåðåì³ùåíü 

 i ∗= +w u u  (19) 

òà êîìïëåêñíèé òåíçîð íàïðóæåíü P̂ : 

 ˆ ˆˆ ˆ ( ) ( )i ∗= + = µ ⊗ + ⊗ + λ ⋅w w wP I     . (20) 

Â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (17), (18) ñôîðìóëþºìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó 
íà ôóíêö³¿ 0 1 2 3( , , )F z z z , 1 2 3( , , )z z zF : 

 0 1 2 3 1 2 3( , , ) 0,         ( , , ) 0F z z z z z z∆ = ∆ =F , (21) 

 0 ( ) (1 2 )( )F⋅ ⊗ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ + ⊗ −n r F FF     [  

 ˆ2 ( )
2

n
X

+

∂− ν ⋅ =
µ

P
F I ] , (22)  

äå ˆ ˆ
02 ( ) (1 2 )( ) 2 ( )F= µ ⊗ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ + ⊗ − ν ⋅F r F F FP I      [ ] – êîìï-

ëåêñíèé òåíçîð íàïðóæåíü; ( )
n n ni+ + + ∗= +P    – êîìïëåêñíèé âåêòîð ïîâåðõ-

íåâèõ çóñèëü, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè ñàìîâð³âíîâàæåíîñò³ çîâí³øíüîãî 
íàâàíòàæåííÿ íà áîêîâ³é ïîâåðõí³ X∂ : 

 0,            0n n
X X

d d+ +

∂ ∂

Σ = × Σ =∫ ∫P r P )( . (23) 

3. Ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ â ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³ÿõ. Ïîñòà-
íîâêà îñíîâíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî êëàñ ôóíêö³é 0 1 2 3( , , )F z z z , 

1 2 3( , , )z z zF , ÿê³ íå çàëåæàòü â³ä êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ 3z , òîáòî äëÿ ÿêèõ 
âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 0 1 2 3 1 2 3

3 3

( , , ) ( , , )
0,            0

F z z z z z z
z z

∂ ∂
= =

∂ ∂
F

. (24)  

Ö³ óìîâè íàêëàäàþòü â’ÿç³ ì³æ ãàðìîí³÷íèìè ôóíêö³ÿìè 0 1 2 3( , , )x x xϕ , 

1 2 3( , , )x x x  òà 1 2 3 1 2 3
0 ( , , ),  ( , , )x x x x x xψ  : 
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 0 0 0 0 0 0
1 3 2 2 3 1

,               
x x x x x x

∂ϕ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ψ
− = = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 
1 3 2 2 3 1

,               
x x x x x x

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
− = = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
    

. (25) 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (25) º óçàãàëüíåííÿì â³äîìèõ â ë³òåðàòóð³ óìîâ Êîø³ – Ð³-
ìàíà äëÿ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. 

Îçíà÷åííÿ. Çàäà÷ó (13)–(15) íà ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 1 2 3
0 ( , , )x x xψ , 

1 2 3( , , )x x x , áóäåìî íàçèâàòè ñïðÿæåíîþ äî çàäà÷³ (7), (8), ÿêùî ôóíêö³¿ 
1 2 3 1 2 3

0 ( , , ),  ( , , )x x x x x xψ   ³ 0 1 2 3( , , )x x xϕ , 1 2 3( , , )x x x  çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè (25). 
Â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (17), (18) ³ çà âèêîíàííÿ óìîâ (24) äëÿ 

ôóíêö³é 0 1 2 3 0 1 2( , , ) ( , )F z z z z z≡ Φ , 1 2 3 1 2( , , ) ( , )z z z z z≡F   êîìïëåêñíèé âåêòîð 

ïåðåì³ùåíü w  ³ òåíçîð íàïðóæåíü P̂  ïîäàìî òàêèì ÷èíîì: 

 0 ( ) (4 3)∗ ∗= Φ + ⊗ ⋅ + ν −w r    , (26) 

 ˆ
02 ( ) (1 2 )( )∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= µ ⊗ Φ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ + ⊗ −rP [          

 ˆ2 ( )∗− ν ⋅ I]  , (27) 

äå 0 1 2 1 2( , ),  ( , )z z z zΦ   – ãîëîìîðôí³ ôóíêö³¿ â³ä êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ 1 2,z z , 

 
2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 32 2 2 2
1 21 1 2 2

,       2 ,       i
z zz z z z

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂ ∂ ∂ ∂∇ ∇ ≡ ∇ ∇ ≡ − + + ∇ ∇ ≡ −
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
2 2 2

1 2 2 1 1 3 3 12
1 2 1 21

,         i i
z z z zz

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂ ∂∇ ∇ = ∇ ∇ ≡ + ∇ ∇ = ∇ ∇ ≡
∂ ∂ ∂ ∂∂

, 

 
2 2 2

2 3 3 2 2
1 2 1 22

,        2i i
z z z zz

∗ ∗ ∗ ∗ ∂ ∂ ∂∇ ∇ = ∇ ∇ ≡ − + ∆ ≡ ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂∂

  , 

 1 2 3
1 1 2 2

i i i i
z z z z

∗ ∗ ∂ ∂ ∂ ∂   ≡ ∇ = + + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
e e e e , 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2
1( , , ) ( ) ( )

2k k
iz z z r z iz z z iz z+= ≡ − − + − − +r e e e(  

 3 1 2 3( )z iz z+ − − e ) .  

Çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ êîìïëåêñíîãî âåêòîðà ïåðåì³ùåíü w  ³ òåíçî-

ðà íàïðóæåíü P̂ , ÿêèé çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè 

 ˆ
0X

( ) ( ) (1 2 )(∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∂

⋅ ≡ ⋅ ⊗ Φ + ⊗ ⊗ ⋅ − − ν ⊗ +n n r[      P  

 ˆ
X

) 2 ( )  
2

n
+

∗ ∗
∂

+ ⊗ − ν ⋅ =
µ

P
    I] , (28)  

áóäåìî òðàêòóâàòè íàäàë³ ÿê îñíîâíó êðàéîâó çàäà÷ó ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³. 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ãîëîìîðôí³ ôóíêö³¿ 0 1 2 1 2( , ),  ( , )z z z zΦ   çàëå-

æàòü ëèøå â³ä îäí³º¿ êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ 1z : 

 0 1 2 0 1 1 2 1( , ) ( ),           ( , ) ( )z z z z z zΦ ≡ Φ ≡  . 

Òîä³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ˆ
ij i jP= ⊗e eP  ó äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êî-

îðäèíàò íàáóâàþòü âèãëÿäó 
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2 2

0 1 1
11 1 2 32 2

1 1

( ) ( )
2 ( , , )k

k

d z d z
P r z z z

dz dz

Φ Φ= µ + −


 

 1 1 2 1
1

2 (1 ) ( ) ( )d z i z
dz

− − ν Φ + νΦ 


[ ] , 

 
2 2

0 1 1
22 1 2 32 2

1 1

( ) ( )
2 ( , , )k

k

d z d z
P r z z z

dz dz

Φ Φ= µ − − −


 

 1 1 2 1
1

2 ( ) (1 ) ( )d z i z
dz

− νΦ + − ν Φ 


[ ] , 

  33 1 1 2 1
1

4 ( ) ( )dP z i z
dz

= − µν Φ + Φ[ ] , 

 
2 2

0 1 1
12 21 1 2 32 2

1 1

( ) ( )
2 ( , , )k

k

d z d z
P P i i r z z z

dz dz

Φ Φ= = µ + −


 

 1 1 2 1
1

(1 2 ) ( ) ( )d z i z
dz

− − ν Φ + Φ 


[ ] , 

 3 1
23 32

1

( )
2 (1 2 )

d z
P P i

dz
Φ

= = − µ − ν , 

 3 1
31 13

1

( )
2 (1 2 )  

d z
P P

dz
Φ

= = µ − ν , (29) 

äå 0 1 1( ),  ( )z zΦ   – àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ â³ä êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ 1z .  

 Ñï³ââ³äíîøåííÿ (29) ïîäàìî òàêèì ÷èíîì: 

 1
11 0 1 1 2 3 1 1 2 1

1

( )
2 ( ) ( , , ) 2 (1 ) ( ) ( )k

k

dG z
P G z r z z z G z i G z

dz
 = µ + − − ν + ν  

[ ] , 

 1
22 0 1 1 2 3 1 1 2 1

1

( )
2 ( ) ( , , ) 2 ( ) (1 ) ( )k

k

dG z
P G z r z z z G z i G z

dz
 = µ − − − ν + − ν  

[ ] , 

 33 1 1 2 14 ( ) ( )P G z iG z= − µν +[ ] , 

 1
12 0 1 1 2 3 1 1 2 1

1

( )
2 ( ) ( , , ) (1 2 ) ( ) ( )k

k

dG z
P iG z i r z z z G z iG z

dz
 = µ + − − ν +  

[ ] , 

 23 3 12 (1 2 ) ( )P i G z= − µ − ν , 

 31 3 12 (1 2 ) ( )P G z= µ − ν . (30) 

Òóò 
2

0 1 1
0 2

11

( ) ( )
( ) ,  ( )

d z d z
G z z

dzdz

Φ
≡ ≡G


 – àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿ â³ä êîìï-

ëåêñíî¿ çì³ííî¿ 1z . 
Çàóâàæèìî, ùî 

 33 11 22 1 1 2 1( ) 4 ( ) ( )P P P G z iG z= ν + = − µν +[ ] . 
Òîìó îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê (30) â³äïîâ³äàº óìîâàì òåîð³¿ ïëîñêî¿ äåôîðìà-
ö³¿. 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (30) îòðèìàºìî òàê³ ðåçóëüòàòè: 

 11 22 1 1 2 14 ( ) ( )P P G z iG z+ = − µ +[ ] , 

 22 11 12 1 1 2 12 4 (1 2 )(1 ) ( ) ( )P P iP i G z G z− − = µ − ν + −[ ], 

 23 31P iP= − . (31) 

Çîêðåìà, ðîçâ’ÿçêè äëÿ áàçîâî¿ ³ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíî¿ çàäà÷ íàáóâà-
þòü âèãëÿäó 
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 11 22 1 1 2 14 Re ( ) Im ( )G z G zσ + σ = − µ −[ ], 
 22 11 12 1 1 2 1 1 1 2 12 4 (1 2 ) Re ( ) Re ( ) Im ( ) Im ( )G z G z G z G z∗σ − σ + σ = µ − ν − − +[ ] , 
 33 1 1 2 14 Re ( ) Im ( )G z G zσ = − µν −[ ] , 

 1
12 0 1 1 2 3

1

( )
2 Im ( ) Im Re ( , , )k

k

dG z
G z r z z z

dz
 σ = µ − − −   

 

 1 1 2 1(1 2 ) Re ( ) Im ( )G z G z − − ν − 
[ ] , 

 23 3 12 (1 2 ) Im ( )G zσ = µ − ν , 

 31 3 12 (1 2 )Re ( )G zσ = µ − ν ; (32) 

 11 22 1 1 2 14 Im ( ) Re ( )G z G z∗ ∗σ + σ = − µ +[ ] , 
 22 11 12 1 1 2 1 1 1 2 12 4 (1 2 ) Re ( ) Re ( ) Im ( ) Im ( )G z G z G z G z∗ ∗σ − σ − σ = µ − ν − + −[ ] , 
 

33 1 1 2 14 Im ( ) Re ( )G z G z∗σ = − µν +[ ] , 

 1
12 0 1 1 2 3

1

( )
2 Re ( ) Re Re ( , , )k

k

dG z
G z r z z z

dz
∗  σ = µ + −   

 

 1 1 2 1(1 2 ) Im ( ) Re ( )G z G z − − ν + 
[ ] , 

 31 23 23 31,             ∗ ∗σ = σ σ = − σ . (33) 

Âèñíîâêè. Ó ðàìêàõ ë³í³éíî¿ ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çàïðîïîíî-
âàíî ðîçðàõóíêîâó ñõåìó òà ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ òðè-
âèì³ðíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç âèêîðèñòàííÿì ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³é â³ä äâîõ 
êîìïëåêñíèõ çì³ííèõ. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü ðîçðîáèòè ìåòîäè-
êó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â ÿê äëÿ áàçîâèõ, òàê ³ äëÿ â³äïîâ³äíèõ êîìïëåêñíî-
ñïðÿæåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â òðèâèì³ðí³é ³ äâîâèì³ðí³é 
ïîñòàíîâêàõ. 
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О ПОСТАНОВКЕ И ПОДХОДЕ К РЕШЕНИЮ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ ДВУХ 
КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 
Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà è ôîðìóëèðîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé äâóõ 
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ. Â èçëîæåííîé ìåòîäèêå èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â ôîðìå Ïàïêîâè÷à – Íåéáåðà ÷åðåç ñêàëÿðíóþ è âåê-
òîðíóþ ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåíèå óñëîâèé Êîøè –
Ðèìàíà äëÿ áàçîâîé è ñîïðÿæåííîé êðàåâûõ çàäà÷ . 
 
ON STATEMENT AND APPROACH TO SOLUTION OF SPACE  
ELASTICITY THEORY BOUNDARY-VALUE PROBLEMS USING HOLOMORPHIC 
TWO COMPLEX VARIABLES FUNCTIONS  
 
A mathematical statement and formulation of space elasticity theory boundary-value 
problems using holomorphic functions of two complex variables is proposed. In the 
present technique the representation of displacements vector in the Papkovich – Neuber 
form in terms of scalar and vectorial potential functions and corresponding 
generalization of Cauchy – Riman conditions for the base and conjugate boundary 
value problems are initial. 
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