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ÓÄÊ 539.3 
 
Г. І. Калита, О. В. Максимук, М. В. Марчук 
 
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ІНВАРІАНТНОГО ЗАНУРЕННЯ  
ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧ 
 

Ó ðàìêàõ óçàãàëüíåíî¿ òåîð³¿ àí³çîòðîïíèõ ïëàñòèí ({1,1}-àïðîêñèìàö³ÿ), ùî 
âðàõîâóº äåôîðìàö³¿ çñóâó òà ïîïåðå÷íå ñòèñíåííÿ, ðîçãëÿíóòî êîíòàêòíó 
âçàºìîä³þ æîðñòêèõ øòàìï³â ç ïëàñòèíêàìè â óìîâàõ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³é-
íîãî äåôîðìóâàííÿ. Ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîíòàêòíèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷ øëÿõîì çâåäåííÿ ¿õ äî ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ Êîø³ ìåòîäîì ³íâàð³àíò-
íîãî çàíóðåííÿ. Îòðèìàíà åêâ³âàëåíòíà ïî÷àòêîâà çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ÷è-
ñåëüíî øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ â³äîìèõ ñò³éêèõ ìåòîä³â ÷èñåëüíîãî ³íòåãðó-
âàííÿ. Íà ïðèêëàä³ ðîçâ’ÿçàííÿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî êîíòàêòíó âçàºìîä³þ 
ïàðàáîë³÷íîãî øòàìïó ç òðàíñâåðñàëüíî ³çîòðîïíîþ ïëàñòèíîþ ïîêàçàíî 
ïåðåâàãó íåë³í³éíî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ïîð³âíÿíî ç ë³í³éíîþ ïðè âðàõóâàíí³ 
ï³ääàòëèâîñò³ ìàòåð³àëó ïëàñòèíè çñóâíèì äåôîðìàö³ÿì ³ ñòèñíåííþ, äî-
ñë³äæåíî âïëèâ ïàðàìåòð³â îðòîòðîï³¿ òà ïàðàìåòðà çñóâó íà çì³íó êîí-
òàêòíîãî òèñêó â çîí³ êîíòàêòó. 

 
 Øèðîêå âèêîðèñòàííÿ òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ç íîâèõ 
êîìïîçèö³éíèõ ìàòåð³àë³â â ñó÷àñí³é òåõí³ö³ âèêëèêàº íåîáõ³äí³ñòü çàñòî-
ñóâàííÿ òàêèõ ìîäåëåé ðîçðàõóíêó ¿õ ïîâåä³íêè, ÿê³ á âðàõîâóâàëè øèðî-
êèé ñïåêòð õàðàêòåðíèõ îñîáëèâîñòåé ¿õ äåôîðìóâàííÿ. Ö³ îñîáëèâîñò³ ñóò-
òºâî ïðîÿâëÿþòüñÿ, çîêðåìà, â êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ äëÿ àí³çîòðîïíèõ åëå-
ìåíò³â êîíñòðóêö³é [1, 3] ³ âèìàãàþòü çàñòîñóâàííÿ ïðîñòîðîâî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíîãî ò³ëà, ùî âðàõîâóº äåôîðìàö³¿ çñóâó òà ñòèñ-
íåííÿ, à òàêîæ ãåîìåòðè÷íó íåë³í³éí³ñòü. Îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê 
òàêèõ çàäà÷ ìîæíà ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ, à òîìó ïèòàííÿ, ïîâ’ÿçàí³ ç 
ðîçðîáêîþ ³ âèêîðèñòàííÿì åôåêòèâíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ, 
º àêòóàëüíèìè. 
 Òðàäèö³éíèé ñïîñ³á çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó êîíòàêòíèõ çàäà÷ ïðèâî-
äèòü äî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ àáî ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ êîíòàêòíèõ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü êîíñòðóê-
ö³é ³òåðàö³éíèìè ìåòîäàìè [5]. Äëÿ íåë³í³éíèõ çàäà÷ âèêîðèñòàííÿ öèõ ìå-
òîä³â íå çàâæäè º åôåêòèâíèì, îñê³ëüêè çàëåæèòü â³ä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî 
íàáëèæåííÿ. Îñíîâí³ òðóäíîù³ ïîëÿãàþòü ó ìîæëèâ³é íåñò³éêîñò³ çíàõîä-
æåííÿ ðîçâ’ÿçêó íà êîæíîìó êðîö³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ³ â ïðîáëåì³ ï³äáî-
ðó ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü øóêàíèõ ïàðàìåòð³â äëÿ çàáåçïå÷åííÿ éîãî çá³æ-
íîñò³. Öüîãî ìîæíà óíèêíóòè, ÿêùî ãðàíè÷íó çàäà÷ó çâåñòè äî åêâ³âàëåíò-
íî¿ ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ Êîø³, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêî¿ âæå ìîæíà áåçïîñåðåäíüî 
çàñòîñóâàòè â³äîì³ ñò³éê³ êëàñè÷í³ ìåòîäè ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ. 
 Ó ðîáîò³ íà ïðèêëàä³ ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî êîí-
òàêòíó âçàºìîä³þ æîðñòêîãî øòàìïó ç îðòîòðîïíîþ ïëàñòèíîþ ïðîäåìîí-
ñòðîâàíî ìîæëèâîñò³ òà åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ³íâàð³àíòíîãî 
çàíóðåííÿ [2, 4] äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷ øëÿõîì çâå-
äåííÿ ¿õ äî åêâ³âàëåíòíèõ çàäà÷ Êîø³.  
 Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ âèêîðèñòàíî ñèñòåìó ð³âíÿíü, îò-
ðèìàíó øëÿõîì çâåäåííÿ òðèâèì³ðíèõ ð³âíÿíü ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíî¿ òåî-
ð³¿ ïðóæíîñò³ äî äâîâèì³ðíèõ ð³âíÿíü òåîð³¿ ïëàñòèí ç âèêîðèñòàííÿì 
àïðîêñèìàö³é ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà çà óìîâè âè-
êîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ëèöüîâèõ ïîâåðõíÿõ [6]. 
 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿäàºòüñÿ íåñê³í÷åííà îðòîòðîïíà ïëàñòèíà 
øèðèíè 2 , òîâùèíè 2h , ïåâíèì ÷èíîì çàêð³ïëåíà ïî êðàÿõ x = ±  , ï³ä 

ä³ºþ æîðñòêîãî øòàìïó (ðèñ. 1). Íà øòàìï ä³º âåðòèêàëüíà ñèëà P , ÿêà 
çóìîâëþº âåðòèêàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ â ïëàñòèí³, ñï³ââèì³ðí³ ç ¿¿ òîâùèíîþ.  
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 Ïîâåä³íêó ïëàñòèíè òà êîí-
òàêòíèé òèñê áóäåìî âèçíà÷àòè â 
ðàìêàõ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíîãî äå-
ôîðìóâàííÿ ç óðàõóâàííÿì ï³ääàò-
ëèâîñò³ ìàòåð³àëó òðàíñâåðñàëüíèì 
çñóâíèì äåôîðìàö³ÿì ³ ñòèñíåííþ. 
Äëÿ îïèñó íàïðóæåíî-äåôîðìîâà-
íîãî ñòàíó ïëàñòèíè âèêîðèñòàºìî 
íåë³í³éí³ äåôîðìàö³éí³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ, ë³í³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ òà ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè óçàãàëüíå-
íî¿ òåîð³¿ àí³çîòðîïíèõ ïëàñòèí [6], îòðèìàí³ ç ð³âíÿíü íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ çà äîïîìîãîþ {1,1}-àïðîêñèìàö³¿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ïîë³-

íîìàìè Ëåæàíäðà ( )kP z  â³ä íîðìàëüíî¿ êîîðäèíàòè äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 

ïëàñòèíè ç îäíî÷àñíèì çàäîâîëåííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ ó çóñèëëÿõ íà ëèöüî-
âèõ ¿¿ ïîâåðõíÿõ. 
 Çã³äíî ç {1,1}-àïðîêñèìàö³ºþ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü, íåñè-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é áóäåìî àïðîêñèìóâàòè âèðà-
çàìè 

 (0) (1)
0 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )u x z u x P z u x P z= + , 
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uS x x x z
x

∂ = σ δ + = = σ ∂ 
 – ñèìåòðè÷íèé òåíçîð íàïðó-

æåíü, 1x ≤ , z h≤ .  
 Â³äïîâ³äíî ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè, äåôîðìàö³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ òà ñï³â-
â³äíîøåííÿ ïðóæíîñò³ ìàòèìóòü âèãëÿä 
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 P 
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x −  
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Рис. 1 
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( ) ( )

( ) ( )
11 31

( ) ( )
,      ,      0,1

k k
k kdu x dw x

k
dx dx

ε = ε = = , 

 (0) (1) (0) (1)
13 33

1 ( ),      ( )u x w x
h
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 31 31
1

1( ) ( , ) ( , )
2

X x S x h S x h
h

± = + ± −( ) , 

 33 33
3

1( ) ( , ) ( , )
2

X x S x h S x h
h

± = + ± −( ) ; 

êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäó êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàö³é : 

 (0) (0) (0) 2 (0) 2 (1) 2 (1) 2
11 11 11 31 11 31

1 1
2 6

e    = ε + ε + ε + ε + ε   
   
( ) ( ) ( ) ( ) , 

 (1) (1) (0) (1) (0) (1)
11 11 11 11 31 31e = ε + ε ε + ε ε , 

 (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
13 13 13 31 13 11 31 33

1 1
2 2

e = ε + ε + ε + ε ε + ε ε( ) ( ) , 

 (1) (1) (0) (1) (0) (1) (0) (0) (0) 2 (0) 2
13 13 13 11 33 31 33 33 13 33

1 1,
2 2

    e e  = ε + ε ε + ε ε = ε + ε + ε 
 

( ) ( ) ( )  

(äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó îïóùåíî êîîðäèíàòó x ). 
 Ãðàíè÷í³ óìîâè íà ëèöüîâèõ ïîâåðõíÿõ ïëàñòèíè ìàþòü âèãëÿä  

 
2 3

31 31

0,2 1,3

2 1 2 1,            
2 2k k

k k

k kS S+ −

= =

+ += τ = τ∑ ∑ , 

 
2 1

33 33

0,2 1,3

2 1 2 1,           
2 2k k

k k

k kS S+ −

= =

+ += σ = σ∑ ∑ , 

äå τ , σ  – â³äïîâ³äíî òàíãåíö³àëüíå òà íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ íà ëèöüîâèõ 
ïîâåðõíÿõ ïëàñòèíêè. 
 Êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ìàþòü âèãëÿä 

 ( ) ,      0,1,     , 1,3ij ij m k
mk C k i jσ = ε = =
 , 

äå â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ êîìïîíåíòàìè ìàòðèö³ òåíçîðà æîðñòêîñò³ (â³äïî-
â³äíî ïðóæíèì âëàñòèâîñòÿì òðàíñâåðñàëüíî ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó ïëàñ-
òèíêè) º :  

 1111 2 1133 3333 1313
0 0 0,    ,    ,    ,    5/6C E E C E C E C k G k′ ′ ′ ′ ′ ′= + λ = λ = = = , 

 02 2

(1 )
,     ,      

(1 )1 1 ( )

z

z

z

EE EE E
E E

E

− ν′ν ′= λ = =
− ν− ν ′− ν − ν

. 

Òóò ,  ,  ,  ,  zE E G′ ′ν ν  – ìîäóë³ Þíãà, çñóâó òà êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà â ïëî-

ùèíàõ îðòîòðîï³¿. 
 Óìîâó êîíòàêòó øòàìïà ç ïëàñòèíîþ âèáèðàëè ó âèãëÿä³ ( )f xα − =  

( )w p x∗= + λ , äå x a≤  – çîíà êîíòàêòó ïðè z h= + ; α  – îñàäêà øòàìïà; 

( )f x  – ôóíêö³ÿ, ÿêà îïèñóº ôîðìó øòàìïà; ∗λ  – â³äîìèé ìíîæíèê. 

 Ïðèéíÿâøè çà íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ óçàãàëüíåí³ ïåðåì³ùåííÿ (0) ( )u x , 
(1) ( )u x , (0) (1)( ),  ( )w x w x  ³ êîíòàêòíèé òèñê â çîí³ êîíòàêòó ïëàñòèíè ç³ 

øòàìïîì ( )p x  (ïîçà çîíîþ êîíòàêòó ( ) 0p x = ) ³ ââ³âøè ïîçíà÷åííÿ 

 (0) (1) (0) (1)
1 2 3 4( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )      Z x u x Z x u x Z x w x Z x w x= = = = , 

 
(0) (1) (0)

5 6 7
( ) ( ) ( )

( ) ,        ( ) ,       ( )
du x du x dw x

Z x Z x Z x
dx dx dx

= = = , 
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(1)

8 9 10
( )( )

( ) ,      ( ) ( ),        ( )
dp xdw x

Z x Z x p x Z x
dx dx

= = = , (2) 

³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) òà óìîâè êîíòàêòó (øëÿõîì ¿¿ äèôåðåíö³þâàííÿ) 
îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçóâàëüíó ñèñòåìó íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ( ),  1, ,10iZ x i =  : 

 1 5 2 6( ) ( ),               ( ) ( )d dZ x Z x Z x Z x
dx dx

= = , 

 3 7 4 8( ) ( ),               ( ) ( )d dZ x Z x Z x Z x
dx dx

= = , 

 1111 2 2 2 2
5 5 7 8 69 2 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) 6C h Z x Z x Z x Z x Z x+ + + + + +( ){ [ ]  

 1133 2 1313 2
4 4 2 2 53 2 ( ) ( ) ( ) 6 ( ) ( )dC h Z x Z x Z x C Z x Z x

dx
 + + + + + 
 

( ) }[ ]  
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( )[ ]  
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 1313
4 2 76 ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x

dx
 + + + 
 

( ) }  

 1111 2
5 8 7 6 82 1 ( ) ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z Z x Z x

dx
 + + + + 
 

[ ]( )  

 2 1133
10 5 2 62 ( ) 6 1 ( ) ( ) ( )h Z x C Z x Z x Z x+ λ + + +( )[  

 1313
4 8 5 2 6( ( ) ) ( ) 6 2 1 ( ) ( ) ( )( )h Z x Z x C Z x Z x Z x+ + + + +[]  

 7 4 6 2 8( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0(Z x h Z x Z x Z x Z x+ + + =( )] , 

 1111 4
5 6 8 7 56 3 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x Z x Z x

dx
 + + + 
 

[ ]( )  

 1111 4 2 2 2
5 5 6 7 89 2 ( ) ( ) 3 ( ) 3 ( ) ( ) 6C h Z x Z x Z x Z x Z x+ + + + + + +[ ]( ){  

 1313 2 2
2 66 ( ) ( )dC h Z x Z x

dx
 + + 
 

}  

 1111 4
5 8 6 7 76 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x Z x Z x

dx
 + + + + 
 

[ ]( )  

 1111 4
8 6 5 72 ( ) ( ) 3 1 ( ) ( )C h Z x Z x Z x Z x+ + + +[ ]( ){  

 1313 2 4
4 2 8 106 ( ) ( ) ( ) 4 ( )dC h h Z x Z x Z x h Z x

dx
 + + + λ − 
 

( ) }  

 (1313 2 2 2
5 5 8 6 2

6 3 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( )C h Z x Z x Z x Z x Z x− + − − + +( )[ ]  

 1133 2
5 4 7 4 83 1 ( ) ( ) ( ) 6 ( ) ( )Z x h Z x Z x C h h Z x Z x+ + + + + +[( )( ) ( )}  

 3333 2
6 2 6 4 4 2 2( ) ( ) ( ) 9 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0Z x Z x Z x C h Z x Z x Z x Z x+ + + + =( )] [ ] , 

 1111 2
6 8 5 72 ( ) ( ) 3 1 ( ) ( )C h Z x Z x Z x Z x+ + +[ ]( ){  

 1313
4 2 56 ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x

dx
 + + + 
 

( ) }  
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 1111 2
5 8 6 7 62 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x Z x Z x

dx
 + + + + 
 

[ ]( )  

 1111 2 2 2 2
5 5 7 6 83 2 ( ) ( ) 9 ( ) ( ) 3 ( )C h Z x Z x Z x Z x Z x+ + + + + +[ ]( ){  

 1133 2
4 4 23 2 ( ) ( ) ( )C h Z x Z x Z x+ + + +[ ]( )  

 1313 2
4 4 76 2 ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x h Z x

dx
 + + + + 
 

[ ]( ) }  

 1111 2
7 8 5 6 82 3 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x Z x Z x

dx
 + + + + 
 

[ ]( ){ }  

 1313
9 5 2 86 ( ) 6 1 ( ) ( ) ( )hZ x C Z x Z x Z x+ + + +( ){ [  

 4 6 4 7 8( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )h Z x Z x h Z x Z x Z x+ + + + +]( ) ( ) }  

 1133
2 6 4 8 76 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0C Z x Z x h Z x Z x Z x+ + + =( )[ ] , 

 1111 4
7 6 8 5 56 ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )dC h Z x Z x Z x Z x Z x

dx
 + + + 
 

[ ]( )  

 1313 2 1111 4
4 2 5 72 3 ( ) ( ) 3 1 ( ) ( )C h h Z x Z x C h Z x Z x+ + + + +[( ) ( ){  

 8 6 6( ) ( ) ( )dZ x Z x Z x
dx

 + + 
 

]}  

 1111 4
5 6 8 7 76 1 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )dC h Z x Z x Z x Z x Z x

dx
 + + + + 
 

( )[ ]  

 1111 4 2 2 2
8 6 7 5 53 ( ) ( ) 9 ( ) 3 2 ( ) ( )C h Z x Z x Z x Z x Z x+ + + + + +[ ]( ){  

 1313 2 2
4 46 2 ( ) ( )C h h Z x Z x h+ + + +[ ]( )  

 1133 2 2
2 4 4 83 ( ) 2 ( ) ( ) ( )dC h Z x h Z x Z x Z x

dx
 + + + + 
 

[ ]( ) }  

 3 1313 2 2 2 2
9 4 6 8 718 ( ) 6 ( ) ( ) ( ) 3 ( )h Z x C h h Z x Z x Z x Z x+ + + + − −[( )( ){  

 3333
5 7 2 43 1 ( ) ( ) ( ) 9 ( ) 2Z x Z x Z x C h Z x h− + − + +( ) ( ) (] [  

 2 1133 2
4 4 2 2 6( ) ( ) ( ) 6 ( ) ( )Z x Z x Z x C h Z x Z x+ + + +) ] [  

 ( )4 8 8( ) ( ) ( ) 0h Z x Z x Z x+ + =] } , 

 9 10( ) ( )d Z x Z x
dx

= , 

 
2

10 7 82
1( ) ( ( )) ( ) ( )d d dZ x f x Z x Z x

dx dxdx∗
 = α − − + 
 λ

( ) . (3) 

 Ïðè âèâåäåíí³ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ð³âíÿíü ïðèéíÿòî äî óâàãè, ùî íà ïî-
âåðõíÿõ ïëàñòèíè z h= ±  âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 
( ), ,

0,         0,       
0, .

p x x a

x a
− ± + ≤

σ = τ = σ = 
>

 

Ðîçãëÿäàëè øòàìï ç çàîêðóãëåíèìè êðàÿìè ( 2( )f x x= β ), òîìó êîíòàêò-

íèé òèñê ïîâèíåí çàäîâîëüíÿòè óìîâó Ãåðöà ( ) 0p a = . 
 Ãðàíè÷í³ óìîâè çàäà÷³ çàäàâàëè ç óðàõóâàííÿì ñèìåòð³¿ ïîâåä³íêè 
ïëàñòèíè â³äíîñíî îñ³ øòàìïó òà óìîâè æîðñòêîãî çàêð³ïëåííÿ íà êðàÿõ 
x = ±  :  
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(0) (1) (0) (1) (0)(0) (0) (0) (0)

0,    0,    0,    0,    0
dpdu du dw dw

dx dx dx dx dx
= = = = = , 

 (0) (1) (0) (1)( ) 0,      ( ) 0,      ( ) 0,      ( ) 0u u w w= = = =    , 

 ( ) 0         ( ) 0,      p p x x a= = ≥( ) , 

àáî ó ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ: 

 5 6 7 8 10(0) 0,    (0) 0,    (0) 0,    (0) 0,    (0) 0Z Z Z Z Z= = = = = , 

 1 2 3 4 9( ) 0,    ( ) 0,    ( ) 0,    ( ) 0,    ( ) 0Z Z Z Z Z= = = = =     . (4) 

 2. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (3), 
(4) ïðîâîäèìî øëÿõîì çâåäåííÿ ¿¿ äî çàäà÷ Êîø³ ìåòîäîì ³íâàð³àíòíîãî 
çàíóðåííÿ, à âæå îòðèìàí³ ïî÷àòêîâ³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóºìî çà äîïîìîãîþ 
çàñòîñóâàííÿ ñò³éêèõ ñõåì ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ.  
 Ïîáóäîâàí³ àëãîðèòìè ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ðåàë³-
çîâàíî ó âèãëÿä³ êîìïëåêñó ïðîãðàì. Ïîïåðåäíüî ñèñòåìó ð³âíÿíü (3) çà 
äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíî¿ ñèñòåìè «Maple» ïåðåòâîðåíî â ñèñòåìó çâè÷àéíèõ 
íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç â³äïîâ³äíèìè 
ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 

 
( )

( ( ), )
dW t

F W t t
dt

= , 

 (1)( (0)) 0G W = , 

 (2) ( ( )) 0G W = , (5) 

äå / ,  1, ,10iW Z i= = { }  – íåâ³äîìèé âåêòîð; (1) (2), ,F G G  – âåêòîð-ôóíê-

ö³¿ ðîçì³ðíîñòåé 10, 5, 5 â³äïîâ³äíî; /t x=  .  
 Ìåòîäîì ³íâàð³àíòíîãî çàíóðåííÿ ãðàíè÷íó çàäà÷ó (5) çâåäåíî äî çàäà÷ 
Êîø³ [2]: 

 (2)
,

1 1

( , ) ( ( , ), ) ( ( , )) ( ( , ), ) ( , )
ki

m n

T ik W
k i

r T F r T T G r T F r T T r Tγ
= =

 ′ ′γ = γ − γ ⋅ γ γ 
 

∑ ∑ , 

 (1) (2)( (0, )) 0,          ( (0, ))G r G rγ = γ = γ , (6) 

 (2)
,

1 1

( , , ) ( ( , )) ( ( , ), ) ( , , )
ki

m n

T ik W
k i

W t T G r T F r T T W t Tγ
= =

 ′ ′γ = − γ γ γ 
 

∑ ∑ , 

 ( , , ) ( , )W t t r tγ = γ , (7) 

äå 10, 5n m= = , ,  1, ,k k mγ = γ = { }  (ïðèïóñêàëè, ùî êîæíå kγ  ïðèéìàº 

kn  ( 5kn = ) çíà÷åíü íà ïðîì³æêó [0,1]). Çà ïàðàìåòð çàíóðåííÿ ó ðîçãëÿíó-

ò³é çàäà÷³ ïðèéìàëè ïîëîâèíó øèðèíè ïëàñòèíè T =  . 
 Êîìïëåêñ ïðîãðàì ñêëàäàºòüñÿ ç³ ñòàíäàðòíèõ ³ íåñòàíäàðòíèõ áëîê³â. 
Äî ñòàíäàðòíèõ â³äíîñÿòüñÿ: ôîðìóâàííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòåì (6), (7); 
êåðóâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèì ïðîöåñîì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ Êîø³; ñàìå ÷è-
ñåëüíå ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ Êîø³ ìåòîäîì Àäàìñà – Ìóëòîíà. Íåñòàíäàðòíó 
÷àñòèíó ñêëàäàþòü ï³äïðîãðàìè îá÷èñëåííÿ àáî çàäàííÿ êîìïîíåíò âåêòî-

ð³â (1) (2)( ),  ( ),  ( )F t G t G t . Ïðîãðàìè íàïèñàíî íà ìîâ³ Ôîðòðàí. 

 3. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Çà äîïîìîãîþ ñòâîðåíîãî êîìïëåêñó ïðîãðàì 
ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè ðîçïîä³ëó ïðîãèíó ïëàñòèíè ïî âñ³é ¿¿ øèðèí³ òà 
êîíòàêòíîãî òèñêó â çîí³ êîíòàêòó, âèÿâëåíî ïåðåâàãè íåë³í³éíî¿ ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷³ ïîð³âíÿíî ç ë³í³éíîþ òà {1,1}-àïðîêñèìàö³¿ ïîð³âíÿíî ç {1,0}-àï-
ðîêñèìàö³ºþ [5] ïðè âðàõóâàíí³ ï³ääàòëèâîñò³ ìàòåð³àëó ïëàñòèíè òðàíñ-
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âåðñàëüíî çñóâíèì äåôîðìàö³ÿì ³ ñòèñíåííþ, äîñë³äæåíî âïëèâ ñòóïåíÿ îð-
òîòðîï³¿ ³ ïàðàìåòðà çñóâó íà çì³íó êîíòàêòíîãî òèñêó â çîí³ êîíòàêòó. Îá-

÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí 2,  ,  x wx w p p
P

′ ′ ′= = = 
 

. 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â (äëÿ 0.0x = , 0.3 ,  0.1,  0.3a h ′= = ν = ν =/   ) íàâå-
äåíî â òàáë. 1, 2 (øòðèõè äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó îïóùåíî).  
 Таблиця 1 

/ 1zE E =  Ë³í³éíà òåîð³ÿ Íåë³í³éíà òåîð³ÿ 

/E G′  (0)w  (1)w  w  (0)w  (1)w  w  

2.6 0.00049 0.00108 0.00158 0.00049 0.00133 0.00182 

5.0 0.00095 0.00167 0.00262 0.00095 0.00246 0.00341 

20.0 0.00373 0.00321 0.00694 0.00370 0.00899 0.01269 

40.0 0.00765 0.01450 0.02215 0.00726 0.01735 0.02461 

 Таблиця 2 
/ zE E  (0)w  (1)w  w  

0.1 0.00372 0.00375 0.00748 
0.5 0.00371 0.00765 0.01136 
1.0 0.00370 0.00899 0.01269 
2.0 0.00372 0.00998 0.01370 

 Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü âåëè÷èíè ïðîãèíó ïëàñòèíè 
çà ë³í³éíîþ òà ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíîþ òåîð³ÿìè. ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ ïåð-

øî¿ êîìïîíåíòè (0)w  ðîçêëàäó ïðîãèíó çà ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà, îòðèìàí³ 
ç âèêîðèñòàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü ð³çíèõ òåîð³é, ñï³âïàäàþòü, çàòå çíà÷åííÿ 

äðóãî¿ êîìïîíåíòè (1)w  ñóòòºâî â³äì³íí³ òà çíà÷íî çðîñòàþòü ç³ çá³ëüøåí-
íÿì â³äíîøåííÿ /E G′ , ùî ï³äòâåðäæóº íåîáõ³äí³ñòü âèáîðó {1,1}-àïðîêñè-
ìàö³¿ õàðàêòåðèñòèê ïðóæíîãî ñòàíó ïëàñòèíè çà ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà. Ó 
òàáë. 2 â³äîáðàæåíî çàëåæí³ñòü êîìïîíåíò ðîçêëàäó ïðîãèíó ïëàñòèíè â³ä 
çì³íè ïàðàìåòðà / zE E  (íåë³í³éíà òåîð³ÿ, / 20E G′ = ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïåð-

øà êîìïîíåíòà çàëèøàºòüñÿ ïîñò³éíîþ ïðè çì³í³ ö³º¿ àí³çîòðîï³¿, àëå âåëè-
÷èíà äðóãî¿ êîìïîíåíòè ð³çíà é çðîñòàº ç³ çá³ëüøåííÿì â³äíîøåííÿ / zE E . 
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E/G′ = 40
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p
a = 0.3 

x
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Рис. 2 

 Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ïðîãèí ïëàñòèíè w  ïðè â³äïîâ³äíîìó ðîçïîä³ë³ êîí-
òàêòíîãî òèñêó p . Ðîçðàõóíîê âèêîíàíî çà ë³í³éíîþ òà íåë³í³éíîþ òåîð³ÿìè 
(íà ãðàô³êàõ â³äïîâ³äíî ïóíêòèðíà òà ñóö³ëüíà ë³í³¿). ßê áà÷èìî íà ðèñóíêó, 
âðàõóâàííÿ ãåîìåòðè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ ñóòòºâî âëèâàº íà ðîçðàõóíîê âåëè-
÷èíè ïðîãèíó ïëàñòèíè. 
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 Ðèñ. 3 ³ëþñòðóº çàëåæí³ñòü âåëè÷èíó ïðîãèíó w  ³ êîíòàêòíîãî òèñêó p  
â³ä ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â ìàòåð³àëó ïëàñòèíêè. Êðèâ³ 1–5 â³äïîâ³-
äàþòü çíà÷åííÿì / 5,  10, 20, 60, 80E G′ = . ßê áà÷èìî íà ãðàô³êàõ, îðòî-
òðîï³ÿ ìàòåð³àëó âïëèâàº íà ïðîãèí ïëàñòèíè. 
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0

0.2

0.4

0.6

0.8
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p

x
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5

a = 0.3 
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Рис. 3 

 Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ïðîãèí ïëàñòèíè òà ðîçïîä³ë êîíòàêòíîãî òèñêó äëÿ 
ð³çíèõ âåëè÷èí çîíè êîíòàêòó a  ïëàñòèíè ç³ øòàìïîì. Êðèâ³ 1–5 â³äïî-
â³äàþòü çíà÷åííÿì 0.1 ,  0.2 ,  0.4 ,  0.5a =     .  
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Рис. 4 

 Âèñíîâêè. Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ ñâ³ä÷àòü ïðî òå, ùî çàñòîñóâàííÿ 
óçàãàëüíåíî¿ òåîð³¿ àí³çîòðîïíèõ ïëàñòèí ({1,1}-àïðîêñèìàö³¿), ùî âðàõîâóº 
äåôîðìàö³¿ çñóâó ³ ïîïåðå÷íå ñòèñíåííÿ ïðè îäíî÷àñíîìó âðàõóâàíí³ ãåî-
ìåòðè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ äåôîðìóâàííÿ ïëàñòèí, äîçâîëÿº îòðèìàòè ÿê³ñíî 
íîâó êàðòèíó ïîâåä³íêè ïëàñòèíè ï³ä ä³ºþ æîðñòêèõ øòàìï³â òà ðîçïîä³ëó 
êîíòàêòíîãî òèñêó â çîí³ êîíòàêòó. 
 Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ êîíòàêòíî¿ çàäà÷³ çàïðîïî-
íîâàíèì ñïîñîáîì º äîñèòü ïðîñòèì, à çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ³íâàð³àíòíîãî 
çàíóðåííÿ äîçâîëÿº óíèêíóòè ïðîáëåìè íåñò³éêîñò³ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó 
ðîçãëÿíóòèõ íåë³í³éíèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷. Ðîçðîáëåíó ìåòîäèêó ìîæíà 
âèêîðèñòàòè ³ äëÿ äîñë³äæåííÿ äèíàì³÷íî¿ ïîâåä³íêè îðòîòðîïíèõ ïëàñòèí 
ï³ä ä³ºþ ðóõîìèõ øòàìï³â ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ñóì³ñíî ð³âíÿííÿ ðóõó øòàìïó 
³ ïëàñòèí. 
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 2. Êàëèòà Ã. ². ×èñåëüíå ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìåòîäîì ³íâà-

ð³àíòíîãî çàíóðåííÿ // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2000. – 43, ¹ 4. – 
Ñ. 120–125. 

 3. Êàíòîð Á. ß., Áîãàòèðåíêî Ò. Ë. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ êîíòàêòíèõ çàäà÷ íåë³-
í³éíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê // Äîï. ÀÍ ÓÐÑÐ. Ñåð. À. – 1986. – ¹ 1. – Ñ. 17–19. 

 4. Êàñòè Ä., Êàëàáà Ð. Ìåòîäû ïîãðóæåíèÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå. – Ìîñêâà: 
Ìèð, 1976. – 223 ñ. 



64 

 5. Êèò Ã. Ñ., Ìàêñèìóê À. Â. Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà â êîí-
òàêòíûõ çàäà÷àõ äëÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé // Òåîðåò. è ïðèêë. 
ìåõàíèêà. – 1997. – Âûï. 27. – Ñ. 29–35. 

 6. Ìàð÷óê Ì. Â. Óçàãàëüíåíà òåîð³ÿ ïðóæíîãî íåë³í³éíîãî äèíàì³÷íîãî äåôîðìó-
âàííÿ êîìïîçèòíèõ îáîëîíîê // Ìàòåð³àëè III Ì³æíàð. ñèìï. «Íåêëàñè÷í³ ïðîá-
ëåìè òåîð³¿ òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é òà ô³çèêî-õ³ì³÷íî¿ ìåõàí³êè 
êîìïîçèö³éíèõ ìàòåð³àë³â». – ²â.-Ôðàíê³âñüê, 1997. – Ò. 1. – Ñ. 132–138.  

 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ИНВАРИАНТНОГО ПОГРУЖЕНИЯ К РЕШЕНИЮ 
НЕЛИНЕЙНЫХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ 
 
Â ðàìêàõ îáîáùåííîé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí ({1,1}-àïïðîêñèìàöèÿ), ó÷è-
òûâàþùåé äåôîðìàöèè ñäâèãà è ïîïåðå÷íîå îáæàòèå, ðàññìîòðåíà çàäà÷à êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ æåñòêèõ øòàìïîâ ñ ïëàñòèíàìè â óñëîâèÿõ ãåîìåò-
ðè÷åñêè íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ êîíòàêò-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïóòåì ñâåäåíèÿ èõ ê íà÷àëüíûì çàäà÷àì Êîøè ìåòîäîì èíâà-
ðèàíòíîãî ïîãðóæåíèÿ. Ïîëó÷åíà ýêâèâàëåíòíàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à Êîøè, êîòîðàÿ 
ðåøåíà ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è î êîíòàêòíîì âçàèìîäåé-
ñòâèè ïàðàáîëè÷åñêîãî øòàìïà ñ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïëàñòèíêîé ïîêà-
çàíî ïðåèìóùåñòâî íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíîé ñ ó÷å-
òîì ïîäàòëèâîñòè ìàòåðèàëà ïëàñòèíû äåôîðìàöèÿì ñäâèãà è îáæàòèÿ, èññëå-
äîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ îðòîòðîïèè è ñäâèãà íà èçìåíåíèå êîíòàêòíîãî äàâ-
ëåíèÿ â çîíå êîíòàêòà.  
 
ON APPLICATION OF INVARIANT IMBEDDING METHOD TO SOLUTION 
OF NONLINEAR CONTACT PROBLEMS  
 
A numerical procedure is proposed to investigate the nonlinear deformation of anisotro-
pic plate with regard for compression interacting with a hard stamp by reducing the 
boundary-value problem to the equivalent Cauchy problem using the invariant imbed-
ding method. The geometric and nonlinear theory is used for describing the stress-strain 
state. This theory considers the deformations of displacement and pressure. The obta-
ined results of computations are presented in the form of graphs. 
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