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ПРО РОЗВ’ЯЗОК КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
У ЧАСТИННИХ ПОХІДНИХ З ІМПУЛЬСНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Íà îñíîâ³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ç âèêîðèñòàííÿì 
òåîð³¿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é íàâåäåíî ñïîñ³á ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ³ì-
ïóëüñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè òà ñèíãóëÿðíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ.  

 
Ñèñòåìà âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº ïðîöåñ òåïëîïðîâ³äíîñò³, 

ùî â³äáóâàºòüñÿ ó òîíêèõ îáîëîíêàõ ç³ çëàìàìè ï³ä ä³ºþ òåìïåðàòóðè íà-
âêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà òà äæåðåë òåïëà, ìàº âèãëÿä äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ³ìïóëüñíèìè êîåô³ö³ºíòà-
ìè òà ñèíãóëÿðíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ [15, 16]. Äëÿ çâè÷àéíèõ ë³í³éíèõ äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç êóñêîâî-ñòàëèìè òà ³ìïóëüñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè 
ðîçâ’ÿçêè áóäóâàëè â [3, 9, 10, 11], à äëÿ ÷àñòêîâî âèðîäæåíèõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ îïèñóþòü ïðîöåñ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ó êóñêîâî-îäíîð³ä-
íèõ ò³ëàõ – ó [2, 5, 6, 12, 13]. Óìîâè ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íîãî òèïó ç êóñêîâî-íåïåðåðâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè äîñë³ä-
æóâàëè â [4, 14].  

Êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç íå-
ïåðåðâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ìåòîäîì ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ðîçâ’ÿçóâàëè 
áàãàòî äîñë³äíèê³â, çîêðåìà [1, 8]. 

Íèæ÷å çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á ïîáóäîâè óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó ïî÷àò-
êîâî-ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõ³ä-
íèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ çì³ííèìè é ³ìïóëüñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè òà ñèíãó-
ëÿðíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, ÿêà îïèñóº ä³þ çîñåðåäæåíèõ ôàêòîð³â ó òî÷ö³, 
íà êðèâ³é òà â îáìåæåí³é îáëàñò³. 

Çãàäàíå ð³âíÿííÿ â çàãàëüíîìó âèãëÿä³ ìàº âèãëÿä  
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äå 1 2, , , ,mk km m i ia a b p d c c c= = +  – êîåô³ö³ºíòè ð³âíÿííÿ; , , ,s rf f f f  – 

ôóíêö³¿ â³ä êîîðäèíàò ³ ÷àñó; 1 ( , ) 0jf x xα =  ³ 2 , 0r
jf x xα =( )  – ð³âíÿííÿ êðè-

âî¿ ³ ð³âíÿííÿ ïîâåðõí³, íà ÿêèõ çîñåðåäæåí³ äæåðåëà òåïëà; ( )xδ  – 

äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà; 1, , nx x x= { }  – ïðîñòîðîâ³ êîîðäèíàòè; t  – ÷àñ; 

1, , 1, 1, ,j j nα = − + { } . 

Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t =  çàäàíî ðîçïîä³ë øóêàíî¿ ôóíêö³¿ 

 ( , ) ( ,0)w x t w x= . (2) 

Ãðàíè÷í³ óìîâè ùîäî êîîðäèíàòè jx  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 
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w ww w
x x

= =

∂ ∂   ψ + χ = ϕ ψ + χ = ϕ   ∂ ∂   
. (3) 

Òóò , , ,a b a bψ ψ χ χ  – êîåô³ö³ºíòè; ,a bϕ ϕ  – çàäàí³ ôóíêö³¿; a  ³ b  – ãðàíèö³ 

çì³íè jx . Çà ³íøèìè çì³ííèìè xα  ïðèéìàºìî àíàëîã³÷í³ ãðàíè÷í³ óìîâè.  
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Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó áóäåìî ðîçâ’ÿçóâàòè â êëàñ³ óçàãàëüíåíèõ 

ôóíêö³é 0K  [7, 15, 16] ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ç ïî-
áóäîâîþ àëãîðèòìó ôîðìóâàííÿ ôóíêö³¿ ÿäðà. Ïðè öüîìó âðàõîâóºìî, ùî 
âñ³ ôóíêö³¿ ìàþòü âëàñòèâîñò³, çà ÿêèõ òàê³ ïåðåòâîðåííÿ º ìîæëèâèìè. 

Ð³âíÿííÿ (1) ïåðåòâîðèìî â äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ³íòåã-
ðàëüíîãî çîáðàæåííÿ  
 1 1 1( , , , , , , , )j j nw x x x x t− +γ =   

 1( , , , , , ) ( , ) ( )
b

j n j j j
a

w x x x t x x dx= γ ρ∫ K   (4) 

øóêàíî¿ ôóíêö³¿ w  çà çì³ííîþ jx , äå çì³ííà γ , âçàãàë³ êàæó÷è, êîìïëåêñ-

íà. ßäðî ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ( , )jx γK  íà ïðîì³æêó ja x b< <  âè-

çíà÷èìî ç çàäà÷³ Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ, ñôîðìóëüîâàíî¿ ó òåðì³íàõ çá³æíîñò³ 
â ñåðåäíüîìó [8, 17]:  
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ùî ãðàíèö³ a  ³ b  çì³íè jx  íå çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â xα . Ðîçâ’ÿçêîì ð³â-

íÿííÿ (5) º ôóíêö³¿, ÿêà çàëåæàòü â³ä 2ω . Çàäîâîëüíèâøè ãðàíè÷í³ óìîâè 
(6), çíàõîäèìî íåñê³í÷åííî çðîñòàþ÷ó ïîñë³äîâí³ñòü äîäàòíèõ âëàñíèõ ÷èñåë 

2 2 2
1 2 3ω < ω < ω <  çàäà÷³ (5), (6). Êîæíîìó âëàñíîìó ÷èñëó 2

γω  â³äïîâ³äàº îä-

íà âëàñíà ôóíêö³ÿ ( ) ( , )j jx xγ = γK K . 

Ó âèïàäêó, êîëè çà çì³ííîþ ïåðåòâîðåííÿ jx  âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïåð³-

îäè÷íîñò³ 
j j

a a b b
x a x bj jx x= =

∂ ∂   ψ + χ = ψ + χ   ∂ ∂   
K KK K , êîæíîìó âëàñíîìó ÷èñ-

ëó â³äïîâ³äàº íå îäíà, à äâ³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ âëàñí³ ôóíêö³¿, ÿê³ ïîâèíí³ 
çàäîâîëüíÿòè óìîâè âçàºìíî¿ îðòîãîíàëüíîñò³ [8]. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñò³ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é òà çàñòîñîâóþ÷è 
³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ (4) çà çì³ííîþ jx  ç âèçíà÷åíèì ÿäðîì γK  ³ âàãî-

âîþ ôóíêö³ºþ ρ  äî ð³âíÿííÿ (1) ³ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè (2), îäåðæèìî çàäà÷ó 
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ãðàíè÷íèõ óìîâ (3), â³äïîâ³äíî âèçíà÷àºìî çà îäí³ºþ ³ç ôîðìóë 
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Äëÿ òîãî ùîá ïåðåòâîðèòè ð³âíÿííÿ (7) ó çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå 
ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî çì³ííî¿ t , ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ð³çí³ ìåòîäè çà çì³ííèìè 
xα  (íàïðèêëàä, Ôóð’º, ôóíêö³é ¥ð³íà). Íàäàë³ äî (7) çà êîæíîþ çì³ííîþ xα  

çàñòîñóºìî ñê³í÷åííå ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ çà àíàëîã³ºþ, ÿê äëÿ jx , 

ïîïåðåäíüî âèçíà÷èâøè ôóíêö³¿ ÿäåð, ÿê³ çàäîâîëüíÿëè áè ãðàíè÷í³ óìîâè 
çà öèìè çì³ííèìè. Â ðåçóëüòàò³ çàñòîñóâàííÿ òàêèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî 
çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ çà ÷àñîì 
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äå w∗  – çîáðàæåííÿ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ w  ï³ñëÿ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü 
çà çì³ííèìè jx  òà xα ; 1P  – ïîë³íîì, ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç ñóìè 1n −  âëàñíèõ 

çíà÷åíü ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ çà êîæíîþ ³ç çì³ííèõ xα ; 4L  – îïåðà-

òîð ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çà çì³ííèìè xα .  

Ðîçâ’ÿçàâøè ð³âíÿííÿ (9) â³äíîñíî ÷àñó òà çàäîâîëüíèâøè ïî÷àòêîâó 
óìîâó (8), îäåðæèìî  
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äå  

 2 0
2 1 4,       ( , ,0)P P w L w x∗

γ α= + ω = γ . 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íåîáõ³äíî âèêîíàòè îáåðíåí³ ³íòåã-
ðàëüí³ ïåðåòâîðåííÿ çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè. 
 ßêùî ôóíêö³ÿ ( , )w x t  òàêà, ùî ³íòåãðàë 
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³ñíóº ³ ð³âíîì³ðíî îáìåæåíèé â³äíîñíî ñóêóïíîñò³ âñ³õ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â 
xα , òî âîíà ìîæå áóòè ïîäàíà ðÿäîì 

 1 1 1
0

( , ) ( , , , , , , , ) ( )j j n jw x t w x x x x t x
∞

− + γ
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= γ∑ K  , (11) 

äå w  âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (4). Òóò ð³âí³ñòü ðîçóì³ºìî â ñåíñ³ çá³æ-
íîñò³ â ñåðåäíüîìó. 

Çàñòîñóºìî äî âèðàçó (10) îáåðíåí³ ³íòåãðàëüí³ ïåðåòâîðåííÿ ç îïåðà-
òîðîì 5L  (îáåðíåíèì äî 4L ) çà âñ³ìà ïàðàìåòðàìè ïåðåòâîðåíü, ùî óòâî-

ðèëèñÿ âíàñë³äîê ïðÿìîãî ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ 4L  çà êîîðäèíàòàìè 
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Çàñòîñóâàâøè äî ñï³ââ³äíîøåííÿ (12) îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ (11), 
îäåðæèìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3) ó âèãëÿä³ 
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Ó ïðàâó ÷àñòèíó ðîçâ’ÿçêó (13) âõîäÿòü íåâ³äîì³ çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 

( , )w x t  ³ ¿¿ ïîõ³äíî¿ 
( , )

j

w x t
x

∂
∂

 íà ë³í³ÿõ i
j jx x= . Ùîá âèçíà÷èòè ¿õ, çàïèøåìî 

ôóíêö³þ w  ç ð³âíîñò³ (13) ³ ¿¿ ïîõ³äíó 
j

w
x

∂
∂

 â óçàãàëüíåíîìó ñåíñ³ íà ë³í³ÿõ 

i
j jx x= . Â ðåçóëüòàò³ îäåðæèìî ñèñòåìó 2p  ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó 

Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó äëÿ çíàõîäæåííÿ 2p  íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ôóíêö³é 

( , ) i
j jx x

w x t
=

 òà ¿õ ïîõ³äíèõ 
( , )

i
j jx xj

w x t
x =

∂
∂

, 1, ,i p=  , ÿêà ìàº âèãëÿä 

 5 4
0 10

( , )
( , ) i

j j i
j j

t p

x x a b i
x xji

w x
w x t L L N N p

x

∞

=
=γ = =

∂ τ  = − − +   ∂ 
∑ ∑∫  
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1

( , ) ,i
j j

b p
i i s s s

x xi j j j j
sa

d w x x x f x x x x= γ α α
=

 + τ ρ + δ − − +  
∑∫K ( ) ( ) ( )  

 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( ) ( )
qd

r r
j j j j j

r

f f x x f f x x x x dxα α γ
= =

+ δ + δ ρ +
∑ ∑ K( ) ( ) 


 

 0
2 2exp ( ) exp ( ) i

jf P t d w P t x∗
γ

 + τ − τ + − 
 

K( ) ( ) , 

 5 4
0 10

( , ) ( , )
i i

j j j j

t p

i
x x x xj j ji

w x t w x
L L p

x x x

∞

= =γ = =

∂ ∂ τ   ∂= − +   ∂ ∂ ∂  
∑ ∑∫  

 
1

( , ) ,i
j j

b p
i i s s s

x xi j j j j
sa

d w x x x f x x x x= γ α α
=

 + τ ρ + δ − − +  
∑∫K ( ) ( ) ( )  

 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( ) ( )
qd

r r
j j j j j a

r

f f x x f f x x x x dx Nα α γ
= =

+ δ + δ ρ + −
∑ ∑ K( ) ( ) 


  

 0
2 2exp ( ) exp ( ) ( )

i
j j

b j
x x

N f P t d w P t x∗
γ

=

  − + τ − τ + −  
  

K( ) . (14)  

Ï³äñòàâèâøè çíàéäåí³ çíà÷åííÿ ( , ) i
j jx x

w x t
=

 òà 
( , )

i
j jx xj

w x t
x =

∂
∂

 ç ñèñòåìè 

³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (14) ó âèðàç (13), îäåðæèìî óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ (1)–(3). 

Àíàëîã³÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê ó âèïàäêó ñòàö³îíàðíî¿ êðàéî-
âî¿ çàäà÷³, àëå òîä³ äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ³ ¿õí³õ ïîõ³äíèõ íà 

ë³í³ÿõ i
j jx x=  îòðèìàºìî ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü 

 5 4
0 1

( )
( ) i

ij j
j j

p

a b ix x x xji

w x
w x L L N N p

x

∞

= =γ = =

∂  = − − +   ∂ 
∑ ∑  

 
1

( ) ,i
j j

b p
i i s s s

i j j j jx x
sa

d w x x x f x x x xγ α α=
=

 + ρ + δ − − +  
∑∫K ( ) ( ) ( )  

 1 2
1 1

( , ) ( , )
qd

r r
j j

r

f f x x f f x xα α
= =

+ δ + δ ×
∑ ∑ 


( ) ( )  

 ( ) ( ) i
j j j jx x dx f xγ γ

 × ρ +  
 

K K ( ) , 

 5 4
0 1

( ) ( )
i i

j j j j

p

i
x x x xj j ji

w x w x
L L p

x x x

∞

= =γ = =

∂ ∂   ∂= − +   ∂ ∂ ∂  
∑ ∑  

 
1

( ) ,i
j j

b p
i i s s s

i j j j jx x
sa

d w x x x f x x x xγ α α=
=

+ ρ + δ − − + 
∑∫K ( ) ( ) ( )  

 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( ) ( )
qd

r r
j j j j j

r

f f x x f f x x x x dxα α γ
= =

+ δ + δ ρ +∑ ∑ K( ) ( ) 


 

 ( )
i

j j

a b j
x x

N N f xγ
=

 + − +  
 
K , 

ïðè÷îìó ¿õ ê³ëüê³ñòü ñï³âïàäàòèìå ç ê³ëüê³ñòþ ë³í³é i
j jx x=  äëÿ êîæíî¿ ³ç 

ôóíêö³é. 
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ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî íåñòàö³îíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ 
ñê³í÷åííî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè äîâæèíè l  ³ ðàä³óñà R  ç³ çëàìîì óçäîâæ 
åêâàòîð³àëüíîãî ïåðåòèíó 1 10x x= , ÿêà çíàõîäèòüñÿ â òåïëîâîìó êîíòàêò³ ç 

íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì òåìïåðàòóðè 1 2( , , )ct x x t+ . Ââåäåìî áåçðîçì³ðí³ 

êîîðäèíàòè 1x
x

R
= , 2xβ = , 

2
at
R

τ = . Òîä³ ìàºìî [12, 15, 16] 

– ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³: 

 1
1 1 1 2 0 1

( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )c

T x
T x T x T x x x t x+∂ β τ

∆ β τ − β τ + η β τ δ − − = − β τ
∂τ

æ æ , 

 2
2 2 2 1 0

( , , )
( , , ) ( , , ) 3 ( , , ) ( ) 0

T x
T x T x T x x x

∂ β τ
∆ β τ − β τ + η β τ δ − − =

∂τ
æ ; (15)  

– êðàéîâ³ óìîâè: 

 1 2

(0, , ) ( , , )
(0, , ) 0,        ( , , ) 0i i

i i

T T
b T b T

x x
∂ β τ ∂ β τ

− β τ = + β τ =
∂ ∂


 ,  

 ( , , ) ( , 2 , ),      1,2i iT x T x n iβ τ = β + π τ = , 

 0( , , 0) ( , )i iT x T xβ = β . (16) 

Òóò iæ , ib , η , a  – òåïëîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó; 10
0

x
x

R
= ; 

l
R

= ; 
2 2

2 2x
∂ ∂∆ = +

∂ ∂β
.  

Çã³äíî ç çàïðîïîíîâàíèì ñïîñîáîì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ çàñòîñó-
ºìî ñê³í÷åííå ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ (4) ñïî÷àòêó çà êîîðäèíàòîþ x , à 

ïîò³ì – çà β . ßäðî 11( ) cos sinn n n
n n

b
p x p x p x

c p
 = +  

K  ³íòåãðàëüíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ  

 
0

( , , ) ( , , ) ( )i n i nT p T x p x dx∗ β τ = β τ∫ K


 (17) 

çà çì³ííîþ x  âèçíà÷èìî ç çàäà÷³ Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ (5), (6), ÿêà â öüîìó 
âèïàäêó íàáóäå âèãëÿäó  

 
2

2
0p

x
∂ + =
∂

K K , (18) 

 1 2
0

0,        0
x x

b b
x x= =

∂ ∂− = − =
∂ ∂
K KK K


, (19) 

äå 2 2 2
1 12 2

2
n n

n

b
c p b b

p b
 = + + +  +

( )   – íîðìóþ÷èé ìíîæíèê, à np  – äîäàòí³ 

êîðåí³ ð³âíÿííÿ 1 22
2 2

1tg ( )p p b b
p b b

= +
−

 .  

Çà çì³ííîþ β  âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïåð³îäè÷íîñò³. Òîìó ðîçâ’ÿçêàìè â³ä-
ïîâ³äíî¿ çàäà÷³ Øòóðìà – Ë³óâ³ëëÿ áóäóòü äâ³ ñèñòåìè ë³í³éíî íåçàëåæíèõ 

âëàñíèõ ôóíêö³é 2
1 cosm m= β
π

K , 2 1
1 sinm m− = β
π

K , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü 

óìîâè âçàºìíî¿ îðòîãîíàëüíîñò³ òà â³äïîâ³äàþòü îäíîìó é òîìó æ âëàñíîìó 

÷èñëó 2m , à ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ ìàòèìå âèãëÿä 
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2

,
0

2 ,
( , , ) ( , , ) ( ) ,       

2 1.i n i n

m
T p m T p d

m

π
∗ ∗

γ γ


τ = β τ β β γ = 
−

∫ K  (20) 

Ï³ñëÿ çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü (17), (20) äî çàäà÷³ (15), (16) îäåðæèìî 
çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çà ÷àñîì: 

 1, 2
1 1, 2, 0 0 1 ,

( , , )
( , , ) ( , , ) ( )n

nm n n c

dT p m
T p m T x m p x t

d

∗
γ ∗ ∗ +∗

γ γ γ

τ
+ σ τ = η τ +

τ
K æ , 

 2, 2
2 2, 1, 0 0

( , , )
( , , ) 3 ( , , ) ( )n

nm n n

dT p m
T p m T x m p x

d

∗
γ ∗ ∗

γ γ

τ
+ σ τ = η τ

τ
K , (21) 

 2 2 2
, 0,( , ,0) ( , ),        i n i n nmi n iT p m T p m p m∗
γ γ= σ = + + æ . 

Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó (21) òà çàñòîñóâàâøè äî çíàéäåíîãî ðîçâ’ÿçêó 
îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ (11) çà çì³ííîþ x , îäåðæèìî  

 2
1, 10, 1 2, 0 0

1 0

( , , ) ( , ) exp ( , , ) ( )n nm n
n

T x m T p m T x m p x
τ∞

γ γ γ
=

τ = − σ τ + η ξ +


∑ ∫ K( ) [  

 2 1
1 , 1( , , ) exp ( ) cos sinc n nm n n

n

b
t p m d p x p x

p
+∗
γ

  + τ − σ τ − ξ ξ +   
æ ] [ ] , 

 2
2, 20, 2 1, 0 0

1 0

( , , ) ( , ) exp 3 ( , , ) ( )n nm n
n

T x m T p m T x m p x
τ∞

γ γ γ
=

τ = − σ τ + η ξ ×


∑ ∫ K( )  

 2 1
2exp ( ) cos sinnm n n

n

b
d p x p x

p
  × −σ τ − ξ ξ +   

[ ] .  (22) 

Ï³äñòàâèâøè â ð³âíîñò³ (22) çíà÷åííÿ 0x x= , îäåðæóºìî ñèñòåìó ³íòåã-

ðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é , 0( , , )iT x mγ τ :  

 1, 0 2, 0 0
1 0

( , , ) ( , , ) ( )n
n

T x m T x m p x
τ∞

γ γ
=

τ − η ξ +


∑ ∫ K[  

 2
1 , 1( , , ) exp ( )c n nmt p m d+∗

γ+ τ −σ τ − ξ ξ +æ ] [ ]  

 2 1
10, 1 0 0( , ) exp cos sin 0n nm n n

n

b
T p m p x p x

pγ
  + −σ τ + =   

( ) , 

 2
2, 0 1, 0 0 2

1 0

( , , ) 3 ( , , ) ( ) exp ( )n nm
n

T x m T x m p x d
τ∞

γ γ
=

τ − η ξ − σ τ − ξ ξ +


∑ ∫ K [ ]  

 2 1
20, 2 0 0( , ) exp cos sin 0n nm n n

n

b
T p m p x p x

pγ
  + −σ τ + =   

( ) .  

Ï³äñòàâèâøè çíàéäåí³ âåëè÷èíè , 0( , , )iT x mγ τ  â ï³ä³íòåãðàëüí³ âèðàçè ïðàâî¿ 

÷àñòèíè (22) òà çàñòîñóâàâøè îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ (11) çà çì³ííîþ β , 
îäåðæèìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (15), (16) ó âèãëÿä³ 

 ,2 ,2 1
0

( , , ) ( , , ) cos ( , , ) sini i m i m
m

T x T x m m T x m m
∞

−
=

β τ = τ β + τ β∑ [ ] . 

Ó âèïàäêó ñòàö³îíàðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ 

ôóíêö³é , 0( , )iT x mγ  îòðèìàºìî ñèñòåìó àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü 



54 

 1, 0 2, 0 0
11

1( , ) ( , ) ( )n
nmn

T x m T x m p x
∞

γ γ
=

= η +
σ∑ K[  

 1
1 , 0 0( , ) cos sinc n n n

n

b
t p m p x p x

p
+∗
γ

 + +  
æ ] , 

 0 1
2, 0 1, 0 0 0

21

( )
( , ) 3 ( , ) cos sinn

n n
nm nn

p x b
T x m T x m p x p x

p

∞

γ γ
=

 = η +  σ∑
K

. 

Íåõòóþ÷è ïðîì³æíèìè ôîðìóëàìè, íàâåäåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

 ,2 ,2 1
0

( , ) ( , ) cos ( , ) sini i m i m
m

T x T x m m T x m m
∞

−
=

β = β + β∑ [ ] , 

äå 

 1, 2, 0 0
11

1( , ) ( , ) ( )n
nmn

T x m T x m p x
∞

γ γ
=

= η +
σ∑ K[  

 1
1 , ( , ) cos sinc n n n

n

b
t p m p x p x

p
+∗
γ

 + +  
æ ] , 

 1
2, 1, 0 0

21

1( , ) 3 ( , ) ( ) cos sinn n n
nm nn

b
T x m T x m p x p x p x

p

∞

γ γ
=

 = η +  σ∑ K . 

Îòæå, ðîçðîáëåíî àíàë³òè÷íèé ñïîñ³á ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷-
íî¿ çàäà÷³ äëÿ ÷àñòêîâî âèðîäæåíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íî-
ãî òèïó. Ñïîñ³á áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ òåîð³¿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é ³ 
ñê³í÷åííèõ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ç àëãîðèòìîì ôîðìóâàííÿ ôóíêö³¿ 
ÿäðà òà äîçâîëÿº íåñòàö³îíàðíó çàäà÷ó çâåñòè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó çà ÷àñîì, à ñòàö³îíàðíó 
– äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Ïðî åôåêòèâ-
í³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ñïîñîáó ñâ³ä÷èòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
äëÿ ñê³í÷åííî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç³ çëàìîì. 
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О РЕШЕНИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ С ИМПУЛЬСНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåî-
ðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïðèâåäåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è 
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èì-
ïóëüñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñèíãóëÿðíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.  
 
SOLUTION OF BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR PARTIAL DIFFERENTIAL  
EQUATIONS WITH IMPULSE COEFFICIENTS 
 
On the base of finite integral transforms method using the generalized functions the 
approach to solving the boundary-value problem for the second order partial differen-
tial equation with impulse coefficients and singular right part is proposed. 
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