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Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâÿçàííûõ òåðìîóïðóãèõ êîëåáàíèé èçî-
òðîïíûõ ïëàñòèí. Ïëîñêèå ãðàíè ïëàñòèí ïîêðûòû äèàôðàãìîé è ïîääåðæè-
âàþòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå èëè òåïëîèçîëèðîâàíû. Ìåòîäîì È. È. Âî-
ðîâè÷à ïîëó÷åíû îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ òåîðèè óïðó-
ãîñòè. Ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê èíòåãðèðîâàíèþ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ìåòà-
ãàðìîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îáçîð èññëåäîâàíèé â îáëàñòè îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè òåðìî-
óïðóãîñòè èçîòðîïíûõ è àíèçîòðîïíûõ òåë ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèÿõ [3�6]. Äëÿ
ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, â òîì ÷èñëå ðàññìàòðèâàåìûõ
íèæå, îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îäíîðîäíûõ ðåøåíèé. Â ðàáîòå
[2] ïîëó÷åíû äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ â çàäà÷å ñâÿçàííûõ òåðìîóïðóãèõ
êîëåáàíèÿõ èçîòðîïíîé ïëàñòèíû, ïëîñêèå ãðàíè êîòîðîé ñâîáîäíû îò íà-
ïðÿæåíèé. Ñèìâîëè÷åñêèì ìåòîäîì À. È. Ëóðüå â ñòàòüå [7] çàäà÷à ñâåäåíà
ê äâóìåðíîé è ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ òîíêèõ
ïëàñòèí. Äðóãèå âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïëîñêèõ ãðàíÿõ ïëàñòèíû
äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ â ðàìêàõ ìåòîäîâ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé íå ðàññìàò-
ðèâàëèñü.

Çäåñü ïîëó÷åíû îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé òåðìîóïðóãî-
ñòè äëÿ èçîòðîïíûõ ïëàñòèí, ïëîñêèå ãðàíè êîòîðûõ ïîêðûòû äèàôðàãìîé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ïëàñòèíó òîëùèíîé 2h,
îñëàáëåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîëîñòÿìè è îãðàíè÷åííóþ ïëîñêèìè ãðàíÿìè
è öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ïîëîñòåé. Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò ox̃1 x̃2 x̃3 òàê, ÷òîáû ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü ïëàñòèíû x̃3 = 0 ñîâïà-
äàëà ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ ox̃1 x̃2. Íàðÿäó ñ êîîðäèíàòàìè x̃i

(i = 1, ..., 3) ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû

x1 = x̃1/R, x2 = x̃2/R, x3 = λ−1x̃3/R, λ = h/R,

ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïëàñòèíû.
Íà òîðöàõ ïëàñòèíû x3 = ±1 áóäåì ïðåäïîëàãàòü çàäàííûìè ñëåäóþùèå

ìåõàíè÷åñêèå:

σ33(x1, x2, ±1) = 0, uj(x1, x2, ±1) = 0 (j = 1, 2), (1)

è òåïëîâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

u4(x1, x2, ±1) = 0 (2)

èëè
∂3u4(x1, x2, ±1) = 0, (3)

ãäå uj , σ33, u4 � àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è òåìïe-
ðàòóðû; ∂3 � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé x3. Óñëîâèÿ (1) ñîîòâåòñòâóþò
ñëó÷àþ, êîãäà ïëîñêèå ãðàíè ïëàñòèíû ñâÿçàíû ñ äèàôðàãìîé, æåñòêîé â
ñâîåé ïëîñêîñòè è ãèáêîé â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê íåé íàïðàâëåíèè. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2), (3) ïîíÿòåí.
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Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé [5]

∂2
3ui + (λ2D2 + ω2

1)ui + λ2ν1∂i(∂1u1 + ∂2u2) + λν1∂i∂3u3 =λ2(3ν1 − 1)∂iu4,

(1 + ν1)∂2
3u3 + (λ2D2 + ω2

1)u3 + λν1∂3(∂1u1 + ∂2u2)=λ(3ν1 − 1)∂3u4,

∂3u4 + (λ2D2 + i ω2)u4 + i ω3(∂1u1 + ∂2u2 + λ−1∂3u3) = 0 (i = 1, 2) (4)
ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (1), (2) èëè (1), (3) è óðàâíåíèé Äþàìåëÿ�Íåéìàíà

σ11 = νν1e + ∂1u1 − (1 + ν) ν1u4, 2σ12 = ∂2u1 + ∂1u2,

σ22 = νν1e + ∂2u2 − (1 + ν) ν1u4, 2σ13 = ∂1u3 + λ−1∂3u1,

σ33 = νν1e + λ−1∂3u3 − (1 + ν) ν1u4, 2σ23 = ∂2u3 + λ−1∂3u2. (5)
Çäåñü

∂i = ∂/∂xi (i = 1, 2, 3), D2 = ∂2
1 + ∂2

2 , ν1 = (1− 2ν)−1,

e = ∂1u1 + ∂2u2 + λ−1∂3u3, ui = ũi/R, σij = σ̃ij/(2G),

u4 = αt(T − T0), ω2
1 = ρω2h2G−1, ω2 = ωh2 æ −1 , ω3 = ωh2ηαt.

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ îáùåïðèíÿòûìè.
2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïîëÿ è â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïîëóîáðàòíûì ìåòîäîì È. È. Âîðîâè÷à àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóðû ïðåäñòàâèì ñóììîé âèõðåâîãî è ïîòåíöèàëüíîãî
ñîñòîÿíèé

ui = uiâ + uin (i = 1, ..., 4).

Âèõðåâîå ðåøåíèå èìååò âèä

u1â (x1, x2, x3) = p (x3) ∂2B(x1, x2),

u2â = −p (x3) ∂1B(x1, x2),

u3â (x1, x2, x3) = 0, u4â (x1, x2, x3) = 0 (6)
è ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [1]. Ïîýòîìó èç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (1), óðàâíåíèé (4) è âûðàæåíèé (6) ñëåäóåò

u1â =
∞∑

k=1

P ±
k (x3) ∂2B

±
k (x1, x2), u2â = −

∞∑

k=1

P ±
k (x3) ∂1B

±
k (x1, x2),

u3â = u4â = 0. (7)
Çäåñü ôóíêöèè B±

k ÿâëÿþòñÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêèìè

λ2D2B±
k (x1, x2) =

(
(δ−k )2 − ω2

1

)
B±

k , (8)

à ñîáñòâåííûå ôóíêöèè P±k (x3) èìåþò âèä

P +
k (x3) = cos δ +

k x3, P −
k (x3) =

(
sin δ−k x3

)
/δ−k ,

δ−k = π k, δ +
k = (k − 0, 5) π.

Çíàêè ”+� è ”�� îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ñèììåòðè÷íûì è àíòèñèììåò-
ðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè x3 = 0 âèäàì êîëåáàíèé ïëàñòèíû.

Ïîòåíöèàëüíîå ðåøåíèå áóäåì íàõîäèòü, èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèé

u1n = n (x3) ∂1C(x1, x2), u2n = n (x3) ∂2C(x1, x2),
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u3n = q (x3)C(x1, x2), u4n = λ−2t (x3)C(x1, x2). (9)
Òîãäà èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9) ñëåäóåò, ÷òî

ôóíêöèÿ C(x1, x2) ÿâëÿåòñÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêîé

λ2D2C(x1, x2)− γ2C(x1, x2) = 0,

à ôóíêöèè n(x3), q(x3), t(x3) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

n′′ +
[
(1 + ν1) γ2 + ω2

1

]
n + λν1 q′ − (3ν1 − 1) t = 0,

(1 + ν1) q′′ +
(
γ2 + ω2

1

)
q + λ−1ν1 γ2n′ − λ−1(3ν1 − 1) t′ = 0,

t′′ +
(
γ2 + iω2

)
t + iω3γ

2n + iλω3 q′ = 0. (10)
Çäåñü γ � ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå ñèñòåìû (10) èìååò âèä

a1k
6 + a2k

4 + a3k
2 + a4 = 0, (11)

â êîòîðîì

a1 = (1 + ν1); a2 = 3γ2(1 + ν1) + ω2
1(2 + ν1) + i [ω2(1 + ν1) + ω3(3ν1 − 1)];

a3 = 3γ4(1 + ν1) + 2γ2
[
ω2

1(2 + ν1) + i (ω2(1 + ν1) +

+ ω3(3ν1 − 1))] + ω4
1 + i ω2

1 [ω2(2 + ν1) + ω3(3ν1 − 1)];

a4 = γ6(1 + ν1) + γ4
[
ω2

1(2 + ν1) + i (ω2(1 + ν1) + ω3(3ν1 − 1))
]
+

+γ2ω2
1

[
ω2

1 + i (ω2(2 + ν1) + ω3(3ν1 − 1))
]
+ i ω2

1ω2.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (10) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ êîðíåé ki óðàâíåíèÿ
(11) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

n+(x3) = H +
1 ch k1x3 + H +

2 ch k2x3 + H +
3 ch k3x3,

n−(x3) = H −
1 sh k1x3 + H −

2 sh k2x3 + H −
3 sh k3x3,

q+(x3) = Q+
1 sh k1x3 + Q+

2 sh k2x3 + Q+
3 sh k3x3,

q−(x3) = Q−
1 ch k1x3 + Q−

2 ch k2x3 + Q−
3 ch k3x3,

t+(x3) = T +
1 ch k1x3 + T +

2 ch k2x3 + T +
3 ch k3x3,

t−(x3) = T −
1 sh k1x3 + T −

2 sh k2x3 + T −
3 sh k3x3. (12)

Êîýôôèöèåíòû Q±
i è T ±

i â ñîîòíîøåíèÿõ (12) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñ-
íîâíûå H ±

i ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q±
i = λ−1kiH

±
i , T ±

i = diH
±
i ,

di =
(1 + ν1)(γ2 + k2

i )2 + ω2
1

(
(2 + ν1)(γ2 + k2

i ) + ω2
1

)

(3ν1 − 1)(γ2 + k2
i + ω2

1)
. (13)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1), (2) è âûðàæåíèé (9) ñëåäóåò, ÷òî

n(±1) = 0, q′(±1) = 0, t(±1) = 0. (14)

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (12) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (14), ïîëó÷èì îäíî-
ðîäíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñèììåòðè÷íûõ

H +
1 ch k1 + H +

2 ch k2 + H +
3 ch k3 = 0,
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H +
1 k2

1 sh k1 + H +
2 k2

2 sh k2 + H +
3 k2

3 sh k3 = 0,

H +
1 d1 ch k1 + H +

2 d2 ch k2 + H +
3 d3 ch k3 = 0; (15)

è àíòèñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû

H −
1 sh k1 + H −

2 sh k2 + H −
3 sh k3 = 0,

H −
1 k2

1 ch k1 + H −
2 k2

2 ch k2 + H −
3 k2

3 ch k3 = 0,

H −
1 d1 sh k1 + H −

2 d2 sh k2 + H −
3 d3 sh k3 = 0. (16)

Îïðåäåëèòåëè ∆± ñèñòåì (15), (16) èìåþò âèä

∆+ = [k2
1(d2 − d3) + k2

2(d3 − d1) + k2
3(d1 − d2)] ch k1 ch k2 ch k3, (17)

∆− = [k2
1(d2 − d3) + k2

2(d3 − d1) + k2
3(d1 − d2)] sh k1 sh k2 sh k3. (18)

Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì (15), (16)
è ñîîòíîøåíèé (17), (18) ïîëó÷èì äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ± :

ch k1 ch k2 ch k3 = 0, (19)

sh k1 sh k2 sh k3 = 0. (20)
Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà êîðíåé k1p, k2p, k3p óðàâíåíèé (19), (20) íàõîäÿòñÿ

â ÿâíîì âèäå. Çàâèñèìîñòü ìåæäó êâàäðàòàìè êîðíåé k2
i áèêóáè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ (11) è γ ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì Êàðäàíî. Â
ðåçóëüòàòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ γ±p ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè.

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû H±
i íàéäåì èç ñèñòåìû (15), (16):

H +
2 = H +

1 (k2
1 − k2

3)(ch k1 ch k3)/h+
1 ,

H +
3 = H +

1 (k2
2 − k2

1)(ch k1 ch k2)/h+
1 ,

H −
2 = H −

1 (k2
1 − k2

3)(sh k1 sh k3)/h−1 ,

H −
3 = H −

1 (k2
2 − k2

1)(sh k1 sh k3)/h−1 ,

h+
1 = (k2

3 − k2
2) ch k2 ch k3, h−1 = (k2

3 − k2
1) sh k2 sh k3.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè n±(x3), q±(x3), t±(x3) îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëÿ H±

1 , îòëè÷íîãî îò íóëÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
H±

1 = 1.
Êàæäîìó êîðíþ γ ±p ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíû H ±

ip , d±ip , k±ip , h±1p (i =
= 1, 2, 3) è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè n±p (x3), q±p (x3), t±p (x3). Ïîýòîìó ïîòåíöè-
àëüíîå ðåøåíèå â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1), (2) èìååò âèä

u±1n(x1, x2, x3) =
∞∑

p=1

n±p (x3) ∂1C
±
p (x1, x2),

u±2n(x1, x2, x3) =
∞∑

p=1

n±p (x3) ∂2C
±
p (x1, x2),

u±3n(x1, x2, x3) =
∞∑

p=1

q±p (x3)C ±
p (x1, x2),

u±4n(x1, x2, x3) = λ−2
∞∑

p=1

t±p (x3)C ±
p (x1, x2). (21)
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Çäåñü ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè C±p (x1, x2) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ

D2C±p − (
γ±p

)2
λ−2C±p = 0. (22)

Â ñëó÷àå òåïëîèçîëèðîâàííûõ ïëîñêèõ ãðàíåé ïëàñòèíû àëãîðèòì ïîëó-
÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî ðåøåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ.

Ïîëó÷åííûå îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò òî÷íî óðàâíåíèÿì óñòà-
íîâèâøèõñÿ òåðìîóïðóãèõ êîëåáàíèé (4) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïëîñêèõ
ãðàíÿõ ïëàñòèíû. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êðàåâûì óñëîâèÿì íà áîêîâîé ïîâåð-
õíîñòè ïëàñòèíû íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (8), (22) è
èçâåñòíûìè ïðèáëèæåííûìè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð,
ìåòîäîì ðÿäîâ Ôóðüå.
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ÎÄÍÎÐIÄÍI ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÒÐÈÂÈÌIÐÍÈÕ ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ
ÇÀÄÀ× IÇÎÒÐÎÏÍÈÕ ÏËÀÑÒÈÍ IÇ ÃÐÀÍÈ×ÍÈÌÈ
ÓÌÎÂÀÌÈ ÒÈÏÓ ÄIÀÔÐÀÃÌÈ

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òðèâèìiðíà çàäà÷à çâ'ÿçàíèõ òåðìîïðóæíèõ êîëèâàíü içîòðîïíèõ
ïëàñòèí. Ïëîñêi ãðàíi ïëàñòèí ïîêðèòi äiàôðàãìîþ i ïiäòðèìóþòüñÿ ïðè íóëüîâié
òåìïåðàòóði àáî òåïëîiçîëüîâàíi. Ìåòîäîì I. I. Âîðîâè÷à îòðèìàíî îäíîðiäíi ðîç-
â'ÿçêè äëÿ äàíîãî êëàñó çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíîñòi. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i çâåäåíî äî
iíòåãðóâàííÿ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ìåòàãàðìîíi÷íèõ ðiâíÿíü.

HOMOGENEOUS SOLUTIONS OF 3D DYNAMIC PROBLEMS
OF ISOTROPIC PLATES WITH BOUNDARY
CONDITIONS OF DIAPHRAGM TYPE

In article the three-dimensional problem connected thermoelastic oscillations of isotropic
plates is considered. Flat sides of plates are covered with a diaphragm and supported at
zero temperature or thermoisolated. Homogeneous solutions for the given class of problems
of the theory of elasticity are received by I. I. Vorovich method. The solution of a problem
is reduced to integration of countable set of the metaharmonious equations.
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