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ÏÐÎ IÒÅÐÀÖIÉÍI ÌÅÒÎÄÈ Â ÓÌÎÂÀÕ
ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI ÇÀ ÃÅËÜÄÅÐÎÌ ÏÎÄIËÅÍÈÕ
ÐIÇÍÈÖÜ ÄÐÓÃÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ äâîõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ íüþòîíiâñüêîãî òèïó, ÿêi
âèêîðèñòîâóþòü àïðîêñèìàöiþ ïîõiäíî¨ Ôðåøå âiä íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïî-
äiëåíèìè ðiçíèöÿìè àáî ¨õ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ. Ïðè öüîìó âèâ÷åíî ëîêàëüíó
òà íàïiâëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäiâ â óìîâàõ íåïåðåðâíîñòi çà Ãåëüäåðîì
ïîäiëåíèõ ðiçíèöü äðóãîãî ïîðÿäêó. Âñòàíîâëåíî çàëåæíiñòü ïîðÿäêó çáiæíîñ-
òi ìåòîäiâ âiä êîíñòàíòè Ãåëüäåðà. Íàâåäåíî ÷èñëîâèé ïðèêëàä.

1. Âñòóï. Øèðîêîâæèâàíèìè ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíèõ îïåðà-
òîðíèõ ðiâíÿíü ¹ iòåðàöiéíî�ðiçíèöåâi ìåòîäè. Ïåðåâàãîþ öèõ ìåòîäiâ ¹ òå, ùî
âîíè íå ïîòðåáóþòü àíàëiòè÷íî çàäàíèõ ïîõiäíèõ. Ó äàíié ïðàöi ðîçãëÿäàòè-
ìåìî äâà òàêèõ ìåòîäè � ìåòîä ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ [1] i ìåòîä ç ïîðÿäêîì
çáiæíîñòi 1.839... [4]. Ðàíiøå ¨õ äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëèñü ïðè íàêëàäàííi óìîâ
Ëiïøèöÿ íà ïîäiëåíi ðiçíèöi äðóãîãî ïîðÿäêó âiä íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà F
[2, 4], à â ïðàöi [1] � ïðè óìîâi îáìåæåíîñòi òðåòüî¨ ïîõiäíî¨. Äîñëiäèìî öi
ìåòîäè ç âèêîðèñòàííÿì ñëàáøèõ óìîâ � óìîâ Ãåëüäåðà çi ñòàëîþ p ∈ (0, 1]
íà ïîäiëåíi ðiçíèöi äðóãîãî ïîðÿäêó âiä îïåðàòîðà F.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåëiíiéíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

F (x) = 0, (1)

äå F � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó âiäêðèòié îáëàñòi D áàíàõîâîãî
ïðîñòîðó X çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði Y, ðîçãëÿäàòèìåìî òàêi
iòåðàöiéíî�ðiçíèöåâi ìåòîäè: ìåòîä Êóð÷àòîâà [1]

xn+1 = xn − [F (2xn − xn−1, xn−1)]
−1

F (xn), n = 0, 1, . . . , (2)

i ìåòîä, ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi [4],

xn+1 = xn − [F (xn, xn−1) + F (xn−2, xn)− F (xn−2, xn−1)]
−1

F (xn), (3)

n = 0, 1, . . . . Òóò F (·, ·)� ïîäiëåíà ðiçíèöÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âiä îïåðàòîðà
F. Çàóâàæèìî, ùî ìåòîä (2) âèìàãà¹ äâîõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü x0, x−1, à
ìåòîä (3) � òðüîõ ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåíü x0, x−1, x−2.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîäiëåíèõ ðiçíèöü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ âiä
îïåðàòîðà F.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð ç X â Y, ïîçíà÷óâàíèé ÷åðåç F (x, y), íàçèâà¹òüñÿ
ïîäiëåíîþ ðiçíèöåþ âiä F çà òî÷êàìè x i y, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F (x, y)(x− y) = F (x)− F (y). (4)

Ó âèïàäêó x = y áóäåìî ââàæàòè, ùî F (x, x) = F ′(x), äå F ′ � ïîõiäíà Ôðåøå
íåëiíiéíîãî îïåðàòîðà F.

Ïîäiëåíîþ ðiçíèöåþ äðóãîãî ïîðÿäêó âiä F çà òî÷êàìè x, y òà z íàçè-
âàòèìåìî îïåðàòîð F (x, y, z), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F (x, y, z)(y − z) = F (x, y)− F (x, z). (5)
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2. Ëîêàëüíà çáiæíiñòü ìåòîäiâ.

Òåîðåìà 1 (ïðî ëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäó (2)). Íåõàé F : D ⊂ X → Y �
íåëiíiéíèé îïåðàòîð, äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿí-
íÿ (1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ â îáëàñòi D, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ îáîðîòíà ïîõiäíà Ôðåøå
F ′(x∗). Íåõàé ïîäiëåíi ðiçíèöi F (x, y) òà F (x, y, z) âèçíà÷åíi íà ìíîæèíi
V = {x : ‖x− x∗‖ ≤ 3r∗} ⊂ D i çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

∥∥F ′(x∗)−1 (F (x, y)− F (u, v))
∥∥ ≤ p∗ (‖x− u‖+ ‖y − v‖) , (6)

∥∥F ′(x∗)−1 (F (u, x, y)− F (v, x, y))
∥∥ ≤ q∗‖u− v‖p, p ∈ (0, 1]. (7)

Òîäi äëÿ x0, x−1 ∈ U = {x : ‖x− x∗‖ ≤ r∗}, äå r∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ
2p+2q∗rp+1 + 3p∗r − 1 = 0, iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (2) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì
i ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥0, ÿêà íàëåæèòü U, çáiãà¹òüñÿ äî x∗ i çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíiñòü

‖xn+1 − x∗‖ ≤ p∗‖xn − x∗‖+ q∗‖xn − xn−1‖p+1

1− 2p∗‖xn − x∗‖ − q∗‖xn − xn−1‖p+1 ‖xn − x∗‖. (8)

Ä î â å ä å í í ÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ An = F (2xn − xn−1, xn−1). Î÷å-
âèäíî, ÿêùî xn, xn−1 ∈ U, òî 2xn − xn−1, xn−1 ∈ V. Òîäi An ¹ îáîðîòíèé i
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥∥A−1
n F ′(x∗)

∥∥ ≤ 1
1− 2p∗‖xn − x∗‖ − q∗‖xn − xn−1‖p+1 . (9)

Äiéñíî, ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (6) i (7) îòðèìà¹ìî

||I − F ′(x∗)−1An|| = ||F ′(x∗)−1 (F (x∗, x∗)− F (xn, x∗) + F (xn, x∗)−

− F (2xn − xn−1, xn−1)) || ≤ p∗||xn − x∗||+ ||F ′(x∗)−1 (F (xn, x∗)− F (xn, xn)+

+ F (xn, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1)) || ≤ 2p∗||xn − x∗||+ ||F ′(x∗)−1 (F (xn, xn)−
− F (xn, xn−1) + F (xn, xn−1)− F (2xn − xn−1, xn−1)) || ≤ 2p∗||xn − x∗||+
+||F ′(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)|| ≤

≤ 2p∗||xn − x∗||+ q∗||xn − xn−1||p+1
.

Ç îçíà÷åííÿ r∗ ìà¹ìî

2p∗r∗ + 2p+1q∗rp+1
∗ = 1− p∗r∗ − 2p+1q∗rp+1

∗ < 1. (10)

Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ Áàíàõà, îòðèìà¹ìî ôîðìóëó (9). Îñêiëüêè An ¹ îáî-
ðîòíèé, òî ìîæíà çàïèñàòè

||xn+1 − x∗|| = ||xn − x∗ −A−1
n (F (xn)− F (x∗))|| = || −A−1

n (F (xn, x∗)−
− An) (xn − x∗)|| ≤ ||A−1

n F ′(x∗)|| ||F ′(x∗)−1(F (xn, x∗)−An)|| ||xn − x∗||.
(11)

Çãiäíî ç óìîâàìè òåîðåìè ìà¹ìî
∥∥F ′(x∗)−1 (F (xn, x∗)−An)

∥∥ =
∥∥F ′(x∗)−1 (F (xn, x∗)− F (xn, xn)+

+F (xn, xn)− F (xn, xn−1) + F (xn, xn−1)− F (2xn − xn−1, xn−1))‖ ≤
≤ p∗||xn−x∗||+||F ′(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn)−F (2xn−xn−1, xn−1, xn))(xn−xn−1)||≤

≤ p∗‖xn − x∗‖+ q∗‖xn − xn−1‖p+1
.
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Ç (9), (11) âèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ (8). Ç (8) i (10) îòðèìó¹ìî ‖xn+1 − x∗‖ <
< ‖xn − x∗‖ < r∗, n = 0, 1, 2, . . . Òîìó iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ¹ äîáðå âèçíà÷å-
íèé i ïîñëiäîâíiñòü, ÿêó âií ïîðîäæó¹, íàëåæèòü U. Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i
îöiíêè (8) îòðèìó¹ìî lim

x→0
‖xn − x∗‖ = 0. Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

Íàñëiäîê 1. Ïîðÿäîê çáiæíîñòi ìåòîäó (2) äîðiâíþ¹ ¹äèíîìó äîäàòíî-
ìó êîðåíþ ðiâíÿííÿ m2 −m− (p + 1) = 0 : mê =

1 +
√

4p + 5
2

.

Ç îöiíêè (8) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêà íåâiä'¹ìíà êîíñòàíòà C i íàòó-
ðàëüíå N, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

‖xn+1 − x∗‖ ≤ C‖xn−1 − x∗‖p+1‖xn − x∗‖, n ≥ N.

À ç öi¹¨ íåðiâíîñòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîðÿäêó çáiæíîñòi ìå-
òîäó. ♦

Òåîðåìà 2 (ïðî ëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäó (3)). Íåõàé F : D ⊂ X → Y �
íåëiíiéíèé îïåðàòîð, äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿí-
íÿ (1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗ â îáëàñòi D, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ îáîðîòíà ïîõiäíà Ôðå-
øå F ′(x∗). Íåõàé F ìà¹ ïîäiëåíó ðiçíèöþ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ëiïøèöÿ (6) òà ïîäiëåíó ðiçíèöþ äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó Ãåëüäåðà (7). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x0, x−1, x−2 ∈ U = {x : ||x−x∗|| ≤ r∗} ⊂ D,
äå r∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ 2p+1q∗rp+1 + 3p∗r − 1 = 0, iòåðàöiéíèé ïðîöåñ
(3) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì i ïîñëiäîâíiñòü {xn}n≥0, ÿêà íàëåæèòü U, çáiãà-
¹òüñÿ äî x∗ i çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖xn+1 − x∗‖ ≤
≤ p∗‖xn − x∗‖+ q∗ (‖xn − x∗‖+ ‖xn−2 − x∗‖)p ‖xn−1 − x∗‖

1− 2p∗‖xn − x∗‖ − q∗ (‖xn − x∗‖+ ‖xn−2 − x∗‖)p ‖xn−1 − x∗‖‖xn − x∗‖.
(12)

Ä î â å ä å í í ÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê ó òåîðåìi 1.
Íàñëiäîê 2. Ïîðÿäîê çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó (3) ¹ êîðåíåì ðiâ-

íÿííÿ m3 −m2 −m− p = 0.

Ç îöiíêè (12) ìà¹ìî, ùî iñíóþòü C ≥ 0 i íàòóðàëüíå N òàêi, ùî âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ||xn+1−x∗||≤C||xn−x∗|| ||xn−1−x∗|| ||xn−2 − x∗||p, n ≥ N.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ, êîðiíü mï ÿêîãî ¹ ïîðÿäêîì çáiæíîñòi ìåòî-
äó (3).♦

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ ó òàáë. 1 íàâåäåíî çàëåæíiñòü ïîðÿäêó çáiæíîñòi ðîçãëÿ-
íóòèõ ìåòîäiâ âiä ïàðàìåòðà p.

Òàáëèöÿ 1:

p mê mï
0.0010 1.6184 1.6183
0.0625 1.6456 1.6350
0.1250 1.6726 1.6513
0.2500 1.7247 1.6826
0.5000 1.8228 1.7399
0.7500 1.9142 1.7917
1.0000 2 1.8392
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Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó p = 1 îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñïiâïàäàþòü ç îò-
ðèìàíèìè ó ïðàöÿõ [2, 4].

3. Íàïiâëîêàëüíà çáiæíiñòü ìåòîäiâ.

Òåîðåìà 3 (ïðî íàïiâëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäó (2)). Íåõàé F : D ⊂
⊂ X → Y � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, F (x, y) i
F (x, y, z)� âiäïîâiäíî ïåðøà òà äðóãà ïîäiëåíi ðiçíèöi âiä F íà ìíîæèíi
V0 = {x : ‖x− x0‖ ≤ 3r0} ⊂ D. Ïðèïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð

A0 = F (2x0 − x−1, x−1),

äå x0, x−1 ∈ U0 = {x : ‖x− x0‖ ≤ r0}, ¹ îáîðîòíèì òà iñíóþòü íåâiä'¹ìíi
÷èñëà a, c òàêi, ùî

‖x0 − x−1‖ ≤ a,
∥∥A−1

0 F (x0)
∥∥ ≤ c. (13)

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
∥∥A−1

0 (F (x, y)− F (u, v))
∥∥ ≤ p0 (‖x− u‖+ ‖y − v‖) , (14)

∥∥A−1
0 (F (u, x, y)− F (v, x, y))

∥∥ ≤ q0‖u− v‖p, p ∈ (0, 1]. (15)
Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî r0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

r0 ≥ c

1− γ
, r0 <

1− 2q0a
p+1 − p0c

2p0
, (16)

äå γ =
p0c + q0a

p+1

1− q0ap+1 − 2p0r0
i 0 ≤ γ < 1. Äiéñíà ïîñëiäîâíiñòü {tn}n≥−1, âèç-

íà÷åíà ÿê
t−1 = r0 + a, t0 = r0, t1 = r0 − c (17)

i äëÿ k ≥ 0

tk+1 − tk+2 =
p0(tk − tk+1) + q0(tk−1 − tk)p+1

1− q0ap+1 − 2p0(t0 − tk+1)
(tk − tk+1) = Bk+2 (tk − tk+1)

(18)
� íåâiä'¹ìíà, ñïàäíà i çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî t∗ ∈ R òàê, ùî r0− c

1− γ
≤ t∗ <

< t−1. Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (2) äîáðå âèçíà÷åíèé i çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ U0 ðiâíÿííÿ (1). Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâi òàêi îöiíêè:

‖xn − x∗‖ ≤ tn − t∗ (19)

i äëÿ n ≥ 1

‖xn − x∗‖ ≤ p0(tn−1 − tn) + q0(tn−2 − tn−1)p+1

1− q0ap+1 − p0[(t0 − tn) + (t0 − t∗)]
(tn−1 − tn). (20)

Ä î â å ä å í í ÿ. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåìî,
ùî äëÿ âñiõ n ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ

tn+1 ≥ tn+2 ≥ r0 − c
(
1 + γ + γ2 + · · ·+ γn+1

) ≥ r0 − c

1− γ
≥ 0, Bn+2 ≤ γ;

tn+1 − tn+2 ≤ tn − tn+1.
(21)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (18), äëÿ k = 0 ìà¹ìî t2 ≤ t1, t2 ≥ r0 − c (1 + γ) ≥
≥ r0 − c

1− γ
≥ 0, B2 ≤ γ i t1 − t2 ≤ t0 − t1, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ (21) ïðè
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n = 0. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi (21) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = 0, 1, . . . , n − 1.
Äîâåäåìî, ùî âîíè ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ k = n. Âðàõîâóþ÷è (18), îòðèìó¹ìî
tk+1 ≥ tk+2 i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìà¹ìî

Bk+2 =
p0(tk − tk+1) + q0(tk−1 − tk)p+1

1− q0ap+1 − 2p0(t0 − tk+1)
≤

≤ p0(tk−1 − tk) + q0(tk−2 − tk−1)p+1

1− q0ap+1 − 2p0(t0 − tk)
= Bk+1 ≤ γ,

à òàêîæ tk+1−tk+2 ≤ tk−tk+1. Îòæå, ç (18) i ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ îäåðæó¹ìî

tk+2 ≥ r0 − c
(
1 + γ + γ2 + · · ·+ γk+1

)
= r0 − c

1− γk+2

1− γ
≥ r0 − c

1− γ
≥ 0.

Äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (2) ¹ äîáðå âèçíà÷åíèé i ùî

‖xn − xn+1‖ ≤ tn − tn+1. (22)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2), (13), (17) îòðèìà¹ìî, ùî ôîðìóëà (22) ñïðàâäæó¹òüñÿ
äëÿ n = −1, 0. Íåõàé k ∈ N i ïðèïóñòèìî, ùî (22) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ
n ≤ k. Íåõàé Ak+1 = F (2xk+1 − xk, xk). Òîäi ç (14) i (15) ìà¹ìî

∥∥I −A−1
0 Ak+1

∥∥ =
∥∥A−1

0 (A0 −Ak+1)
∥∥ =

=
∥∥A−1

0 (F (2x0 − x−1, x−1)− F (2xk+1 − xk, xk))
∥∥ ≤

≤ q0‖x0 − x−1‖p+1 + p0 (‖x0 − xk+1‖+ ‖x0 − xk‖+ ‖xk − xk+1‖) ≤
≤ q0a

p+1 + 2p0(t0 − tk+1) < 1

ïðè çàäàíîìó âèáîði r0. Çà òåîðåìîþ Áàíàõà Ak+1 ¹ îáîðîòíèì i
∥∥A−1

k+1A0

∥∥ ≤ (
1− q0a

p+1 − p0 (‖x0 − xk+1‖+ ‖x0 − xk‖+ ‖xk − xk+1‖)
)−1

.
(23)

Çîêðåìà, ìà¹ìî, ùî (2) äîáðå âèçíà÷åíèé äëÿ n = k + 1, à òàêîæ

‖xk+1 − xk+2‖ =
∥∥A−1

k+1F (xk+1)
∥∥ =

=
∥∥A−1

k+1 (F (xk+1)− F (xk)−Ak(xk+1 − xk))
∥∥ ≤

≤
∥∥A−1

k+1A0

∥∥∥∥A−1
0 (F (xk+1, xk)−Ak)

∥∥‖xk+1 − xk‖.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (14) i (15), îòðèìà¹ìî

∥∥A−1
0 (F (xk+1, xk)−Ak)

∥∥ ≤ p0‖xk+1 − xk‖+ q0‖xk − xk−1‖p+1
. (24)

Ç îñòàííiõ òðüîõ îöiíîê âèïëèâà¹

‖xk+1 − xk+2‖ ≤
≤ p0‖xk+1 − xk‖+ q0‖xk − xk−1‖p+1

1− q0ap+1 − p0 (‖x0 − xk+1‖+ ‖x0 − xk‖+ ‖xk − xk+1‖)‖xk+1 − xk‖.
(25)

Ç (22) i (18) îòðèìó¹ìî ‖xk+1 − xk+2‖ ≤ tk+1 − tk+2. Îòæå, äîâåäåíî, ùî iòå-
ðàöiéíèé ïðîöåñ (2) äîáðå âèçíà÷åíèé i îöiíêà (22) ñïðàâäõó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n.
Òîìó

‖xn − xk‖ ≤ tn − tk, −1 ≤ n ≤ k. (26)
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Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {xn} ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X i
çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî x∗ ∈ X. Ñïðÿìîâóþ÷è k äî íåñêií÷åííîñòi â (26), îòðè-
ìà¹ìî (19). Åëåìåíò x∗ ∈ X ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ (1). Äiéñíî, íà ïiäñòàâi (2),
(14), (15) çàïèøåìî

∥∥A−1
0 F (xk+1)

∥∥ =
∥∥A−1

0 (F (xk+1, xk)− F (2xk − xk−1, xk−1)) (xk+1 − xk)
∥∥ ≤

≤ p0‖xk+1 − xk‖2 + q0‖xk − xk−1‖p+1‖xk+1 − xk‖ → 0 ïðè k →∞,

òîáòî F (x∗) = 0.
Ïîêàæåìî òåïåð ïðàâèëüíiñòü (20). Âèêîðèñòîâóþ÷è (14) i (15), çíàõîäè-

ìî ∥∥I −A−1
0 F (xn, x∗)

∥∥ ≤ q0a
p+1 + p0 (‖x0 − xn‖+ ‖x0 − x∗‖) ≤

≤ q0a
p+1 + p0[(t0 − tn) + (t0 − t∗)] < 1

ïðè çàäàíîìó âèáîði r0. Çà òåîðåìîþ Áàíàõà F (xn, x∗) îáîðîòíèé i
∥∥F (xn, x∗)−1A0

∥∥ ≤ (
1− q0a

p+1 − p0 (‖x0 − xn‖+ ‖x0 − x∗‖)
)−1

. (27)
Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

xn − x∗ = F (xn, x∗)−1 (F (xn)− F (x∗)) =
(
F (xn, x∗)−1A0

)
A−1

0 F (xn) (28)
òà ïåðåéøîâøè äî íîðì, îäåðæèìî îöiíêó (20). Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

Òåîðåìà 4 (ïðî íàïiâëîêàëüíó çáiæíiñòü ìåòîäó (3)). Íåõàé F : D ⊂
⊂ X → Y � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè; F (x, y) i
F (x, y, z)� âiäïîâiäíî ïåðøà òà äðóãà ïîäiëåíi ðiçíèöi âiä F íà D. Ïðèïóñ-
òèìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð

A0 = F (x0, x−2) + F (x−1, x0)− F (x−2, x−1),

äå x0, x−1, x−2 ∈ D, ¹ îáîðîòíèì òà iñíóþòü íåâiä'¹ìíi ÷èñëà a, b, c òàêi,
ùî

‖x0 − x−1‖ ≤ a, ‖x−1 − x−2‖ ≤ b,
∥∥A−1

0 F (x0)
∥∥ ≤ c. (29)

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (14), (15). Íåâiä'¹ìíå ÷èñëî r0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

r0 ≥ c

1− γ
, r0 <

1− 2q0a(a + b)p − p0c

2p0
, (30)

äå γ =
p0c + q0a(a + b)p

1− q0a(a + b)p − 2p0r0
i 0 ≤ γ < 1. Äiéñíà ïîñëiäîâíiñòü {tn}n≥−2,

âèçíà÷åíà ÿê
t−2 = r0 + a + b, t−1 = r0 + a, t0 = r0, t1 = r0 − c, (31)

i äëÿ k ≥ 0

tk+1 − tk+2 =
p0(tk − tk+1) + q0(tk−2 − tk)p(tk−1 − tk)

1− q0a(a + b)p − 2p0(t0 − tk+1)
(tk − tk+1) (32)

� íåâiä'¹ìíà, ñïàäíà i çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî t∗ ∈ R, òàê, ùî r0− c

1− γ
≤ t∗ <

< t−2. Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (3) äîáðå âèçíà÷åíèé i çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó
x∗ ∈ U(x0, r0) = {x : ‖x− x0‖ ≤ r0} ðiâíÿííÿ (1). Êðiì òîãî, ñïðàâäæóþòü-
ñÿ îöiíêè:

‖xn − x∗‖ ≤ tn − t∗ (33)
i äëÿ n ≥ 1

‖xn − x∗‖ ≤ p0(tn−1 − tn) + q0(tn−3 − tn−1)p(tn−2 − tn−1)
1− q0a(a + b)p − p0[(t0 − tn) + (t0 − t∗)]

(tn−1 − tn). (34)
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Ä î â å ä å í í ÿ àíàëîãi÷íå, ÿê ó òåîðåìi 3.
4. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 5 (ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äëÿ ìåòîäó (2)). Íåõàé F : D ⊂
⊂ X → Y � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, D � âiäêðèòà
îïóêëà ïiäìíîæèíà. Ïðèïóñòèìî, ùî ãiïîòåçè òåîðåìè 3 ñïðàâäæóþòüñÿ i
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

r0 <
1− 2q0a

p+1

3p0
. (35)

Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (2) äîáðå âèçíà÷åíèé â U(x0, r0) i çáiãà¹òüñÿ äî
¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (1).

Ä î â å ä å í í ÿ. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (1) äîâåäåíî â òåîðåìi 3.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ùå îäèí ðîçâ'ÿçîê y∗ öüîãî ðiâíÿííÿ â U(x0, r0) ç r0,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (16) i (35). Âèêîðèñòîâóþ÷è (2), ìîæåìî çàïèñàòè

xn+1 − y∗ = xn − y∗ −A−1
n F (xn) = A−1

n (An(xn − y∗)− F (xn) + F (y∗)) =

= A−1
n A0A

−1
0 (F (2xn − xn−1, xn−1)− F (xn, y∗)) (xn − y∗) .

Ïåðåéøîâøè äî íîðìè ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi i âèêîðèñòàâøè (14), (15),
(22), (23), îòðèìà¹ìî

‖xn+1 − y∗‖ ≤ q0(tn−1 − tn)p+1 + p0‖xn − y∗‖
1− q0ap+1 − 2p0(t0 − tn)

‖xn − y∗‖ ≤ . . . ≤ αn+1‖x0 − y∗‖ ,

äå α � âåðõíÿ ãðàíèöÿ äðîáó i 0 < α < 1 ïðè çàäàíîìó âèáîði r0. Ç íåðiâ-
íîñòi ìà¹ìî y∗ = lim xn = x∗. Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

Òåîðåìà 6 (ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äëÿ ìåòîäó (3)). Íåõàé F : D ⊂
⊂ X → Y � íåëiíiéíèé îïåðàòîð, äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, D � âiäêðèòà
îïóêëà ïiäìíîæèíà. Ïðèïóñòèìî, ùî ãiïîòåçè òåîðåìè 4 ñïðàâäæóþòüñÿ i
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

r0 <
1− 2q0a(a + b)p

3p0
. (36)

Òîäi iòåðàöiéíèé ïðîöåñ (3) äîáðå âèçíà÷åíèé â U(x0, r0) i çáiãà¹òüñÿ äî ¹äè-
íîãî ðîçâ'ÿçêó x∗ ðiâíÿííÿ (1).

Ä î â å ä å í í ÿ àíàëîãi÷íå, ÿê ó òåîðåìi 5.
5. ×èñëîâi åêñïåðèìåíòè.
Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî êðàéîâó çàäà÷ó

x′′ + x2+p = 0, p ∈ (0, 1],
x(0) = x(1) = 0.

(37)

Äëÿ òîãî ùîá ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó, ââåäåìî ðîçáèòòÿ ti = ih, i = 0, . . . , n + 1,

äå h =
1

n + 1
, i àïðîêñèìó¹ìî äðóãó ïîõiäíó ñòàíäàðòíèì ðiçíèöåâèì ñïiâ-

âiäíîøåííÿì. Ó ðåçóëüòàòi äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìà¹ìî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ
ðiâíÿíü

2x1 − x2 − h2x2+p
1 = 0,

−xi−1 + 2xi − xi+1 − h2x2+p
i = 0, i = 2, . . . , n− 1,

−xn−1 + 2xn − h2x2+p
n = 0,

(38)
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ÿêó çàïèøåìî ó ìàòðè÷íî�âåêòîðíîìó âèãëÿäi F (x) = Ax−H(x) = 0, äå

A =




2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 . . . 0
0 −1 2 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 2




, H(x) = h2




x2+p
1

...
x2+p

i
...
x2+p

n




, x =




x1

...
xi

...
xn




.

Òîäi F ′(x) = A − H(x) = A − h2(2 + p)diag
{

xp+1
1 , xp+1

2 , . . . , xp+1
n

}
. Ïîäiëåíó

ðiçíèöþ ïåðøîãî ïîðÿäêó âèçíà÷à¹ìî çà ôîðìóëîþ [4]

F (z, y)i j =
F (z1, . . . , zj , yj+1, . . . , yn)− F (z1, . . . , zj−1, yj , . . . , yn)

zj − yj
.

Òîäi

F (z, y) = A− h2




z2+p
1 − y2+p

1

z1 − y1
0 . . . 0

0
z2+p
2 − y2+p

2

z2 − y2
. . . 0

...
... . . . ...

0 0 . . .
z2+p
n − y2+p

n

zn − yn




.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi öi¹¨ çàäà÷i ïî÷àòêîâå òà äîäàòêîâi íàáëèæåííÿ âèáèðàëèñü
íàñòóïíèì ÷èíîì: x(i)

0 = 5 sin(πti), x
(i)
−1 = x

(i)
0 − 10−4, x

(i)
−2 = x

(i)
0 − 2 · 10−4. Òóò

âåðõíié iíäåêñ i (i = 1, 2, . . . , n) âêàçó¹ íà i �òó êîìïîíåíòó âiäïîâiäíîãî
âåêòîðà íàáëèæåíü. Îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèëèñü ç òî÷íiñòþ ε = 10−12. Ó âèïàäêó
n = 9 i p =

1
2

ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (38) áóâ çíàéäåíèé çà ï'ÿòü
iòåðàöié îáîìà ìåòîäàìè. Íèæ÷å íàâåäåíî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ i îòðèìàíèé
ðîçâ'ÿçîê:

x0 =




0, 000000000000
1,545084971874
2,938926261462
4,045084971874
4,755282581475
5,000000000000
4,755282581475
4,045084971874
2,938926261462
1,545084971874
0,000000000000




, x5 =




0, 000000000000
1,452151195022
2,878890931592
4,165005508273
5,097090993740
5,442625226296
5,097090993740
4,165005508273
2,878890931592
1,452151195022
0,000000000000




.

Âiäçíà÷èìî, ùî ãiïîòåçè òåîðåì ç ïðàöü [1, 2, 4], íà ÿêèõ áàçó¹òüñÿ ðîç-
â'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ F (x) = 0, äëÿ çàäà÷i (37) íå âèêîíóþòüñÿ.
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ÎÁ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÕ Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÈ
ÏÎ Ã�ËÜÄÅÐÓ ÐÀÇÄÅËÅÍÍÛÕ ÐÀÇÍÎÑÒÅÉ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Èññëåäîâàíû äâà èòåðàöèîííûå ìåòîäà íüþòîíîâñêîãî òèïà, èñïîëüçóþùèå àï-
ïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îïåðàòîðà íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàçäåëåííûìè
ðàçíîñòÿìè èëè èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé. Ïðè ýòîì èçó÷åíû ëîêàëüíàÿ è ïîëó-
ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ â óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè ïî Ã¼ëüäåðó ðàçäåëåííûõ
ðàçíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ
îò êîíñòàíòû Ã¼ëüäåðà. Ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ïðèìåð.

ABOUT ITERATIVE METHODS IN CONDITIONS OF H�OLDER
CONTINUITY OF THE DIVIDED DIFFERENCES
OF THE SECOND ORDER

Two iterative methods of the Newton type using approximation by the Frechet derivative
of operator of the nonlinear equation by divided differences or their linear combination
are investigated. At the same time local and semilocal convergences of methods in con-
ditions of H�older continuity of the divided differences of the second order are studied.
The dependence convergence order of methods from a H�older constant is shown. The
numerical example is given.
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