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Ç ÂIÄ'�ÌÍÈÌ ÒÈÏÎÌ I ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÏIÂÃÐÓÏÈ

Îïèñàíî ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç âiä'¹ìíèì òè-
ïîì â àëãåáði Ôðåøå àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó ôiêñîâàíîìó ñåêòîði êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. Âêàçàíî çàñòîñóâàííÿ äî òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ îäèí ñïåöiàëüíèé êëàñ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðà-
òîðiâ ç âiä'¹ìíèì òèïîì, ÿêèé ïîçíà÷åíî ÷åðåç A. Ðÿä âiäîìèõ âëàñòèâîñòåé
öüîãî êëàñó ìîæíà çíàéòè â [1�3]. Ìè óçàãàëüíþ¹ìî ðåçóëüòàòè ðîáiò [4�5] ïðî
ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà øèðøi àëãåáðè ñèìâîëiâ
i îïåðàòîðiâ. Âñòàíîâëþ¹ìî íîâi óìîâè íàëåæíîñòi îïåðàòîðiâ äî êëàñó A,
à òàêîæ âëàñòèâiñòü âiäêðèòîñòi ìíîæèíè A ó ïðîñòîði ëiíiéíèõ íåïåðåð-
âíèõ îïåðàòîðiâ. Äîâîäèìî, ùî ñåêòîðiàëüíi îïåðàòîðè êëàñó A ãåíåðóþòü
ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ñèëüíî íåïåðåðâíi îäíîïàðàìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ïiâãðóïè
îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íàä îáîìà ïðîñòîðàìè çàäàíî¨ ïàðè áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ
iç àñèìïòîòè÷íèì ïðÿìóâàííÿì äî íóëÿ íà áåçìåæíîñòi.

1. ×åðåç lω :=
{
reiω : r ≥ 0

}
áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîìiíü iç çàäàíèì êóòîì

ω ∈ [
0, 2π

]
. Çàôiêñó¹ìî êóò ω0 ∈ (π/2, π) i çiñòàâèìî éîìó â C çàìêíåíèé

ñåêòîð Λ :=
{
lω : ω ∈ [ − ω0, ω0

]}
. Äàëi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà a > 0 ïîçíà-

÷à¹ìî Λa := Λ
⋃ {

λ ∈ C : |λ| ≤ a
}
.

Íåõàé çàäàíî êîìïëåêñíi áàíàõîâi ïðîñòîðè
(
V0, ‖ · ‖0

)
òà

(
V1, ‖ · ‖1

)
ç

íåïåðåðâíèì i ùiëüíèì âêëàäåííÿì E10 : V1 → V0. Ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíó
ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

A :=
{

A ∈ L(V1; V0) : sup
λ∈Λ

∥∥(
λE10 −A

)−1∥∥
L(V0;V1)

:= K(A) < ∞
}

ç âiä'¹ìíèì òèïîì r(A) := sup
{

Reλ : λ ∈ σ(A)
}
. Åëåìåíòè A ∈ A ìîæåìî

òðàêòóâàòè ÿê íåîáìåæåíi ëiíiéíi îïåðàòîðè íàä ïðîñòîðîì V0 iç ùiëüíîþ
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 = D(A). ×åðåç %(A) :=

{
λ : (λE10−A)−1 ∈ L(V0;V1)

}
i σ(A) := C \ %(A) ïîçíà÷à¹ìî âiäïîâiäíî ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó i ñïåêòð A.
Äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ %(A), î÷åâèäíî, ¹ âèçíà÷åíîþ é àíàëiòè÷íîþ ôóíêöiÿ
R(λ,A) := E10(λE10 − A)−1 ∈ L(V0). Îñêiëüêè îïåðàòîðè ìàþòü íåïîðîæíþ
ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó, òî êëàñ A ñêëàäà¹òüñÿ iç çàìêíåíèõ îïåðàòîðiâ íàä
ïðîñòîðîì V0. Òîìó äëÿ áóäü�ÿêîãî îïåðàòîðà A iç öüîãî êëàñó ñïåêòð σ(A)
¹ çàìêíåíèì, à ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà % (A) ¹ âiäêðèòîþ â C. Äëÿ ñïåêòðà
A ∈ A ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ σ(A) ⊂ C \ Λ. Êðiì òîãî, çàâæäè iñíó¹ çàëåæíå
âiä A òàêå ÷èñëî a, ùî 0 < a < −r(A) i Λa ⊂ % (A). Íåõàé E00 : V0 7−→ V0 �
îäèíè÷íèé îïåðàòîð â àëãåáði L(V0).

Òâåðäæåííÿ 1. (a) Îïåðàòîð A íàëåæèòü êëàñó A òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 ∈ L(V0;V1) i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖R (λ, A/s)‖L(V0)
≤ C/|λ| ∀λ ∈ Λ \ {

0
}
, ∀ s > 0, (1)

äå ñòàëà C çàëåæèòü âiä A òà íå çàëåæèòü âiä ÷èñåë λ òà s.
(b) Ìíîæèíà A óòâîðþ¹ âiäêðèòèé êîíóñ â ïðîñòîði L(V0; V1).
(c) ßêùî A ∈ A, òî äëÿ áóäü�ÿêîãî ÷èñëà a : 0 < a < −r(A) iñíó¹ òàêà

ñòàëà C (çàëåæíà âiä A i a ), ùî
∥∥R(λ,A)

∥∥
L(V0)

≤ C/|λ| ∀λ ∈ Λa \
{
0
}
.
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Ä î â å ä å í í ÿ. (a) Âèêîðèñòà¹ìî òîòîæíiñòü

ξE10(ξE10 −A)−1 = E00 + A(ξE10 −A)−1 ∀ ξ ∈ %(A). (2)

Iç (2) òà íåðiâíîñòi
∥∥A(ξE10 − A)−1

∥∥
L(V0)

≤ ‖A‖L(V1;V0)

∥∥(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0;V1)

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C = 1 + K(A)‖A‖L(V1;V0), íåçàëåæíî¨ âiä ξ ∈ Λ
i òàêî¨, ùî

∥∥ξE10(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0)

≤ C. Îñêiëüêè sΛ ⊂ Λ äëÿ áóäü�ÿêî-
ãî s > 0, òî, âèáèðàþ÷è ξ = sλ, ìà¹ìî

∥∥λE10 (λE10 −A/s)−1 ∥∥
L(V0)

=

=
∥∥sλE10

(
sλE10 −A

)−1∥∥
L(V0)

≤ C äëÿ âñiõ λ ∈ Λ òà s > 0, òîáòî, íåðiâíiñòü
(1) âñòàíîâëåíî.

Òåïåð, íàâïàêè. Äîìíîæóþ÷è íåðiâíiñòü (1) íà äîâiëüíå ÷èñëî λ ∈ Λ,
îòðèìó¹ìî

∥∥ξE10(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0)

=
∥∥λR (λ, A/s)

∥∥
L(V0)

≤ C ∀ s > 0, äå
âçÿòî ξ=sλ. Âiäîáðàæåííÿ

(
0, +∞)×Λ 3 {

s, λ
} 7−→ sλ = ξ ∈ Λ ñþð'¹êòèâíå.

Òîáòî îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ÷èñåë ξ ∈ Λ. Êîðèñòóþ÷èñü
òîòîæíiñòþ (2), ìà¹ìî

(
ξE10 − A

)−1 = A−1ξE10

(
ξE10 − A

)−1 − A−1. Çâiäñè,
âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî

∥∥(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0,V1)

≤
≤ ‖A−1‖L(V0,V1)

(∥∥ξE10(ξE10 −A)−1
∥∥
L(V0)

+ 1
) ≤ ‖A−1‖L(V0,V1)(C + 1), ∀ ξ ∈ Λ.

Òâåðäæåííÿ (a) äîâåäåíî.
(b) Íåõàé A,X ∈ A. Ç òîòîæíîñòi

[
E00 −X(λE10 −A)−1

]
(λE10 − A) =

= λE10 −A−X äëÿ λ ∈ Λ îòðèìó¹ìî

(λE10 −A−X)−1 = (λE10 −A)−1
[
E00 −X(λE10 −A)−1

]−1
. (3)

Ç íåðiâíîñòi
∥∥X(λE10−A)−1

∥∥
L(V0)

≤ ‖X‖L(V1;V0)

∥∥(λE10−A)−1
∥∥
L(V0;V1)

âèïëè-
âà¹

∥∥[E00 −X(λE10 −A)−1]−1
∥∥
L(V0)

≤ ∑ ∥∥X(λE10 − A)−1
∥∥k

L(V0)
≤ 2 äëÿ âñiõ∥∥X

∥∥
L(V1;V0)

≤ 1/2K(A). Ç òîòîæíîñòi (3) ìà¹ìî
∥∥(λE10−A−X)−1

∥∥
L(V0;V1)

≤
≤ 2

∥∥(λE10−A)−1
∥∥
L(V0;V1)

äëÿ λ ∈ Λ. Îòæå, sup
λ∈Λ

∥∥(λE10−A−X)−1
∥∥
L(V0;V1)

≤
≤ 2K(A), òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà A ∈ A éîãî îêië

{
X ∈ L(V1; V0) :∥∥X

∥∥
L(V1;V0)

≤ 1/2K(A)
}

ìiñòèòüñÿ â A. Çâiäñè âèïëèâà¹ âiäêðèòiñòü ìíîæèíè
A â íîðìi ïðîñòîðó L(V0;V1).

(c) Ìà¹ìî
∥∥λE10

(
λE10 − A

)−1∥∥
L(V0)

=
∥∥E00 + A(λE10 − A)−1

∥∥
L(V0)

≤
≤ 1 +

∥∥A
∥∥
L(V1;V0)

∥∥(
λE10 − A

)−1∥∥
L(V0;V1)

≤ C, äå C := 1 + K(A)‖A‖L(V1;V0).

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. ♦
2. ×èñëàì a : 0 < a < −r(A) òà c : π/2 < ω0 − c < π ïîñòàâèìî ó

âiäïîâiäíiñòü âiäêðèòi êîìïëåêñíi îáëàñòi

Λc := C \
[{

lω : ω ∈ [− ω0 + c, ω0 − c
]} ⋃ {

0
}]

,

Λc
a := C \

[{
lω : ω ∈ [− ω0 + c, ω0 − c

]} ⋃{
λ : |λ| ≤ a

}]
.

Î÷åâèäíî, ùî C \ Λ ⊂ Λc i C \ Λa ⊂ Λc
a, à ïðè c = 0 ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

Λ0 = C \ Λ i Λ0
a = C \ Λa. Íåõàé ∂Λc òà ∂Λc

a � ìåæi îáëàñòåé Λc òà Λc
a,

âiäïîâiäíî.
Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó H(Λc

a) êîìïëåêñíèõ ôóíêöié ϕ = ϕ(λ), ãîëîìîð-
ôíèõ â îáëàñòi Λc

a òà íåïåðåðâíèõ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc
a = Λc

a

⋃
∂Λc

a, äëÿ ÿêèõ
¹ ñêií÷åííîþ âåëè÷èíà

‖ϕ‖a :=
1
π

+∞∫

a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λc
a

∣∣ϕ(λ)
∣∣, (4)
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äå äëÿ áóäü�ÿêîãî ÷èñëà r ≥ a

Mϕ(r) := max
{∣∣ϕ(

rei arg(λ)
)∣∣ : |λ| = r, arg(λ) ∈ [

ω0 − c, 2π − ω0 + c
]}

� ñòàíäàðòíà õàðàêòåðèñòèêà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ â ñåêòîði. Î÷åâèäíî, ùî
H(Λc

a) ¹ àëãåáðîþ ç íîðìîþ ‖ · ‖a, ïðè÷îìó áåç òîòîæíî îäèíè÷íî¨ ôóíêöi¨
ϕ ≡ 1, áî ç óìîâè çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, ÿêèé ¹ â íîðìi, âèïëèâà¹
lim

r→+∞
Mϕ(r) = 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ H(Λc

a). Âåëè÷èíà ma(ϕ) := sup
λ∈Λc

a

∣∣ϕ(λ)
∣∣ ¹

ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ â àëãåáði âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îáëàñòi Λc
a òà

íåïåðåðâíèõ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc
a, ïðè öüîìó òàêîþ, ùî ma(ϕ) ≤ ‖ϕ‖a äëÿ

âñiõ ϕ ∈ H(Λc
a). Îòæå, ÿêùî ϕn � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â H(Λc

a)
âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖a, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà âiäíîñíî íîðìè ma. À òîìó
¨¨ ãðàíèöÿ ϕ

‖·‖a= lim
n→∞

ϕn
ma= lim

n→∞
ϕn òàêîæ áóäå ôóíêöi¹þ, àíàëiòè÷íîþ â îá-

ëàñòi Λc
a òà íåïåðåðâíîþ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc

a, ïðè÷îìó òàêîþ, ùî ‖ϕ‖a < ∞.
Òîáòî, àëãåáðà H(Λc

a)� áàíàõîâà. Äëÿ áóäü�ÿêèõ ôóíêöié ϕ,ψ ∈ H(Λc
a) ç

íåðiâíîñòi âèãëÿäó Mϕψ(r) ≤ Mϕ(r)Mψ(r), âèïëèâà¹

‖ϕψ‖a ≤ ma(ϕ)
π

+∞∫

a

Mψ(r)
dr

r
+ ma(ϕ)ma(ψ) = ma(ϕ) ‖ψ‖a .

Îòæå, â àëãåáði H(Λc
a) iñíó¹ åêâiâàëåíòíà äî ‖ · ‖a ñóáìóëüòèïëiêàòèâíà íîð-

ìà, a òîìó îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ôóíêöié ¹ íåïåðåðâíîþ. Ïðè 0 < b ≤ a ìà¹ìî
Λc

a ⊂ Λc
b i âêëàäåííÿ H(Λc

b) ⊂ H(Λc
a) áóäóòü íåïåðåðâíèìè, áî ‖ϕ‖a ≤

≤ ‖ϕ‖b äëÿ âñiõ ϕ ∈ H(Λc
b). Òîìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïðîåêòèâíó ãðàíèöþ

ñiì'¨ òàêèõ àëãåáð H(Λc) :=
⋂

a>0H(Λc
a), ÿêà áóäå àëãåáðîþ Ôðåøå âiäíîñíî

íàáîðó íîðì
{‖ · ‖a : a > 0

}
i ñêëàäà¹òüñÿ iç ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â îá'¹ä-

íàííi îáëàñòåé Λc =
⋃

a>0 Λc
a òà íåïåðåðâíèõ ó çàìèêàííi ç âèêîëîòîþ òî÷êîþ

Λc \ {
0
}
.

Àëãåáði H(Λc) íàëåæèòü, íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ

C \ [0, +∞) 3 λ 7−→ (−λ)−ϑ = e−ϑ ln(−λ) ∀ϑ > 0,

ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè äðîáîâèõ ñòåïåíiâ îïåðàòîðiâ. Ñïðàâäi,

∥∥(−λ)−ϑ
∥∥

a
≤ a−ϑ +

1
π

+∞∫

a

dr

r1+ϑ
< ∞ ∀ a > 0.

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôàêò, ùî ïiäàëãåáði H(Λc) òàêîæ íàëåæèòü
åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöi¨

Λc 3 λ = reiω 7−→ ez λ ∀ z ∈ C \ {
0
}

:
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c− π/2 .

Ñïðàâäi öå òàê, áî ïðè
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c− π/2 ìà¹ìî

Re (zλ) = |zλ| cos
[
arg(z) + ω

]
< 0 ∀ω ∈ [

ω0 − c, 2π − ω0 + c
]
.

Îñêiëüêè iñíó¹ çàëåæíå âiä arg(z) ÷èñëî ω̃ ∈ [
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]
, â ÿêîìó

äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìóì max
ω∈[ω0−c, 2π−ω0+c]

er|z| cos[arg(z)+ω], òî ìà¹ìî Mez λ(r) =

= er|z| cos
[

arg(z)+eω]
≤ 1. Ìàêñèìóì ôóíêöi¨

∣∣ez λ
∣∣ â îáëàñòi Λc

a ìîæå äîñÿãà-
òèñÿ òiëüêè íà ìåæi, òîáòî, ïðè ω̃ = ω0−c àáî ω̃ = 2π−ω0 +c äëÿ äîâiëüíîãî
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r > a, òà ïðè r = a äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ [
0, 2π

]
. Òîìó äëÿ áóäü�ÿêîãî ÷èñëà

a > 0 ìà¹ìî

∥∥ez λ
∥∥

a
≤ K +

1
π

+∞∫

a

er|z| cos
[

arg(z)+eω]
dr

r
= K +

1
π

+∞∫

−a|z| cos
[

arg(z)+eω]
e−s ds

s
< ∞,

äå K := max
{

1; max
ω∈[ 0,2π]

ea|z| cos[arg(z)+ω]
}

. Áiëüøå òîãî, àëãåáði H(Λc) íàëå-
æèòü ïîõiäíà åêñïîíåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ çà ïàðàìåòðîì z

Λc 3 λ 7−→ λez λ,
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c− π/2 ,

îñêiëüêè âîíà ìà¹ â îáëàñòi Λc
a ñêií÷åííó ðiâíîìiðíó íîðìó

ma(λez λ) = max
{

a max
ω∈[ 0,2π]

ea|z| cos[arg(z)+ω]; sup
a<r<∞

rer|z| cos[arg(z)+eω]

}
,

à òàêîæ íîðìó
∥∥λez λ

∥∥
a
≤ ma(λez λ) +

1
π

+∞∫

−a|z| cos[arg(z)+eω]

e−s ds.

Òâåðäæåííÿ 2. Ðîçãëÿíåìî êîíòóð Γa,ω := Γ+
a,ω

⋃
Γ−a,ω

⋃
Γ0

a , äå ÷èñëà
ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 òà a ¹ ôiêñîâàíèìè i âçÿòî Γ+

a,ω :=
{
reiω : r ≥ a

}
,

Γ−a,ω :=
{
re−iω : r ≥ a

}
, Γ0

a :=
{
aeiτ : τ ∈ [

ω, 2π − ω
]}

.
(a) Äëÿ áóäü�ÿêèõ îïåðàòîðà A ∈ A òà ôóíêöi¨ ϕ ∈ H(Λc) â ¨¨ îáëàñ-

òi àíàëiòè÷íîñòi iñíó¹ êîíòóð Γa,ω ⊂ % (A), ÿêèé îáõîäèòü ñïåêòð σ(A) â
äîäàòíîìó íàïðÿìêó i òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà t > 0 ôîðìóëà

ϕ(tA) :=
1

2πi

∫

Γa,ω

ϕ(tλ) R(λ,A) dλ, (5)

ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó â êîíòóði ÷èñëà a i êóòà ω, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹
ãîìîìîðôiçì

H(Λc) 3 ϕ(tλ) 7−→ ϕ(tA) ∈ H
(A)

(6)

àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìóòàòèâíó àëãåáðó L(V0)
⋂L(V1) �çíà÷-

íèõ ôóíêöié îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó

H
(A)

:=
{A 3 tA 7−→ ϕ(tA) ∈ L(V0)

⋂
L(V1) : ϕ ∈ H(Λc)

}

ç ïîòî÷êîâî âèçíà÷åíèìè îïåðàöiÿìè ìíîæåííÿ ϕ(A) · ψ(A) = (ϕ · ψ)(A) òà
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè αϕ(A) + βψ(A) = (αϕ + βψ)(A) äëÿ âñiõ
ôóíêöié ϕ, ψ, ñêàëÿðiâ α, β ∈ C i îïåðàòîðiâ A ∈ A.

(b) Ãîìîìîðôiçì (6) ¹ íåïåðåðâíèé ó òàêîìó ñåíñi: ÿêùî â àëãåáði H(Λc)

ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ϕn ìà¹ ãðàíèöþ lim
n→∞

ϕn
H(Λc)

= ϕ, òî äëÿ áóäü�ÿêîãî

îïåðàòîðà A ∈ A ìà¹ìî lim
n→∞

ϕn(A)
L(Vj)= ϕ(A) çà íîðìîþ àëãåáðè L(Vj)

(j = 0, 1) äëÿ âñiõ îïåðàòîðiâ A ∈ A.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé A ∈ A i ϕ ∈ H(Λc). Äëÿ îïåðàòîðà A iñíó¹ òàêèé
êîíòóð Γa,ω ⊂ Λa, ùî ôîðìóëà (5) âèçíà÷à¹ îáìåæåíi îïåðàòîðè ϕ(tA) íàä
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ïðîñòîðàìè V0 i V1 äëÿ áóäü�ÿêîãî t > 0. Ñïðàâäi, ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C ′′, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∥∥R(λ,A)
∥∥
L(V0)

≤ C ′′/|λ|,
∥∥R(λ, A)E10

∥∥
L(V1)

≤ C ′′/|λ| ∀λ ∈ Λa \
{
0
}
.

Îñêiëüêè, Γa,ω ⊂ Λa \
{
0
}
, òî îöiíþþ÷è iíòåãðàë ó ôîðìóëi (5), îäåðæó¹ìî

∥∥ϕ(tA)
∥∥
L(Vj)

=
1
2π

∥∥∥
∫

Γa,ω

ϕ(tλ)R(λ,A) dλ
∥∥∥
L(Vj)

≤

≤ C ′′

2π

[ ∫

Γ+
a,ω

∣∣ϕ(rt eiω)
∣∣dr

r
+

∫

Γ−a,ω

∣∣ϕ(rt e−iω)
∣∣dr

r
+

∫

Γ0
a

∣∣ϕ(at eiτ )
∣∣ dτ

]
=

=
C ′′

2π

[ ∫

Γ+
at,ω

∣∣ϕ(s eiω)
∣∣ds

s
+

∫

Γ−at,ω

∣∣ϕ(s e−iω)
∣∣ds

s
+

∫

Γ0
a

∣∣ϕ(at eiτ )
∣∣ dτ

]
≤

≤ C ′′

2π

[
2

+∞∫

at

Mϕ(s)
ds

s
+ 2(π − ω)Mϕ(at)

]
≤ C ′′

∥∥ϕ
∥∥

at
, j = 0, 1.

Îòæå,
{
ϕ(tA) : t > 0

} ∈ L(V0)
⋂L(V1). Ç íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òàêîæ íåïå-

ðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ (6). Íàðåøòi, ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ (6) ¹ íàñëiäêîì
ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà â (5).

ßêùî òåïåð â (5) çàìiíèìî êîíòóð Γa,ω íà òàêèé êîíòóð Γa′,ω′ ⊂ % (A),
ùî 0 < a ≤ a′ òà ω0 − c ≤ ω ≤ ω′ ≤ ω0, òî çãiäíî ç òèì, ùî ìiæ êîíòóðàìè
Γa′,ω′ òà Γa,ω

lim
|λ|→∞

∥∥ϕ(tλ) R(λ,A)
∥∥
L(Vj)

≤ C ′′ lim
|λ|→∞

Mϕ

(|tλ|)/|λ| = 0, j = 0, 1,

çà òåîðåìîþ Êîøi îòðèìó¹ìî
( ∫

Γa,ω

−
∫

Γa′,ω′

)
ϕ(tλ) R(λ,A) dλ = 0 ∀ t > 0.

Òîáòî ôîðìóëà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êîíòóðà Γa,ω.
Íåõàé ϕ,ψ ∈ H(Λc) i îïåðàòîðè ϕ(A) òà ψ(A) çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿäi

iíòåãðàëiâ âèãëÿäó (5) ç ðiçíèìè êîíòóðàìè Γa,ω òà Γa′,ω′ , äå 0 < a ≤ a′

òà ω0 − c ≤ ω′ ≤ ω ≤ ω0. Çàóâàæèìî, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà, ÿêà îáìåæåíà
êîíòóðîì Γa,ω, ìiñòèòü êîíòóð Γa′,ω′ , à ñïåêòð σ(A) ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi
âíóòðiøíüîãî êîíòóðà Γa′,ω′ . Òîäi

ϕ(tA)ψ(tA) =
1

2πi

∫

Γa′,ω′

ϕ(tλ)R(λ,A)
(

1
2πi

∫

Γa,ω

ψ(tµ)
µ− λ

dµ

)
dλ−

− 1
2πi

∫

Γa,ω

ψ(tµ)R(µ,A)
(

1
2πi

∫

Γa′,ω′

ϕ(tλ)
µ− λ

dλ

)
dµ .

Âèùå âèêîðèñòàíî ðåçîëüâåíòíó òîòîæíiñòü (µ − λ)R(λ,A)R(µ,A) =
= R(λ,A)−R(µ,A), ïðàâèëüíó äëÿ âñiõ λ 6= µ iç ñåêòîðà Λ. Îñêiëüêè òî÷êà
λ ∈ Γa′,ω′ ëåæèòü âñåðåäèíi êîíòóðà Γa,ω, òîäi ÿê òî÷êà µ ∈ Γa,ω ëåæèòü ïîçà
Γa′,ω′ , òî iíòåãðàëè, ÿêi ìiñòÿòü (µ − λ)−1, äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî ψ(λ) i 0
çà âæå çãàäóâàíîþ òåîðåìîþ Êîøi. Çâiäñè îäåðæó¹ìî ϕ(A)ψ(A) = ψ(A)ϕ(A)
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i êîìóòàòèâíiñòü àëãåáðè H
(A0

)
äîâåäåíî. Çâiäñè òàêîæ âèäíî, ùî ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ (5) ðåàëiçó¹ ãîìîìîðôiçì öèõ êîìóòàòèâíèõ àëãåáð. Òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî. ♦

3. Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äî äîñëiäæåííÿ ïiâãðóï, ïîðîäæåíèõ
ñåêòîðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè ðîçãëÿäóâàíèõ êëàñiâ.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé A ∈ A, äå êëàñ A çàäàíèé êóòîì ω0 : π/2 < ω0 <
< π. Äîâiëüíîìó ÷èñëó c : π/2 < ω0− c < π çiâñòàâèìî êîìïëåêñíèé ñåêòîð
Sω0−c−π

2
:=

{
z = t + iτ ∈ C \ {

0
}

:
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c− π/2
}
. Ñïðàâäæóþòüñÿ

òâåðäæåííÿ:
(a) Îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

Sω0−c−π
2
3 z 7−→ ezA :=

1
2πi

∫

Γa,ω

ezλR(λ,A) dλ ∈ L(V0)
⋂
L(V1) (7)

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ ω : ω0−c ≤ ω ≤ ω0 òà a : 0 < a < −r(A)
êîíòóðó Γa,ω i çà êîìïëåêñíîþ çìiííîþ z ìà¹ ïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü.

(b) Äëÿ áóäü�ÿêèõ z ∈ Sω0−c−π
2

òà x ∈ V0 ìà¹ìî ezAx ∈ V1 . ßêùî
x ∈ V1, òî

AezAx = ezAAx ∀ z ∈ Sω0−c−π
2

. (8)
(c) Îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ Sω0−c−π

2
3 z 7−→ ezA ∈ L(V0)

⋂L(V1)
àíàëiòè÷íà i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

d

dz
ezA = AezA ∀ z ∈ Sω0−c−π

2
. (9)

(d) Äëÿ áóäü�ÿêîãî ÷èñëà ε > 0 òà áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè S0

â ñåêòîði Sω0−c−π
2

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
j=0,1

∥∥ez A
∥∥
L(Vj)

≤ Cε e|z| [r(A)+ε] ∀ z ∈ S0. (10)

(e) Åëåìåíò x íàëåæèòü ïðîñòîðó V1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Ax
V0=

= lim
t→+0

etAx− x

t
çà íîðìîþ ïðîñòîðó V0, òîáòî � êîëè îïåðàòîð A ¹ ãåíå-

ðàòîðîì ïiâãðóïè etA íàä ïðîñòîðîì V0.

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèùå áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåò-
ðà z ∈ Sω0−c−π

2
ôóíêöiÿ C 3 λ 7−→ ezλ ∈ C íàëåæèòü àëãåáði H(Λc). Äëÿ

âñiõ z, ξ ∈ Sω0−c−π
2

ìà¹ìî z + ξ ∈ Sω0−c−π
2
. Òîìó çà ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð,

âñòàíîâëåíèì ó òâåðäæåííi 2, ç ðiâíîñòi e(z+ξ)λ = ezλeξλ âèïëèâà¹ e(z+ξ)A =
= ezAeξA äëÿ âñiõ z, ξ ∈ Sω0−c−π

2
. Ïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü (a) âñòàíîâëåíà.

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, λez λ ∈ H(Λc) äëÿ âñiõ z ∈ Sω0−c−π
2
. Òîìó, çãiä-

íî ç òâåðäæåííÿì 2, 1
2πi

∫

Γa,ω

λezλR(λ,A) dλ ∈ L(V0)
⋂
L(V1) ∀ z ∈ Sω0−c−π

2
.

Ç òîòîæíîñòi

AR(λ,A) = λR(λ,A)− E00 , λ ∈ Γa,ω , (11)

îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi
1

2πi

∫

Γa,ω

λezλR(λ,A) dλ =
1

2πi

∫

Γa,ω

ezλAR(λ,A) dλ +
1

2πi

∫

Γa,ω

ezλE00 dλ =

=
A

2πi

∫

Γa,ω

ezλR(λ,A) dλ = AezA. (12)
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Ñïðàâäi, îñêiëüêè îïåðàòîðè A, E00 çàìêíåíi, òî ¨õ ìîæíà âèíîñèòè ç�ïiä çíà-
êà iíòåãðàëà. Êðiì öüîãî,

∫

Γa,ω

ezλ dλ = 0 çãiäíî ç òåîðåìîþ Êîøi, îñêiëüêè

íà áåçìåæíîñòi ç áîêó îáëàñòi Λc ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
lim

r→∞
Mezλ(r) = 0 ∀ z ∈ Sω0−c−π

2
. Öå òàê, áî, ÿê áóëî îá÷èñëåíî âèùå, ôóíêöiÿ

Mezλ(r) ìà¹ âèãëÿä Mezλ(r) = er|z| cos[arg(z)+eω], ω̃ ∈ [
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]
, ïðè

öüîìó cos
[
arg(z) + ω̃

]
< 0 ∀ z ∈ Sω0−c−π

2
.

Ç ðiâíîñòi (12) âèïëèâà¹, ùî ezAx ∈ V1 äëÿ âñiõ âåêòîðiâ x ∈ V0 òà
÷èñåë z ∈ Sω0−c−π

2
. Êðiì öüîãî, îñêiëüêè AR(λ,A)x = R(λ,A)Ax ∀x ∈ V1,

λ ∈ Γa,ω, òî ç (12) îòðèìó¹ìî AezAx = ezAAx äëÿ âñiõ x ∈ V1 òà z ∈ Sω0−c−π
2
.

Òâåðäæåííÿ (b) äîâåäåíî.
Ïîõiäíà d

dz
ez λ = λez λ òàêîæ íàëåæèòü àëãåáði H(Λc

0) ∀ z ∈ Sω0−c−π
2
,

òîìó iíòåãðàë ó ôîðìóëi (7) ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè çà ïàðàìåòðîì z. Äèôå-
ðåíöiþþ÷è, îòðèìó¹ìî

d

dz
ezA =

1
2πi

∫

Γa,ω

λezλR(λ,A) dλ = AezA ∀ z ∈ Sω0−c−π
2
.

Íàðåøòi, ç ôàêòó iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Sω0−c−π
2
3

3 z 7−→zA âèïëèâà¹ ¨¨ àíàëiòè÷íiñòü. Òâåðäæåííÿ (c) äîâåäåíî.
Äîâåäåìî (d). Ó iíòåãðàëüíié ôîðìóëi (7) äëÿ ïiâãðóïè ezA êîíòóð Γa,ω

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ÷èñëà a. Òîìó a ìîæåìî çàäàâàòè òàêèì, ùî 0 < a =
= −[

r(A) + ε
] ∀ ε > 0 : Γa,ω ⊂ % (A), äå ÷èñëî ε > 0 ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî

ìàëèì. Ç iíøîãî áîêó, iç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C, äëÿ ÿêî¨
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∥∥R(λ,A)
∥∥
L(Vj)

≤ C/|λ| ∀λ ∈ Λa \
{
0
}

, j = 0, 1.

Êîðèñòóþ÷èñü öèì, îöiíèìî íîðìè ïiâãðóïè ezA íàñòóïíèì ÷èíîì:

∥∥ezA
∥∥
L(Vj)

≤ 1
2π

∫

Γa,ω

∥∥ezλR(λ,A)
∥∥
L(Vj)

|dλ| ≤ C

2π

∫

Γa,ω

|ezλ dλ|
|λ| ≤

≤ C

π

+∞∫

a

er|z| cos[arg(z)+eω] dr

r
+

C

2πa

2π−ω∫

ω

ea|z| cos[arg(z)+θ] dθ =

=
C

π

+∞∫

−a|z| cos[arg(z)+eω]

e−s ds

s
+

C

2πa

2π−ω∫

ω

ea|z| cos[arg(z)+θ] dθ,

äå ÷èñëî ω̃ ∈ [
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]
, ÿêå çàëåæèòü âiä arg(z) i íå çàëåæèòü

âiä r > a, ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ er|z| cos[arg(z)+eω] =
= max

ω∈
[
ω0−c, 2π−ω0+c

] er|z| cos[arg(z)+ω]. Ïðîâîäÿ÷è â iíòåãðàëi çàìiíó s′ = s−a|z|,
îòðèìó¹ìî

∥∥ezA
∥∥
L(Vj)

≤ C

π

+∞∫

−a|z| cos
[

arg(z)+eω]
e−s ds

s
+

C

2πa

2π−ω∫

ω

ea|z| cos[arg(z)+θ] dθ =

=
Ce−a|z|

π

+∞∫

−a|z| cos[arg(z)+eω]−a|z|

e−s′ ds′

s′ + a|z| +
Ce−a|z|

2πa

2π−ω∫

ω

ea|z| cos[arg(z)+θ]+a|z| dθ.
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Âðàõîâóþ÷è ñòðîãó âiä'¹ìíiñòü ôóíêöi¨ cos[arg(z) + ω̃] äëÿ âñiõ ÷èñåë z ∈
∈ Sω0−c−π

2
òà ω̃ ∈ [

ω0 − c, 2π − c − ω0

]
, çàóâàæèìî, ùî â ïåðøîìó iíòåãðàëi

îñîáëèâà òî÷êà ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ s′ = −a|z| íå íàëåæèòü ïðîìiæêó
iíòåãðóâàííÿ

[ − a|z| cos[arg(z) + ω̃] − a|z|, +∞)
. Íà áóäü�ÿêié çàìêíåíié

ïiäìíîæèíi S0 ó âiäêðèòîìó ñåêòîði Sω0−c−π
2

äîñÿãà¹òüñÿ íèæíÿ ãðàíèöÿ
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ −a|z| cos[arg(z) + ω̃]− a|z|, ïðè÷îìó

−a|z| < ca := inf
z∈S0

[− a|z| cos[arg(z) + ω̃]− a|z|] ≤ 0.

Íà iíòåðâàëi
[
ca, +∞)

ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

e−s′

s′ + a|z| ≤
e−s′

s′ + ba
, äå − a|z| < ba :=

ca − a|z|
2

< ca.

Òîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Ce−a|z|

π

+∞∫

−a|z| cos[arg(z)+eω]−a|z|

e−s′ ds′

s′ + a|z| +
Ce−a|z|

2πa

2π−ω∫

ω

ea|z| cos[arg(z)+θ]+a|z| dθ ≤

≤ Ce−a|z|

π

+∞∫

ca

e−s′ ds′

s′ + ba
+

Ce−a|z|(π − ω)
2πa

i ñòàëà âèãëÿäó Cε :=
C

π

+∞∫

ca

e−s′ ds′

s′ + ba
+

C(π − ω)
2πa

¹ ñêií÷åííîþ, áî îñîáëèâà

òî÷êà s′ = −ba ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ íå íàëåæèòü ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ.
Çâiäñè îòðèìó¹ìî

∥∥ezA
∥∥
L(Vj)

≤ Cε e−a|z| ∀ z ∈ S0, j = 0, 1. Òîáòî íåðiâíiñòü
(10) i âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ (d) âñòàíîâëåíî, ÿêùî ïiäñòàâèòè a=−[

r(A)+ε
]
.

Äîâåäåìî òåïåð ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ (e). Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âñòà-
íîâèìî ñïiââiäíîøåííÿ

t∫

0

esAx ds ∈ V1 , etAx− x = A

t∫

0

esAx ds ∀x ∈ V0, t > 0. (13)

Ñïðàâäi, äëÿ ÷èñåë 0 < ε < t ç ôîðìóëè (9) îòðèìó¹ìî

t∫

ε

esAx ds =

t∫

ε

AA−1esAx ds =

t∫

ε

d

ds

[
A−1esAx

]
ds = A−1

[
etAx− eεAx

]
.

Çâiäñè ïðè ε → +0 íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ (b) ìà¹ìî

t∫

0

esAx ds = A−1
[
etAx− x

] ∈ V1 àáî A

t∫

0

esAx ds = etAx− x.

Ñïiââiäíîøåííÿ (13) âñòàíîâëåíî.
Ç äðóãî¨ ðiâíîñòi â (13) òà ñïiââiäíîøåííÿ (8) äëÿ âñiõ x ∈ V1 ìà¹ìî

lim
t→+0

etAx− x

t

V0= lim
t→+0

A

t

t∫

0

esAx ds
V0= lim

t→+0

1
t

t∫

0

esAAxds. (14)
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Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (d), ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ 0 < s 7−→ esAAx íåïåðå-
ðâíà â íóëi. Òîìó ç (14) îòðèìó¹ìî

lim
t→+0

etAx− x

t

V0= Ax ∀x ∈ V1.

Íàâïàêè, ç iñíóâàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ 0 < t 7−→ etAx ∈ V0 íà åëåìåíòi x ∈ V0

ïðàâî¨ ïîõiäíî¨ â íóëi, lim
t→+0

etAx− x

t

V0= y, ìà¹ìî y ∈ V0. Òîìó

R(λ,A)y V0= lim
t→+0

R(λ,A)
etAx− x

t
∀λ ∈ Λc.

Çâiäñè íà îñíîâi òîòîæíîñòi (11) òà ñïiââiäíîøåííÿ (13) îòðèìó¹ìî

R(λ, A)y V0= lim
t→+0

R(λ,A)A
t

t∫

0

esAx ds
V0= lim

t→+0

λR(λ,A)− E00

t

t∫

0

esAx ds.

Ç íåïåðåðâíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ 0 ≤ s 7−→ esAx ∈ V0 â íóëi ñïðàâà òà
îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äëÿ áóäü�ÿêî¨ òî÷êè λ ∈ Λc îòðèìó¹ìî

R(λ, A)y = λR(λ,A)x− x, àáî x = λR(λ,A)x−R(λ,A)y ∈ V1 .

Òâåðäæåííÿ (e) äîâåäåíî. ♦
Íàñëiäîê. Ç òâåðäæåííÿ 3(d) âèïëèâà¹ òàêå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+∞

∥∥etA
∥∥
L(Vj)

= 0, j = 0, 1.
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ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ Â ÊÎÍÓÑÅ ÑÅÊÒÎÐÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Ñ
ÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÛÌ ÒÈÏÎÌ È ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÛ

Îïèñàíî ôóíêöèîíàëüíîå èñ÷èñëåíèå ñåêòîðèàëüíèõ îïåðàòîðîâ ñ îòðèöàòåëüíûì
òèïîì â àëãåáðå Ôðåøå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ôèêñèðîâàííîì ñåêòîðå êîìï-
ëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ê òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï.

CALCULUS IN CONE OF NEGATIVE TYPE SECTORIAL
OPERATORS AND ANALYTICAL SEMIGROUPS

The functional calculation of sectorial operators with negative type in algebra of analytical
functions in the fixed sector of a complex plane is described. Application to the theory of
analytical groups is shown.

Ií-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî
iì. ß.Ñ.Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè 03.04.06
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