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ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÇÑÓÂÓ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ
ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ `1

Äîñëiäæóþòüñÿ ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòîði `1. Ç âèêîðèñòàííÿì îïå-
ðàòîðà ñèìåòðè÷íîãî çñóâó âñòàíîâëåíî àíàëîãè ôîðìóëè Ìàðòiíà òà ïîëÿðè-
çàöiéíî¨ ôîðìóëè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i îïèñàíî äåÿêi äèôåðåíöiþâàííÿ
íà àëãåáði ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Îòðèìàíî çàñòîñóâàííÿ äî ñèìåòðè÷íèõ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

Âñòóï. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið íàä ïîëåì K, äå K = R àáî K =
= C. Ôóíêöiÿ P : X → K íàçèâà¹òüñÿ n �îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêùî iñíó¹
ñèìåòðè÷íà n �ëiíiéíà ôîðìà P̃ : Xn → K òàêà, ùî P (x) = P̃ (x, . . . , x) äëÿ
âñiõ x ∈ X. Íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà âiäêðèòié ìíîæèíi U ∈ X íàçèâà¹òüñÿ
àíàëiòè÷íîþ, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ëîêàëüíî çîáðàçèòè ó âèãëÿäi çáiæíîãî ó ðiâíî-
ìiðíié òîïîëîãi¨ ðÿäó ç íåïåðåðâíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Äåòàëüíiøå òåîðiÿ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèêëàäåíà â ïðàöi [3].

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið X ìà¹ ñèìåòðè÷íèé áàçèñ (ei)∞i=1. Ôóíêöiÿ f
íà X íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

f(x) = f
( ∞∑

i=1

xiei

)
= f

( ∞∑

i=1

xσ(i)ei

)

äëÿ äîâiëüíîãî x =
∞∑

i=1

xiei ∈ X i äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ íà ìíîæèíi íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà Cn àáî Rn ¹ ñòàíäàðòíèì îá'¹êòîì êëàñè÷íî¨
àëãåáðè. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòîðàõ `p, 1 ≤ p < ∞, âïåðøå äîñëiä-
æóâàëèñü â [1]. Ó ðîáîòi [4] äîâåäåíî, ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì P íà
`p ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ”åëåìåíòàðíèõ� ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Fk(x) =
∞∑

i=1

xk
i , k ∈ N, k ≥ p.

1. Îçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íîãî çñóâó. Âëàñòèâîñòi. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(x) íà `1 ôóíêöiÿ f(x+y) äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî
y ∈ `1 íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ñèìåòðè÷íîþ. Òîáòî ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié
íå ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî çâè÷àéíîãî îïåðàòîðà çñóâó f(x) 7→ f(x + y). Ó [2]
çàïðîïîíîâàíî iíøèé çñóâ íà `1, ÿêèé çáåðiãà¹ ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Íåõàé x, y ∈ `1, x = (x1, x2, . . .) i y = (y1, y2, . . .). Îçíà÷èìî ñèìåòðè÷íèé
çñóâ x • y ∈ `1 ôîðìóëîþ x • y = (x1, y1, x2, y2, . . .).

Âiäçíà÷èìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèìåòðè÷íîãî çñóâó.

1. ßêùî x = σ1(u) i y = σ2(v) äëÿ äåÿêèõ ïiäñòàíîâîê σ1, σ2, òî x • y =
= σ(u • v) äëÿ äåÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ íà N.

2. ‖x • y‖ = ‖x‖+ ‖y‖.
3. Fn(x • y) = Fn(x) + Fn(y) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T s
y îïåðàòîð ñèìåòðè÷íîãî çñóâó f(x) 7→ f(x • y).

Ó [2] äîâåäåíî, ùî T s
y ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà `1 â ñåáå.
Íåõàé x•m := x • · · · • x︸ ︷︷ ︸

m

i m•
i=1

xi := x1 • · · · • xm. Ç âëàñòèâîñòi 3 âè-

ïëèâà¹, ùî Fk(x•m) = mFk(x) i Fk

(
m•

i=1
xi

)
=

m∑

i=1

Fk(xi) äëÿ äîâiëüíèõ íàòó-

ðàëüíèõ m i k.
Çàóâàæèìî, ùî â îçíà÷åííi ñèìåòðè÷íîãî çñóâó ñóòò¹âî, ùî ïðîñòið íå-

ñêií÷åííîâèìiðíèé. Íàäàëi çàâæäè ââàæàòèìåìî, ùî ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè âè-
çíà÷åíi íà íåñêií÷åííîâèìiðíîìó `1.

2. Àíàëîã ôîðìóëè Ìàðòiíà äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Íåõàé
P (x) = Pn(x) + · · ·+ P0 � ðîçêëàä äåÿêîãî ïîëiíîìà P íà îäíîðiäíi äîäàíêè.
Íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî ç ôîðìóëîþ Ìàðòiíà [5] äëÿ áóäü�ÿêèõ ïîïàðíî ðiçíèõ
÷èñåë b0, . . . , bn iñíó¹ êâàäðàòíà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ A(n, b), n + 1× n + 1,
ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä b = (b0, . . . , bn) òàêà, ùî




Pn(x)
...

P0


 = A(n, b)




P (bnx)
...

P (b0x)


 . (1)

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ìàðòiíà ìîæíà îá÷èñëèòè îäíîðiäíó
êîìïîíåíòó Pk, k=0, . . . , n, äîâiëüíîãî íåîäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P ñòåïåíÿ n.

Íåõàé òåïåð P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà `1. Çãiäíî ç ïðàöåþ [4] iñíó¹
ïîëiíîì Q(u1, . . . , un) âiä n çìiííèõ òàêèé, ùî

P (x) = Q(F1(x), . . . , Fn(x)).

Ñêàæåìî, ùî ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì P ¹ öiëêîì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ
(n,m), ÿêùî P � n �îäíîðiäíèé i âiäïîâiäíèé éîìó ïîëiíîì Q�m �îäíîðiä-
íèé. Íàïðèêëàä, F1F3 +F 2

2 áóäå öiëêîì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ (4, 2),
à F 2

1 + F2 � îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ 2, àëå íå öiëêîì îäíîðiäíèì. Î÷åâèäíî,
ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ìîæíà ïîäàòè (¹äèíèì ÷èíîì) ó âèãëÿäi
ñêií÷åííî¨ ñóìè öiëêîì îäíîðiäíèõ. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îòðèìà¹ìî ñïîñiá
çíàõîäæåííÿ òàêîãî ðîçêëàäó, âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìåòðè÷íèé çñóâ òà ôîðìóëó
Ìàðòiíà.

Ïîëiíîì Q, âçàãàëi êàæó÷è, íåîäíîðiäíèé i deg Q ≤ n. Íåõàé Q = Qn+
+ · · · + Q0 � ðîçêëàä Q íà îäíîðiäíi äîäàíêè. Âiçüìåìî äîâiëüíèé íàáið
ïîïàðíî ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m = (m0, . . . , mn). Îñêiëüêè

P (x•mk) = Q(mkF1(x), . . . , mkFn(x)),

òî çãiäíî ç (1)



Qn(F1(x), . . . , Fn(x))
...

Q0


 = A(n,m)




P (x•mn)
...

P (x•m0)


 . (2)

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî P � n �îäíîðiäíèé ïîëiíîì, òî Qk � (n, k) �öiëêîì îä-

íîðiäíèé ïîëiíîì. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó: íåõàé P =
n∑

i,j=0

Q(i, j)� ðîçêëàä

ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P íà öiëêîì îäíîðiäíi äîäàíêè. Çàóâàæèìî, ùî
Q(i, j) = 0 ïðè i < j. Êîìáiíóþ÷è (1) i (2), îòðèìó¹ìî òåîðåìó.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî ðiçíèõ äiéñíèõ ÷èñåë b =
= (b0, . . . bn) òà ïîïàðíî ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m = (m0, . . . ,mn) iñíó-
þòü íåâèðîäæåíi ìàòðèöi A(n, b) i A(n,m) òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñèìåò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà P ñòåïåíÿ n



Q(n, n) · · · Q(n, 0)
...

...
...

Q(0, n) · · · Q(0, 0)


= A(n,m)




P (bnx•mn) · · · P (b0x
•mn)

...
...

...
P (bnx•m0) · · · P (b0x

•m0)


 A∗(n, b).

3. Àíàëîã ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôîðìóëè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.
Íàãàäà¹ìî, ùî ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà äîçâîëÿ¹ âiäíîâèòè n �ëiíiéíó ñèìåò-
ðè÷íó ôîðìó P̃ çà n �îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì P. Ïîëÿðèçàöiéíà ôîðìóëà ìà¹
âèãëÿä

P̃ (x1, . . . , xn) =
1

2nn!

∑
ei=±1

e1 . . . enP

( n∑

j=1

eixj

)
. (3)

Ïðèïóñòèìî, ùî P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì, P (x) = Q(F1(x), . . . , Fn(x))
i Q� k �îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çíàéäåìî ôîðìóëó, ÿêà âiä-
íîâëþ¹ k �ëiíiéíó ôîðìó Q̃ çà ïîëiíîìîì P.

Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà k ïîçíà÷èìî ÷åðåç α0,k, . . . , αk−1,k êîìïëåêñíi
êîðåíi k �îãî ñòåïåíÿ ç 1. Òîáòî, αm,k = e2miπ/k. Äàëi âèêîðèñòà¹ìî ëåìó.

Ëåìà 1. Äëÿ áóäü�ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n

k−1∑
m=0

αn
m,k =

{
k, ÿêùî n ≡ 0mod k,
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêiëüêè αn
m,k = αn mod k

m,k , äîñòàòíüî äîâåñòè ëåìó äëÿ
âèïàäêó n < k. Ç òåîðåìè Âi¹òà âèïëèâà¹, ùî îäíîðiäíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè
ñòåïåíÿ 0 < n < k âiä êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà xk = 1 äîðiâíþþòü íóëåâi. Çîêðå-

ìà,
k−1∑
m=0

αn
m,k = 0 ïðè n < k. Ëåìó äîâåäåíî. ♦

Ëåìà 2. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n i ñêií÷åííîãî íàáîðó âåêòîðiâ x1,
. . . , xn ∈ `1 iñíó¹ åëåìåíò γn(x1, . . . , xn) ∈ `1 òàêèé, ùî Fk(γn(x1, . . . , xn)) =
= Fk(xk) äëÿ äîâiëüíîãî 1 ≤ k ≤ n.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîçíà÷èìî βn(x1, . . . , xn) :=
n•

j=1

n−1•
i=0

αi,j

j
√

j
xj . Äëÿ äîâiëüíî-

ãî íàòóðàëüíîãî k ïîçíà÷èìî J(k) ìíîæèíó äiëüíèêiâ ÷èñëà k. Âðàõîâóþ÷è
ëåìó 1 i âëàñòèâiñòü 3, ìà¹ìî: Fk(βn(x1, . . . , xn)) =

∑

j∈J(k)

j

jk/j
Fk(xj). Çîêðåìà,

F1(βn(x1, . . . , xn)) = F1(x1). Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî l < n çíàéøëè åëå-
ìåíò βl

n(x1, . . . , xn) ∈ `1 òàêèé, ùî Fk(βl
n(x1, . . . , xn)) = Fk(xk) ïðè k ≤ l i

Fk(βl
n(x1, . . . , xn)) =

∑

j≤k

cjFk(xk) ïðè l < k ≤ n, äå cj � äåÿêi êîíñòàíòè i

ck = 1. Ïîêëàäåìî

βl+1
n (x1, . . . , xn) := βl

n(x1, . . . , xn) •
(

l•
i=1

βn(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l

, (−1)1/l+1cixi, 0, . . . , 0)
)
.

Òîäi Fk(βl+1
n (x1, . . . , xn)) = Fk(xk) ïðè k ≤ l + 1 i Fk(βl+1

n (x1, . . . , xn)) =
=

∑

j≤k

c′jFk(xk) ïðè l + 1 < k ≤ n, äëÿ äåÿêèõ êîíñòàíò c′i i c′k = 1. Çà-

ëèøèëîñü ïîêëàñòè γn(x1, . . . , xn) = βn
n(x1, . . . , xn)� øóêàíèé åëåìåíò. Ëåìó

äîâåäåíî.♦
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Íàñëiäîê. Íåõàé P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ n íà `1. Òîäi

P (γn(x1, . . . , xn)) = Q(F1(x1), . . . , Fn(xn)).

Íåõàé e1, . . . , en � ñòàíäàðòíèé áàçèñ â n -âèìiðíîìó ïðîñòîði. Ìîæåìî çà-

ïèñàòè P (x) = Q(F1(x), . . . , Fn(x)) = Q
( n∑

k=1

Fk(x)ek

)
.

Òåîðåìà 2. Íåõàé P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà `1 òàêèé, ùî âiäïîâiä-
íèé ïîëiíîì Q ¹ n �îäíîðiäíèì. Òîäi n �ëiíiéíà ñèìåòðè÷íà ôîðìà Q̃ ìà¹
âèãëÿä

Q̃
( n∑

k=1

Fk(x1)ek, . . . ,

n∑

k=1

Fk(xn)ek

)
=

1
2nn!

∑
ei=±1

e1 . . . enP
(

n•
j=1

γn(eixj , . . . , eixj)
)
.

Ä î â å ä å í í ÿ. Çãiäíî ç íàñëiäêîì

P
(

n•
j=1

γn(eixj , . . . , eixj)
)

= Q
( n∑

j=1

ei

( n∑

k=1

Fk(xj)ek

))
.

Äàëi çàñòîñîâó¹ìî ïîëÿðèçàöiéíó ôîðìóëó (3), âçÿâøè çàìiñòü P ïîëiíîì Q,

à çàìiñòü xj � âåêòîð
n∑

k=1

Fk(xj)ek. Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

4. Äèôåðåíöiþâàííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð D, âèçíà÷å-
íèé íà àëãåáði, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿì, ÿêùî äëÿ íüîãî âèêîíó¹òüñÿ
ïðàâèëî Ëåéáíiöà. Òîáòî D(fg) = D(f)g+fD(g) äëÿ äîâiëüíèõ f i g ç äàíî¨
àëãåáðè.

Íåõàé h ∈ `1, m ∈ N i P � ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà `1. Îçíà÷èìî îïå-
ðàòîð Dm ñïiââiäíîøåííÿì

DmP (x)[h] := lim
λ→0

P
(
x •

(
m−1•
k=0

λ
m1/m αk,mh

))
− P (x)

λm
.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð DmP (x)[h] ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì íà àëãåáði ñè-
ìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. ßêùî P (x) = Q(F1(x), . . . , Fn(x)), òî

DmP (x)[h] =
∂Q

∂um
(F1(x), . . . , Fn(x))Fm(h), (4)

äå ∂Q

∂um
� äèôåðåíöiþâàííÿ çà um ïîëiíîìà Q(u1, . . . , un).

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ P 7→ Q ¹ ãîìîìîðôiçìîì
àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ïîðîäæåíèõ F1, . . . , Fn, â àëãåáðó ïîëiíîìiâ
âiä n çìiííèõ, i ∂Q

∂um
� îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ íà àëãåáði ïîëiíîìiâ âiä n

çìiííèõ, òî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè ôîðìóëó (4). Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi
ñèìåòðè÷íîãî çñóâó i îçíà÷åííÿ Dm, ìà¹ìî

DmP (x)[h]= lim
λ→0

[
Q(F1(x), . . . , Fm(x) + λmFm(h), . . . , Fn(x) + λn m

mn/m Fn(h))
λm

−

−Q(F1(x), . . . , Fn(x)
λm

]
.
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ßêùî ïîçíà÷èòè uk = Fk(x), ak = Fk(h), t = λm, îòðèìà¹ìî: DmP (x)[h]=

= lim
t→0

[
Q(u1, . . . , um−1, um + tam, um+1 + trm+1am+1, . . . , un + trnan)

t
−

− Q(u1, . . . , un)
t

]
,

äå rm+1, . . . , rn � äåÿêi ÷èñëà, áiëüøi âiä îäèíèöi. Òîìó

DmP (x)[h] = lim
t→0

Q(u1, . . . , um−1, um + ta, um+1, . . . , un)−Q(u1, . . . , un)
t

=

=
∂Q

∂um
(u1, . . . , un)a =

∂Q

∂um
(F1(x), . . . , Fn(x))Fm(h).

Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦
5. Çàñòîñóâàííÿ äî àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî x ∈ `1, ‖x‖ < 1, ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (Fk(x))∞k=1 íàëåæèòü
äî ïðîñòîðó ïîñëiäîâíîñòåé `1. Òîìó, ÿêùî Q� äåÿêèé ïîëiíîì íà `1, òî

Q
( ∞∑

k=1

Fk(x)ek

)
� ñèìåòðè÷íà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà îäèíè÷íié êóëi B`1 ⊂ `1,

äå (ek)∞k=1 � ñòàíäàðòíèé áàçèñ â `1. Ñêàæåìî, ùî ñèìåòðè÷íà àíàëiòè÷íà
ôóíêöiÿ f íà B`1 ïîëiíîìiàëüíî ïîðîäæåíà, ÿêùî iñíó¹ ïîëiíîì Q íà `1

òàêèé, ùî f(x) = Q
( ∞∑

k=1

Fk(x)ek

)
. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî f ïîðîäæåíà ïî-

ëiíîìîì Q, òî f(x • y) = Q
( ∞∑

k=1

(Fk(x) + Fk(y))ek

)
. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

äåÿêi ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ðîçäiëiâ, îòðèìàíi äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ,
çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè äëÿ ïîëiíîìiàëüíî ïîðîäæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié. Íàïðèêëàä, ÿêùî f ïîðîäæåíà ïîëiíîìîì Q, òî îäíîðiäíi
êîìïîíåíòè öüîãî ïîëiíîìà ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ (2). Îïåðàòîðè Dm ¹
äèôåðåíöiþâàííÿìè íà àëãåáði ïîëiíîìiàëüíî ïîðîäæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié i äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ ôóíêöi¨ f ìà¹ìî, ùî Dk

m(f) = 0 äëÿ
äîñòàòíüî âåëèêîãî k.

Ïîçíà÷èìî D :=
{

x =
∞∑

i=1

xiei ∈ `1 : sup
i
|xi| < 1

}
. Ëåãêî áà÷èòè, ùî D�

âiäêðèòà ìíîæèíà. Ìè áóäåìî íàçèâàòè D ïîëiäèñêîì â `1. Ïîëiäèñê D ¹
çàìêíåíèì âiäíîñíî ñèìåòðè÷íîãî çñóâó. Òîáòî, x • y ∈ D, ÿêùî x, y ∈ D.

Ëåìà 3. Íåõàé x ∈ D, ‖x‖ < m, äå m� íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ öþ íåðiâíiñòü. Òîäi iñíóþòü y1, . . . , ym ∈ B`1 òàêi, ùî x =
= y1 • · · · • ym.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïðè m = 1 òâåðäæåííÿ ëåìè, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ.
Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî m − 1 ≥ 1. Çãiäíî ç óìîâîþ
òåîðåìè, ‖x‖ = m− 1 + r äëÿ äåÿêîãî 0 ≤ r < 1. Îñêiëüêè ‖x1e1‖ = |x1| < 1,
òî |x1| ≤ r àáî r < x1 < r + 1. ßêùî r < x1 < r + 1, ïîêëàäåìî y1 = x1e1.
ßêùî x1 ≤ r, ðîçãëÿíåìî âåêòîð x1e1 + x2e2. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî

j ≥ 1 iñíó¹ âåêòîð
j∑

i=1

xiei òàêèé, ùî
j∑

i=1

|xi| ≤ r. Îñêiëüêè |xj+1| < 1, òî àáî

j+1∑

i=1

|xi| ≤ r, àáî r <

j+1∑

i=1

|xi| < r + 1. Âðàõîâóþ÷è, ùî
∞∑

i=1

|xi| > r, îòðèìó¹ìî,
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ùî äëÿ äåÿêîãî íîìåðà k, r ≤
k∑

i=1

|xi| < r + 1. Ïîêëàäåìî y1 :=
k∑

i=1

xiei i

x′ =
∞∑

i=k+1

xiei. Òîäi x = y1 • x′ i r < ‖y1‖ < 1 + r. Îòæå, ‖x′‖ < m − 1

i m − 1� íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ öÿ íåðiâíiñòü.
Çàñòîñîâó¹ìî iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ äî x′. Ëåìó äîâåäåíî. ♦

Òåîðåìà 4. Äîâiëüíà ïîëiíîìiàëüíî ïîðîäæåíà ñèìåòðè÷íà àíàëiòè÷íà
ôóíêöiÿ f íà B`1 îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ñèìåòðè÷íî¨ àíàëi-
òè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà D.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé Q� ïîëiíîì íà `1, ÿêèé ïîðîäæó¹ f. Çãiäíî
ç ëåìîþ 3, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ D, x = y1 • · · · • ym, äëÿ äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨
ïîñëiäîâíîñòi y1, . . . , ym ∈ B`1 . Òîìó

Q
( ∞∑

k=1

Fk(x)ek

)
= Q

( ∞∑

k=1

Fk(y1 •· · ·•ym)ek

)
= Q

( ∞∑

k=1

(Fk(y1)+ · · ·+Fk(yn))ek

)
.

Çàëèøèëîñü ïîêëàñòè f(x) := Q
( ∞∑

k=1

Fk(x)ek

)
. Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦
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ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÑÄÂÈÃÀ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÀ `1

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû íà ïðîñòðàíñòâå `1. Èñïîëüçóÿ
îïåðàòîð ñèììåòðè÷åñêîãî ñäâèãà, óñòàíîâëåíû àíàëîãè ôîðìóëû Ìàðòèíà è ïîëÿ-
ðèçàöèîííîé ôîðìóëû äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è îïèñàíû íåêîòîðûå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ íà àëãåáðå ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Ïîëó÷åíû ïðèìåíåíèÿ ê
ñèììåòðè÷åñêèì àíàëèòè÷åñêèì ôóíêöèÿì.

A TRANSLATION OPERATOR IN THE SPACE OF SYMMETRIC
ANALYTIC FUNCTIONS ON `1

We investigate symmetric polynomials on `1. Using an operator of symmetric transla-
tion, we establish some analogues of the Martin formula and the polarization formula for
symmetric polynomials and describe some derivatives in the algebra of symmetric poly-
nomials. Some applications to symmetric analytic functions are indicated.

Ií-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî
iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ëüâiâ 23.09.05
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