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ÃIÏÅÐÖÈÊËI×ÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÊÎÌÏÎÇÈÖI� ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ
ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä ãiïåðöèêëi÷íîãî îïåðàòîðà êîìïîçèöi¨ â ïðîñòîði öiëèõ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà Cn, ÿêèé íå êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì çñóâó.

Âñòóï. Ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T íà ïðîñòîði Ôðåøå X íà-
çèâà¹òüñÿ ãiïåðöèêëi÷íèì, ÿêùî iñíó¹ âåêòîð x0 ∈ T òàêèé, ùî ìíîæèíà
{x0, Tx0, T

2x0, . . .} ùiëüíà â X. Ó öüîìó âèïàäêó x0 íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðöèê-
ëi÷íèì âåêòîðîì îïåðàòîðà T. Êëàñè÷íà òåîðåìà Áiðêãîôà [4] ñòâåðäæó¹, ùî
îïåðàòîð çñóâó Ta íà äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð a, Ta : f(x) 7→ f(x + a) ¹
ãiïåðöèêëi÷íèì ó ïðîñòîði H(C). Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð Ta ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi

Ta(f) =
∞∑

n=0

an

n!
Dnf,

äå D � îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ. Ó ïðàöi [7] Ãîäôðóà i Øàïiðî óçàãàëüíèëè
òåîðåìó Áiðêãîôà, äîâiâøè, ùî êîëè Φ(z) =

∑

|α|≥0

cαzα � äåÿêà öiëà ôóíêöiÿ

åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó íà Cn, âiäìiííà âiä êîíñòàíòè, òî îïåðàòîð

f 7→
∑

|α|≥0

cαDαf, f ∈ H(Cn), (1)

¹ ãiïåðöèêëi÷íèì. Òóò H(Cn)� ïðîñòið öiëèõ ôóíêöié íà Cn. Áiëüøå òîãî, â
ðîáîòi [7] äîâåäåíî, ùî êîæåí ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð íà H(Cn), ÿêèé
êîìóòó¹ çi çñóâîì i âiäìiííèé âiä äîáóòêó îäèíè÷íîãî íà êîíñòàíòó, ìà¹ âèãëÿä
(1) i, îòæå, ¹ ãiïåðöèêëi÷íèì.

Ó öié ñòàòòi ìè ïîáóäó¹ìî ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ íà ïðîñòîði
H(Cn), ÿêèé íå êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì çñóâó. Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð T íà
H(Cn) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì êîìïîçèöi¨, ÿêùî âií ìà¹ âèãëÿä Tf(x) =
= f(φ(x)) äëÿ äåÿêîãî àíàëiòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ φ : Cn → Cn. Âiäîìî [3,
íàñëiäîê 2.3.], ùî äîâiëüíèé ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ íà H(C)
òîòîæíèé äî îïåðàòîðà çñóâó Ta äëÿ äåÿêîãî a.

Ó ñòàòòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíà-
õîâèõ ïðîñòîðàõ. Äåòàëüíèé âèêëàä öi¹¨ òåîði¨ ìiñòèòüñÿ ó êíèçi Äiíiíà [6].
Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòi [2] äîâåäåíî àíàëîã òåîðåìè Ãîäôðóà�Øàïiðî äëÿ
ñïåöiàëüíîãî êëàñó öiëèõ ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði ç ñåïàðàáåëüíèì
ñïðÿæåíèì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið ç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì
(en)∞n=1. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

f(x) = f
( ∞∑

i=1

xiei

)
= f

( ∞∑

i=1

xieσ(i)

)

äëÿ äîâiëüíîãî x =
∞∑

i=1

xiei ∈ X i äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè σ íà ìíîæèíi

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïîñëiäîâíiñòü îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ (Pn)∞n=1, deg Pn = n
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íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì ó ïðîñòîði ñèìåòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ íà X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P ñòåïåíÿ n íà X
iñíó¹ ïîëiíîì q íà Cn òàêèé, ùî

P (x) = q(P1(x), . . . , Pn(x)).

Íàäàëi ó öié ñòàòòi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè X = `1. Ïðîñòið ñèìåò-
ðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà `1 ïîçíà÷àòèìåìî Ps(`1). Äëÿ íàñ áóäóòü âàæëèâèìè
äâà àëãåáðà¨÷íi áàçèñè ó Ps(`1) : F = (Fk)∞k=1 (äèâ. [8]) i G = (Gk)∞k=1, äå

Fk(x) =
∞∑

i=1

xk
i ,

Gk(x) =
∑

i1<···<ik

xi1 · · ·xik
.

Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè äâîìà áàçèñàìè çàäà¹òüñÿ âiäîìîþ ôîðìóëîþ Íüþòîíà:
G1 = F1 i äëÿ äîâiëüíîãî k

Gk+1 =
1

k + 1
((−1)kFk+1 − FkG1 + · · ·+ F1Gk).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hn
s (`1) àëãåáðó öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà `1, ÿêà ïî-

ðîäæåíà ïîëiíîìàìè F1, . . . , Fn. Ó ðîáîòi [1] äîâåäåíî, ùî âiäîáðàæåííÿ

FF
n : f(t1, . . . , tn) 7→ f(F1(x), . . . , Fn(x))

¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì àëãåáðè H(Cn) íà Hn
s (`1).

Íåõàé x, y ∈ `1, x = (x1, x2, . . .), y = (y1, y2, . . .). Ïîêëàäåìî x • y :=
= (x1, y1, x2, y2, . . .). Îçíà÷èìî

Ty(f)(x) := f(x • y).

Áóäåìî íàçèâàòè îïåðàöiþ x 7→ x • y ñèìåòðè÷íèì çñóâîì, à îïåðàòîð Ty �
îïåðàòîðîì ñèìåòðè÷íîãî çñóâó. Ëåãêî áà÷èòè, ùî f(x • y)� ñèìåòðè÷íà
ôóíêöiÿ ïðè ôiêñîâàíîìó y, ÿêùî f � ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ. Ó [5] ïîêàçàíî,
ùî Ty � òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
â ñåáå. Âiäçíà÷èìî îäíó î÷åâèäíó âëàñòèâiñòü ñèìåòðè÷íîãî çñóâó:

Fk(x • y) = Fk(x) + Fk(y) (2)

äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k.

Òåîðåìà 1. Íåõàé y ∈ `1 i âåêòîð (F1(y), . . . , Fn(y)) ∈ Cn íåíóëüîâèé.
Òîäi îïåðàòîð ñèìåòðè÷íîãî çñóâó Ty áóäå ãiïåðöèêëi÷íèì íà Hn

s (`1).

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé a = (F1(y), . . . , Fn(y)) ∈ Cn. Îñêiëüêè a 6= 0, òî,
çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãîäôðóà�Øàïiðî, Ta � ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð íà H(Cn).
Íåõàé f � äåÿêèé ãiïåðöèêëi÷íèé âåêòîð îïåðàòîðà Ta. Ïîêëàäåìî

g(x) = FF
n (f)(x) = f(F1(x), . . . , Fn(x)).

Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ (2),

Ty(g)(x) = g(x • y) = f(F1(x) + F1(y), . . . , Fn(x) + Fn(y)) =
= FF

n (f)(t + a) = FF
n (Ta(f)(t)).

Îñêiëüêè ìíîæèíà (T k
a (f))∞k=1 ùiëüíà â H(Cn), òî ìíîæèíà (T k

y (g))∞k=1 =
= (FF

n (T k
a (f)))∞k=1 � ùiëüíà â Hn

s (`1). Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

49



Ëåìà 1. Íåõàé (Pk)∞k=1 � äåÿêèé îäíîðiäíèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â Ps(`1)
i y ∈ `1. Pk(y) = 0 äëÿ 1 ≤ k ≤ n òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè Fk(y) = 0 äëÿ
1 ≤ k ≤ n.

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêiëüêè (Pk)∞k=1 � àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ, òî äëÿ äîâiëüíîãî
m, Fm(x) = qm(P1(x), . . . , Pm(x)) äëÿ äåÿêîãî ïîëiíîìà qm íà Cm. ßêùî
Pk(y) = 0, òî Pk(ty) = tkPk(y) = 0. Òîìó Fm(ty) = tmFm(y) ≡ qm(0). Îòæå,
Fm(y) = 0. Îñêiëüêè (Fk)∞k=1 � îäíîðiäíèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ, òî âiðíå i
îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. ♦

Ëåìà 2. Íåõàé P = (Pk)∞k=1 � äåÿêèé îäíîðiäíèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ â
Ps(`1). Òîäi âiäîáðàæåííÿ

FP
n : f(t1, . . . , tn) 7→ f(P1(x), . . . , Pn(x))

¹ òîïîëîãi÷íèì içîìîðôiçìîì ç H(Cn) â Hn
s (`1).

Ä î â å ä å í í ÿ. Î÷åâèäíî, ùî FP
n � ãîìîìîðôiçì. Ó [1] äîâåäåíî,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (t1, . . . , tn) ∈ Cn iñíó¹ åëåìåíò x ∈ `1 òàêèé, ùî
P1(x) = t1, . . . , Pn(x) = tn. Òîìó âiäîáðàæåííÿ FP

n ií'¹êòèâíå. Ïîêàæåìî, ùî
âîíî ñþð'¹êòèâíå. Íåõàé u ∈ Hn

s (`1) i u =
∑

uk � ðîçâèíåííÿ Òåéëîðà íà
îäíîðiäíi ïîëiíîìè. Äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà uk iñíó¹ ïîëiíîì qk íà Cn òàêèé,

ùî uk = qk(P1, . . . , Pn). Ïîêëàäåìî f(t1, . . . , tn) =
∞∑

k=1

qk(t1, . . . , tn). Îñêiëüêè

f ¹ ñòåïåíåâèì ðÿäîì, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (t1, . . . , tn), òî
f � öiëà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ íà Cn. Î÷åâèäíî, ùî FP

n (f) = u. Íåïåðåðâíiñòü
FP

n âèïëèâà¹ ç âiäîìî¨ òåîðåìè ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü içîìîðôiçìà
ìiæ äâîìà êîìóòàòèâíèìè ñêií÷åííî ïîðîäæåíèìè àëãåáðàìè Ôðåøå [9, ñ.43].
Ëåìó äîâåäåíî. ♦

Íàñòóïíà ëåìà ¹ ðåçóëüòàòîì áåçïîñåðåäíiõ îá÷èñëåíü.

Ëåìà 3. Gn(x • y) =
n∑

i=0

Gi(x)Gn−i(y), äå äëÿ çðó÷íîñòi ïðèéìà¹ìî, ùî

G0 = 1.

Òåîðåìà 2. Íåõàé y ∈ `1 òàêèé, ùî âåêòîð (F1(y), . . . , Fn(y)) íåíóëüî-
âèé i P� äîâiëüíèé îäíîðiäíèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ íà Ps(`1). Òîäi îïåðàòîð

TP,y := (FP
n )−1TyFP

n

¹ ãiïåðöèêëi÷íèì îïåðàòîðîì íà H(Cn).

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé u� ãiïåðöèêëi÷íèé âåêòîð îïåðàòîðà Ty íà
Hn

s (`1). Ïîêëàäåìî f(t) := (FP
n )−1(u). Òîäi

[(FP
n )−1TyFP

n ]mf = [(FP
n )−1T m

y FP
n ]f = (FP

n )−1T m
y (u).

Îñêiëüêè (T m
y (u))∞m=1 � ùiëüíà ìíîæèíà â Hn

s (`1) i (FP
n )−1 � içîìîðôiçì

ç Hn
s (`1) â H(Cn), òî [(FP

n )−1T m
y (u)]∞m=1 = (Tm

P,yf)∞m=1 � ùiëüíà ìíîæèíà â
H(Cn). Îòæå, f � ãiïåðöèêëi÷íèé âåêòîð îïåðàòîðà TP,y. Òåîðåìó äîâåäåíî.♦

Çíàéäåìî âèãëÿä îïåðàòîðà TP,y, êîëè P = G. Çãiäíî ç ëåìîþ 3,

TyFG
n f(t1, . . . , tn) = Tyf(G1(x), . . . , Gn(x)) = f(G1(x • y), . . . , Gn(x • y)) =

= f
(
G1(x) + G1(y), . . . ,

n∑

i=0

Gi(x)Gn−i(y)
)
.
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Òîìó

TG,yf(t1, . . . , tn) = f
(
t1 + b1, . . . ,

k∑

i=0

tibk−i, . . . ,

n∑

i=0

tibn−i

)
, (3)

äå t0 = 1, b0 = 1, bk = Gk(y) äëÿ 1 ≤ k ≤ n. Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç ëåìîþ
1, ÿêùî Ty � ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð, òî (b1, . . . , bn)� íåíóëüîâèé âåêòîð.

Íàñëiäîê. ßêùî n > 1, òî íà H(Cn) iñíó¹ ãiïåðöèêëi÷íèé îïåðàòîð
êîìïîçèöi¨, ÿêèé íå êîìóòó¹ çi çñóâîì.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîêàæåìî, ùî TG,y íå êîìóòó¹ ç Ta. Çãiäíî ç (3)

Ta ◦ TG,yf(t1, . . . , tn) = f
(
t1 + b1 + a1, . . . ,

n∑

i=0

tibn−i + an

)
,

TG,y ◦ Taf(t1, . . . , tn) = f
(
t1 + b1 + a1, . . . ,

n∑

i=0

(ti + ai)bn−i

)
.

Î÷åâèäíî, ùî Ta ◦ TG,y 6= TG,y ◦ Ta, ÿêùî a i b� íåíóëüîâi âåêòîðè i n > 1.
Íàñëiäîê äîâåäåíî. ♦
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ÃÈÏÅÐÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ
ÍÀ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïîñòðîåí ïðèìåð ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà êîìïîçèöèè â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà Cn, êîòîðûé íå êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ñäâèãà.

HYPERCYCLIC OPERATORS OF COMPOSITION ON SPACES
OF ANALYTIC FUNCTIONS

We construct an example of hypercyclic composition operator on the space of entire func-
tions on Cn which does not commute with the translation operator.

Ií-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî
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