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Äîñëiäæåíî ïîâåäiíêó îöiíîê îïòèìàëüíèõ âàã äëÿ çàäàíîãî ñòàíó çîâíiøíüî-
ãî ñåðåäîâèùà ó âèïàäêó âèáiðêè çà ïðèïóùåííÿ, ùî ìàòðèöÿ ïîâåðíåíü öiííèõ
ïàïåðiâ ìà¹ ìàòðè÷íèé åëiïòè÷íèé ðîçïîäië; îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ âèùèõ
ìîìåíòiâ ó âèïàäêó äâîâèìiðíîãî ïîðòôåëÿ.

Ïðîáëåìà ïðèéíÿòòÿ îïòèìàëüíîãî ðiøåííÿ çà óìîâè ðèçèêó ðîçãëÿäàëà-
ñÿ áàãàòüìà äîñëiäíèêàìè. Ìàðêîâiö [6] ðîçâèíóâ ñåðåäíüîâàðiàöiéíi ïðèíöè-
ïè äëÿ ïîøóêó îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñòi. Çàïðîïîíî-
âàíi ïðèíöèïè âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó iíâåñòîðà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà iç éîãî ôóíêöi-
¹þ êîðèñíîñòi. Çàñòîñóâàííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨ êîðèñíîñòi â ïîðòôåëüíî-
ìó àíàëiçi, ïåðø çà âñå, ïîÿñíþ¹òüñÿ ñïiâïàäàííÿì âiäïîâiäíîãî îïòèìàëüíîãî
ïîðòôåëÿ, ÿêèé áóäó¹òüñÿ íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêó îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i, òà ñåðåä-
íüîâàðiàöiéíîãî îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ [1�3, 10]. Êðîë, Ëåâi òà Ìàðêîâiö [5]
çàóâàæèëè, ùî ñåðåäíüîâàðiàöiéíèé îïòèìàëüíèé ïîðòôåëü ìà¹ ìàêñèìàëüíå
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ êîðèñíîñòi àáî áëèçüêå äî íüîãî.

Îñêiëüêè ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ ¹ ïåðåâàæíî íå-
âiäîìèìè âåëè÷èíàìè, òî äèíàìi÷íi ìîäåëi ôîðìóâàííÿ îïòèìàëüíîãî ïîðòôå-
ëÿ íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi íà ïðàêòèöi. Äëÿ ôîðìóâàííÿ ïîðòôåëÿ iíâåñ-
òîðîâi ïîòðiáíî ñïî÷àòêó îöiíèòè íåâiäîìi ïàðàìåòðè. Îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ,
ðîçãëÿíóòîþ â äàíié ñòàòòi, ¹ âïëèâ îöiíîê âåêòîðà ñåðåäíiõ òà êîâàðiàöiéíî¨
ìàòðèöi íà ïîâåäiíêó âàã îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî çîâíiøí¹ ñåðåäîâèùå ìîæå ïåðåáóâàòè â îäíîìó iç N
ìîæëèâèõ ñòàíiâ θ = (θ1, ..., θN ). Ó âèïàäêó, êîëè çîâíiøí¹ ñåðåäîâèùå ïåðå-
áóâà¹ â ñòàíi θj , ïîçíà÷èìî k �âèìiðíèé âåêòîð î÷iêóâàíèõ ïîâåðíåíü öiííèõ
ïàïåðiâ ïîðòôåëÿ ÷åðåç µj , à ÷åðåç Σj � éîãî êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ ðîç-
ìiðíîñòi k × k. Íåõàé ìàòðèöÿ Σj ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíà. Òîäi îïòèìàëüíi
ïîðòôåëüíi âàãè â ñåíñi ìàêñèìiçàöi¨ î÷iêóâàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨ êîðèñ-
íîñòi ìàþòü âèãëÿä

wEU,j =
Σ−1

j 1k

1′kΣ−1
j 1k

+ α−1Sjµj , (1)

äå

Sj = Σ−1
j − Σ−1

j 1k1′kΣ−1
j

1′kΣ−1
j 1k

, j = 1, 2, ..., N, (2)

1k = (1, ..., 1)′ � k �âèìiðíèé âåêòîð, êîåôiöi¹íò α âèçíà÷à¹ ñõèëüíiñòü iíâåñ-
òîðà äî ðèçèêó. Âèïàäîê α = ∞ îçíà÷à¹, ùî iíâåñòîð ïîâíiñòþ íàìàãà¹òüñÿ
óíèêíóòè ðèçèêó.

Îïòèìàëüíèé ïîðòôåëü, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âàãàìè (1), íàçèâà¹òüñÿ îï-
òèìàëüíèì ïîðòôåëåì â ñåíñi ìàêñèìiçàöi¨ î÷iêóâàíî¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨
êîðèñíîñòi.

Îäíi¹þ ç íàéáiëüøèõ ïðîáëåì, iç ÿêîþ äîâîäèòüñÿ ìàòè ñïðàâó iíâåñòîðó
íà ïðàêòèöi, ¹ çàëåæíiñòü îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëüíèõ âàã, ùî âèçíà÷àþòüñÿ
ôîðìóëàìè (1) i (2), âiä íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ µj i Σj . Öi ïàðàìåòðè ïîâèííi
áóòè îöiíåíi íà îñíîâi ïîïåðåäíiõ ñïîñòåðåæåíü. Îöiíêè îïòèìàëüíèõ ïîðò-
ôåëüíèõ âàã îòðèìà¹ìî, ÿêùî çàìiíèìî íåâiäîìi ïàðàìåòðè ó ôîðìóëàõ (1)
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i (2) íà ¨õ âiäïîâiäíi îöiíêè. Öi îöiíêè áóëè ðîçãëÿíóòi ó ðîáîòi [9]. Ñåðåäí¹
çíà÷åííÿ i âàðiàöiÿ îöiíîê áóëè âñòàíîâëåíi çà ïðèïóùåííÿ, ùî ïîâåðíåííÿ
öiííèõ ïàïåðiâ ìàþòü åëiïòè÷íèé ðîçïîäië. Ïðîòå, âèõîäÿ÷è iç âëàñòèâîñòåé
ðîçïîäiëó Âiøàðäà [8], äàíi ðåçóëüòàòè íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ îïòè-
ìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ç äâîìà òèïàìè öiííèõ ïàïåðiâ.

Ó ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîâåäiíêà îöiíîê îïòèìàëüíèõ âàã ó âèïàäêó âè-
áiðêè äëÿ çàäàíîãî ñòàíó çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà çà ïðèïóùåííÿ, ùî ìàòðèöÿ
ïîâåðíåíü öiííèõ ïàïåðiâ ìà¹ ìàòðè÷íèé åëiïòè÷íèé ðîçïîäië. Äëÿ äâîâèìið-
íîãî ïîðòôåëÿ îòðèìàíà ôîðìóëà äëÿ âèùèõ ìîìåíòiâ.

Ðîçãëÿíåìî ïîðòôåëü ç äâîìà öiííèìè ïàïåðàìè. Âåêòîð ïîâåðíåíü â ìî-
ìåíò ÷àñó t ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xt = (X1t, X2t)′. Ïðèïóñòèìî, ùî âèïàäêîâi
âåêòîðè Xj , j = 1, ..., n, ¹ íåêîðåëüîâàíèìè é îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè ç ñå-
ðåäíiìè µj i êîâàðiàöiéíèìè ìàòðèöÿìè Σj â ñòàíi θj . Ïîçíà÷èìî µ̂θj =

=
1
n

n∑
p=1

Xp|θj
pp(θj) =

1
n

n∑
p=1

Yp(θj), äå Yp(θj)� âåêòîð ïîâåðíåíü ïîðòôåëüíèõ

öiííèõ ïàïåðiâ â ìîìåíò ÷àñó p ó θj ñòàíi çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà, pp(θj) =
= Prp(θ = θj)� éìîâiðíiñòü ïåðåáóâàííÿ çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà â ñòàíi θj

â ìîìåíò ÷àñó p, îñêiëüêè ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ ç ÷àñîì
i Yp(θj) = Xp|θj

pp(θj). Òîäi îöiíêà ñåðåäíüîãî ïîâåðíåííÿ çàïèøåòüñÿ íàñòóï-
íèì ÷èíîì:

µ̂ =
1
n

n∑
p=1

Xp =
1
n

n∑
p=1

N∑

j=1

Xp|θj
pp(θj) =

N∑

j=1

µ̂θj .

Âàãè îïòèìàëüíèõ ïîðòôåëiâ äëÿ äàíîãî ñòàíó çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà
θj îá÷èñëþþòüñÿ øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ìàòðèöi Y (θj) = (Y1(θj), ..., Yn(θj))
çàìiñòü ìàòðèöi Xθj = (X1|θj

, ..., Xn|θj
). Ç óìîâè Xθj ∼ Ek×n(µj ⊗ 1′n, Σj , ϕ),

ÿêà îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ Xθj ìà¹ k×n �âèìiðíèé åëiïòè÷íèé ðîçïîäië ç ñåðåä-
íiì µj⊗1′n, ç êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ Σj i ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ϕ,
i ç âëàñòèâîñòåé åëiïòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ îòðèìó¹ìî Y (θj) ∼ Ek×n(µj ⊗ v′j , Σj⊗
⊗Φj , ϕ), äå vj = (p1(θj), ..., pn(θj)) i Φj = diag(p1(θj), ..., pn(θj)).

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü íàäàëi iíäåêñ j ó ôîðìóëàõ îïóñêà¹ìî. Âèáið-
êîâi îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ µ i Σ âèçíà÷àòèìåìî çà âiäïîâiäíèìè ôîð-

ìóëàìè: µ̂ = Y
Φ−1v

v′Φ−1v
= Ȳ i Σ̂ =

E(R2
(nor))

(n− 1)E(R2)
Y

(
Φ−1 − Φ−1vv′Φ−1

v′Φ−1v

)
Y ′, äå

Y = Y (θj); R2
(nor) i R2 � òàê çâàíi ãåíåðóþ÷i âèïàäêîâi âåëè÷èíè âiäïîâiä-

íî äëÿ íîðìàëüíîãî i åëiïòè÷íîãî ðîçïîäiëiâ. Çàóâàæèìî, ùî iç ñòîõàñòè÷íîãî
çîáðàæåííÿ åëiïòè÷íîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà âèïëèâà¹, ùî ãåíåðóþ÷à âèïàä-
êîâà âåëè÷èíà ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ òèï ðîçïîäiëó.

Ïîçíà÷èìî µ=
(

µ1

µ2

)
, Σ=

(
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

)
i µ̂=

(
µ̂1

µ̂2

)
, Σ̂=

(
σ̂2

1 σ̂12

σ̂12 σ̂2
2

)

âiäïîâiäíî. Òîäi ìà¹ìî òàêó îïòèìàëüíó ïîðòôåëüíó âàãó:

ŵEU =
(µ̂2 − µ̂1)α−1 + σ̂2

1 − σ̂12

σ̂2
1 + σ̂2

2 − 2σ̂12
=

=

α∗−1
( n∑

i=1

Y2i −
n∑

i=1

Y1i

)
+

n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)2 −
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)(Y2i − Ȳ2)

n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)2+
n∑

i=1

(Y2i − Ȳ2)2 − 2
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)(Y2i − Ȳ2)

, (3)

äå α∗ = α
n

n− 1
(nk + 2)
E(R2)

. Âèâåäåìî ìîìåíòè îöiíîê îïòèìàëüíèõ âàã äëÿ äâî-
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âèìiðíîãî âèïàäêó. Äëÿ öüîãî ïîçíà÷èìî

dk = α∗−k
k∑

j=
h

(k+1)/2

injE(R−2j)(nk − 2)...(nk − 2j)Cj
k−j

1
j!
×

×
(

σ2
1 + σ2

2 − 2σ12

2

)k−j

(µ2 − µ1)2j−k, (4)

αj,k = Cj
k−j

k!
j!

rk−jq2j−k, (5)
äå

q = 2(σ2
1 − σ12), r = σ2

1σ2
2 − 2σ12. (6)

Ëåìà 1. Íåõàé äâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè X, Y ìàþòü ñïiëüíó ôóíêöiþ
òâiðíèõ ìîìåíòiâ g(t1, t2) = E

(
et1X+t2Y

)
. Òîäi iñíó¹ E

(
Xk

Y m

)
i

E

(
Xk

Y m

)
=

1
Γ(m)

∞∫

0

tm−1
2

(
∂k

∂tk1
g(t1,−t2)|t1=0

)
dt2, 0 ≤ k ≤ m. (7)

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q äîâiëüíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ùî íå
çàëåæèòü âiä X i Y, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ E(Qj), à ÷åðåç g1(.)� ¨¨ ôóíêöiþ òâiðíèõ
ìîìåíòiâ. Òîäi

E

((
Q + X

Y

)m)
=

m∑

k=0

Ck
mE

(
Xk

Y m

)
E(Qm−k). (8)

Ç [7] âèïëèâà¹, ùî E

((
Q + X

Y

)m)
=

1
Γ(m)

∞∫

0

tm−1
2

(
∂k

∂tk1
g̃(t1,−t2)|t1=0

)
dt2,

äå g̃(.)� ñïiëüíà ôóíêöiÿ òâiðíèõ ìîìåíòiâ âèïàäêîâèõ çìiííèõ Q + X i Y.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ëåéáíiöà, îòðèìà¹ìî

E

((
Q + X

Y

)m)
=

1
Γ(m)

∞∫

0

tm−1
2

(
∂k

∂tk1
g1(t1)g(t1,−t2)|t1=0

)
dt2 =

=
1

Γ(m)

∞∫

0

tm−1
2

(
m∑

k=0

Ck
m

∂k

∂tk1
g(t1,−t2)

∂m−k

∂tm−k
1

g1(t1)|t1=0

)
dt2 =

=
m∑

k=0

Ck
m

1
Γ(m)

∞∫

0

tm−1
2

(
∂k

∂tk1
g(t1,−t2)|t1=0

)
dt2E(Qm−k). (9)

Îñêiëüêè Q� äîâiëüíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, òî ïðèðiâíÿâøè âiäïîâiäíi êîåôi-
öi¹íòè áiëÿ E(Qm−k) ó ôîðìóëàõ (8) i (9), îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.♦

Ëåìà 2. Íåõàé Y1, ..., Yn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåêòîðè i Yi ∼ N2(µ,Σ),
i = 1, ..., n, i íåõàé Σ� äîäàòíî âèçíà÷åíà. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ n, n > 2m+1,
i k, 0 ≤ k ≤ m, ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

E




n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)2 −
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)(Y2i − Ȳ2)

n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)2+
n∑

i=1

(Y2i − Ȳ2)2 − 2
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)(Y2i − Ȳ2)




=
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= (σ2
1 + σ2

2 − 2σ12)−m
k∑

j=
h

(k+1)/2

i αj,k

2j
m∏

l=j+1

(n + 2j − 1− 2l)
,

äå dk i αj,k âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (4) i (5) âiäïîâiäíî.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîçíà÷èìî

ξk,m =

(
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)2 −
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)(Y2i − Ȳ2)

)k

(
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)2+
n∑

i=1

(Y2i − Ȳ2)2 − 2
n∑

i=1

(Y1i − Ȳ1)(Y2i − Ȳ2)

)m .

Íåõàé U � n × n îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, âñi åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà
ÿêî¨ äîðiâíþþòü n− 1/2 , à òàêîæ Ỹ1 = U(Y11, ..., Y1n)′ = (Ỹ11, ..., Ỹ1n)′ i
Ỹ2 = U(Y21, ..., Y2n)′ = (Ỹ21, ..., Ỹ2n)′. Òîäi Ỹ1 ∼ Nn

((√
nµ1

0

)
, σ1In

)
, Ỹ2 ∼

∼Nn

(( √
nµ2

0

)
, σ2In

)
i, îòæå, ξk,m=

(
n∑

i=2

Ỹ 2
1i −

n∑

i=2

Ỹ1iỸ2i

)k

(
n∑

i=2

Ỹ 2
1i +

n∑

i=2

Ỹ 2
2i − 2

n∑

i=2

Ỹ1iỸ2i

)m =
Qk

1

Qm
2

.

Çãiäíî ç [9] òâiðíà ôóíêöiÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Q1 i Q2 ìà¹ âèãëÿä
E(et1Z2+t2Z) = (1−2t̃1τ−(1−τ2)t̃21−2t̃2)

−(n−1)/2 , äå t̃1 = t1σ1

√
σ2

1 + σ2
2 − 2σ12

i t̃2 = t2(σ2
1 + σ2

2 − 2σ12), τ =
σ2

1 − σ12

σ1

√
σ2

1 + σ2
2 − 2σ12

� êîâàðiàöiÿ âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí Q̃1 =
Ỹ1

σ1
i Q̃2 =

Ỹ1 − Ỹ2√
σ2

1 + σ2
2 − 2σ12

, ÿêi ìàþòü ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé

ðîçïîäië. Òîìó [9]

∂k

∂tk1
(p− qt1 − rt21)

−β |t1=0 =
k∑

j=
h

(k+1)/2

iCj
k−jk!sjr

k−jq2j−kp−(j+β) =

=
k∑

j=
h

(k+1)/2

i j!αj,ksjp
−(j+β),

äå αj,k = Cj
k−j

k!
j!

rk−jq2j−k.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè 2. ♦
Òåîðåìà. Íåõàé Y = Y (θj) ∼ Ek×n(µ⊗ v′,Σ⊗ Φ, ϕ), äå v = (p1(θj), ...,

pn(θj)) i Φ = diag(p1(θj), ..., pn(θj)), Σ äîäàòíî âèçíà÷åíà òà iñíóþòü ìî-
ìåíòè E(R2) i E(R−2j), j = 1, ...,m. Òîäi äëÿ n > 2m + 1 ìà¹ìî

E(ŵm
EU ) = (σ2

1 + σ2
2 − 2σ12)−m

m∑

k=0

m!
k!

dm−k

k∑

j=
h

(k+1)/2

i αj,k

2j
m∏

l=j+1

(n + 2j − 1− 2l)
.

Ä î â å ä å í í ÿ. Iç âëàñòèâîñòåé åëiïòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ [4] âèïëèâà¹, ùî
(Yi1, ..., Yin) ∼ En(µi1n, σiiIn, ϕ), äå R∗ = Rbn

2 , n
2
⇔ ϕ ∈ Φn, i = 1, 2.
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Íåõàé U ¹ n × n îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ, åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà ÿêî¨
äîðiâíþþòü n− 1/2 . Íåõàé Ỹ1 = U(Y11, ..., Y1n)′ = (Ỹ11, ..., Ỹ1n)′ i Ỹ2 =
= U(Y21, ..., Y2n)′ = (Ỹ21, ..., Ỹ2n)′. Òîäi ç òåîðåìè 2.6.3 [4] âèïëèâà¹, ùî
Ỹ1∼En

(( √
nµ1

0

)
, σ1In, ϕ

)
i Ỹ2∼En

(( √
nµ2

0

)
, σ2In, ϕ

)
. Îòæå, ŵEU =

=

α∗−1
√

n(Ỹ21 − Ỹ11) + α∗−1
√

n(µ2 − µ̂1) +
n∑

i=2

Ỹ 2
1i −

n∑

i=2

Ỹ1iỸ2i

n∑

i=2

Ỹ 2
1i +

n∑

i=2

Ỹ 2
2i − 2

n∑

i=2

Ỹ1iỸ2i

=
Z1 + Z2 + Z3

Z
,

äå Z1 = α∗−1
√

n(Ỹ2i − Ỹ1i), Z2 = α∗−1
√

n(µ2 − µ̂1), Z3 =

=
n∑

i=2

Ỹ 2
1i −

n∑

i=2

Ỹ1iỸ2i i Z =
n∑

i=2

Ỹ 2
1i +

n∑

i=2

Ỹ 2
2i − 2

n∑

i=2

Ỹ1iỸ2i. Òîäi

ŵm
EU =

m∑

k=0

Ck
m

Zk
3

Zm

m−k∑

i=0

Ci
m−kZm−k−i

1 Zi
2.

Ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ îá÷èñëåíü îòðèìó¹ìî

E(ŵm
EU ) =

m∑

k=0

Ck
m

m−k∑

i=0

Ci
m−kZi

2E

(
Zm−k−i

1

Zk
3

Zm

)
=

=
m∑

k=0

Ck
mE

(
Zk

3,(nor)

Zm
(nor)

)
m−k∑

i=0

Ci
m−kZi

2E
(
Zm−k−i

1,(nor)

) E(R−i−m+k)
E(R−i−m+k

(nor) )
,

äå iíäåêñ (nor) îçíà÷à¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië âiäïîâiäíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
Îñêiëüêè Z1,(nor) ∼ N(0, σ2

1 + σ2
2 − 2σ12), òî

E
(
Zl

1,(nor)

)
=

{
0
(2p− 1)!!np(σ2

1 + σ2
2 − 2σ12)

ïðè
ïðè

l = 2p + 1,
l = 2p.

Ïîìiíÿâøè iíäåêñè i âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü E(R−2j
(nor))=

1
(nk − 2)...(nk − 2j)

, îò-
ðèìó¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 2. Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

Ó âèãëÿäi iëþñòðàöi¨ çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ äåÿêèõ ìîìåíòiâ îïòèìàëü-
íèõ ïîðòôåëüíèõ âàã

E(ŵEU ) =
1

σ2
1 + σ2

2 − 2σ12

(
α−1 E(R2)E(R−2)

2(n− 3)
(µ2 − µ1) + σ2

1 − σ12

)
,

E(ŵ2
EU ) =

1
(σ2

1 + σ2
2 − 2σ12)2

(
α−2 (E(R2))2E(R−4)

4n(n− 3)(n− 5)
(σ2

1 + σ2
2 − 2σ12) +

+α−2 (E(R2))2E(R−4)
4(n− 3)(n− 5)

(µ2 − µ1)2 + α−1 E(R2)E(R−2)
(n− 3)

(σ2
1 − σ12)(µ2 − µ1)+

+
1

(n− 3)
(σ2

1σ2
2 − σ2

12 + (σ2
1 − σ12)2)

)
,

E((ŵEU−E(ŵEU ))2)=
1

(σ2
1+σ2

2−2σ12)2

(
α−2 (E(R2))2E(R−4)

4n(n−3)(n−5)
(σ2

1+σ2
2−2σ12)+

+α−2 (E(R2))2E(R−4)
2(n− 3)2(n− 5)

E(R−4)(µ2 − µ1)2 +
1

(n− 3)
(σ2

1σ2
2 − σ2

12)
)

,
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E((ŵEU− E(ŵEU ))3)=
1

(σ2
1+σ2

2−2σ12)3

(
α−3 2(E(R2))3E(R−6)

(n−3)3(n−5)(n−7)
(µ2−µ1)3 +

+α−3 3(E(R2))3E(R−6)E(R−2)
2n(n− 3)2(n− 5)(n− 7)

(σ2
1 + σ2

2 − 2σ12)(µ2 − µ1)+

+α−1 3E(R2)E(R−2)
(n−3)2(n−5)

(σ2
1σ2

2−σ2
12)(µ2−µ1)+

3
2(n−3)

(σ2
1σ2

2−σ2
12)(σ

2
1−σ12)

)
.
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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÂÓÕÌÅÐÍÎÃÎ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß

Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå îöåíîê îïòèìàëüíûõ âåñîâ çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ âíåøíåé
ñðåäû â ñëó÷àå âûáîðêè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà âîçâðàùåíèé öåííûõ áó-
ìàã èìååò ìàòðè÷íîå ýëëèïòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå; ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âûñøèõ
ìîìåíòîâ â ñëó÷àå äâóõìåðíîãî ïîðòôåëÿ.

STATISTICAL PROPERTIES OF A TWO DIMENSIONAL
OPTIMAL PORTFOLIO

We study the estimator for the optimal portfolio weights in a given state of the external
environment assuming asset returns to be matrix elliptically contoured distributed. Higher
moments of the estimator are obtained in case of a two dimensional portfolio.

Îäåðæàíî
Ëüâiâ. íàö. óí-ò iì. Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ 27.12.05
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