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Äîñëiäæó¹òüñÿ âïëèâ scp+ �äèôåðåíöiþâàíü i óçàãàëüíåíèõ äèôåðåíöiþâàíü
Äåéôà íà êîìóòàòèâíiñòü ìàéæå�êiëüöÿ.

0. Âñþäè íèæ÷å N � ëiâå ìàéæå�êiëüöå, òîáòî íà N âèçíà÷åíî äâi àëãåá-
ðà¨÷íi îïåðàöi¨: äîäàâàííÿ ” +” òà ìíîæåííÿ ” ·”, ñòîñîâíî ÿêèõ (N, +)� (íå
îáîâ'ÿçêîâî àáåëåâà) ãðóïà ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì 0, (N, ·)� íàïiâãðóïà, òà
ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ x ·(y+z) = x ·y+x ·z (çàêîí ëiâî¨ äèñòðèáóòèâíîñòi)
äëÿ áóäü�ÿêèõ x, y, z ∈ N (ÿê çâè÷àéíî, ” ·” â çàïèñàõ äàëi îïóñêà¹òüñÿ). Ìàé-
æå�êiëüöå N íàçèâà¹òüñÿ 0�ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî 0x = 0 = x0 äëÿ x ∈ N. ßê-
ùî ãðóïà (N, +) àáåëåâà, òî ïðèéíÿòî ãîâîðèòè, ùî ìàéæå�êiëüöå N àáåëåâå;
ÿêùî æ íàïiâãðóïà (N, ·) àáåëåâà, ïðèéíÿòî ãîâîðèòè, ùî ìàéæå�êiëüöå N
êîìóòàòèâíå. Äëÿ x, y ∈ N åëåìåíò [x, y] = xy−yx� ¨õ êîìóòàòîð, à (x, y) =
= xy + yx� ¨õ àíòèêîìóòàòîð. Âiäîáðàæåííÿ D : N → N òàêå, ùî D(xy) =
= xD(y) + D(x)y äëÿ âñiõ x, y ∈ N, íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèì äèôå-
ðåíöiþâàííÿì. ßêùî, êðiì òîãî, D(x + y) = D(x) + D(y), òî D íàçèâà¹òüñÿ
äèôåðåíöiþâàííÿì. Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè.

1) Íåõàé R = {0, 1}� ëiâå ìàéæå�êiëüöå ç íàâåäåíèìè íèæ÷å òàáëèöÿìè
äîäàâàííÿ ” +” i ìíîæåííÿ ” ·” :

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 1
1 0 1

.

Çðîçóìiëî, ùî R àáåëåâå, àëå íå ¹ 0-ñèìåòðè÷íèì i íå ¹ êîìóòàòèâíèì.
Çi ñïiââiäíîøåííÿ D(0) = D(0 + 0) = D(0) + D(0) âèïëèâà¹, ùî D(0) = 0.
Ç iíøîãî áîêó, D(1) = D(0 · 1) = 0 · D(1) + D(0) · 1 = 0 · D(1) + 1. ßêùî
D(1) = 1, òî 1 = D(1) = 0 · 1 + 1 = 0, à öå íåìîæëèâî. ßêùî æ D(1) = 0,
òî 0 = D(1) = 0 · 0 + 1 = 1, ùî òàêîæ íåìîæëèâî. Öå ïîêàçó¹, ùî R íå
ìà¹ æîäíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ. Ìóëüòèïëiêàòèâíèõ äèôåðåíöiþâàíü öå êiëüöå
òàêîæ íå ìà¹.

Ïîêàæåìî, ùî íóëüîâå âiäîáðàæåííÿ Θ : N → N, äå Θ(n) = 0 äëÿ âñiõ
n iç N, ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì ëiâîãî ìàéæå�êiëüöÿ N òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
N ¹ 0�ñèìåòðè÷íèì.

Íåõàé x, y � äîâiëüíi åëåìåíòè iç N. Òîäi 0 = Θ(xy) = xΘ(y) + Θ(x)y =
= x · 0 + 0 · y = 0 · y â òîìó é òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè Θ : N → N ¹
äèôåðåíöiþâàííÿì.

2) Íåõàé R = {0, 1, 2, 3}� ëiâå ìàéæå�êiëüöå, äîäàâàííÿ ” +” i ìíîæåííÿ

” ·” â ÿêîìó âèçíà÷àþòüñÿ íàâåäåíèìè òàáëèöÿìè Êåëi

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 1 2 3

.

Çðîçóìiëî, ùî R ¹ 0�ñèìåòðè÷íèì i àáåëåâèì, àëå íå êîìóòàòèâíèì.
Íåõàé D : R → R� ÿêå�íåáóäü äèôåðåíöiþâàííÿ R. Òîäi D(0) = D(0 + 0) =
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= D(0) + D(0), à òîìó D(0) = 0. Çíàéäåìî îáðàç D(1) åëåìåíòà 1 ∈ R.
Îñêiëüêè 1 = 12, òî D(1) = 1 · D(1) + D(1) · 1 = D(1) + D(1) · 1, çâiäêè
D(1) · 1 = 0, òîáòî D(1) = 0. Òàêèì ÷èíîì, R ìà¹ òiëüêè ¹äèíå íóëüîâå
äèôåðåíöiþâàííÿ.

Äèôåðåíöiþâàííÿì ìàéæå-êiëåöü ïðèñâÿ÷åíî íåáàãàòî ðîáiò. Îäèí iç íà-
ïðÿìiâ òàêèõ äîñëiäæåíü � öå çíàõîäæåííÿ âëàñòèâîñòåé äèôåðåíöiþâàíü, ÿêi
iìïëiêóþòü êîìóòàòèâíiñòü ìàéæå�êiëüöÿ. Òàê, Áåëë i Ìeéñîí [1] äîâåëè, ùî
ëiâå ìàéæå-êiëüöå N áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ç êîìóòóþ÷èì äèôåðåíöiþâàííÿì
D (òîáòî xD(x) = D(x)x äëÿ âñiõ x ∈ N ) îáîâ'ÿçêîâî àáåëåâå. Ïiçíiøå öi
àâòîðè äîñëiäæóâàëè âïëèâ íàÿâíîñòi scp-äèôåðåíöiþâàííÿ D â ìàéæå-êiëüöi
N (òîáòî [x, y] = [D(x), D(y)] äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ N ) íà êîìóòàòèâíiñòü N.
Ïðàöi [4] i [5] ïðèñâÿ÷åíî scp-äèôåðåíöiþâàííÿì â àñîöiàòèâíèõ êiëüöÿõ.

Ç iíøîãî áîêó, â ïðàöi [3] äîñëiäæóâàëèñÿ äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà ðiç-
íèõ òèïiâ. Íàãàäà¹ìî, D íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿì Äåéôà òèïó 1, ÿêùî
D([x, y]) = [x, y], i äèôåðåíöiþâàííÿì Äåéôà òèïó 2, ÿêùî D([x, y]) = −xy+
+yx, äå x, y � äîâiëüíi åëåìåíòè ìàéæå�êiëüöÿ N. Äåéô i Áåëë [3] âñòàíîâèëè,
ùî iç íàÿâíîñòi â íàïiâïåðâèííîìó êiëüöi R äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà D
òèïó 1 àáî òèïó 2 âèïëèâà¹, ùî R êîìóòàòèâíå. Ãîíãàí [6] äåùî óçàãàëüíèâ
ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò, ðîçãëÿäàþ÷è íàïiâïåðâèííi êiëüöÿ R ç äèôåðåíöiþâàí-
íÿì D, äëÿ ÿêèõ D([x, y]) − [x, y] ∈ Z àáî D([x, y]) + [x, y] ∈ Z äëÿ áóäü�
ÿêèõ åëåìåíòiâ x, y äåÿêîãî íåíóëüîâîãî iäåàëó I iç R. Áåëë i Ìeéñîí [2]
ïîêàçàëè, ùî ïåðâèííå ìàéæå�êiëüöå N, ÿêå ìà¹ äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà
òèïó 1, êîìóòàòèâíå. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ äèôåðåíöiþâàíü Äåéôà òè-
ïó 2 âñòàíîâëåíî â [5].

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî â íàøié ðîáîòi Z = Z(N) = {z ∈ N |zn = nz äëÿ
âñiõ n ∈ N}� ìóëüòèïëiêàòèâíèé öåíòð ìàéæå�êiëüöÿ N. Êðiì òîãî, c ∈ N
íàçèâà¹òüñÿ D �êîíñòàíòîþ, ÿêùî D(c) = 0 äëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ D ëiâîãî
ìàéæå�êiëüöÿ N.

Óñi iíøi îçíà÷åííÿ i ôàêòè çàãàëüíîïðèíÿòi i ¨õ ìîæíà çíàéòè â [7].
1. Óçàãàëüíåíi scp�äèôåðåíöiþâàííÿ. Ó öié ÷àñòèíi äîñëiäæó¹ìî

çâ'ÿçîê scp+ �äèôåðåíöiþâàíü ç êîìóòàòèâíiñòþ ìàéæå�êiëüöÿ. Áóäåìî ãîâî-
ðèòè, ùî äèôåðåíöiþâàííÿ D : N → N íàçèâà¹òüñÿ scp+ �äèôåðåíöiþâàí-
íÿì ìàéæå�êiëüöÿ N, ÿêùî (x, y) = (D(x), D(y)) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ
x, y ∈ N.

Ëåìà 1. ßêùî D � scp+ �äèôåðåíöiþâàííÿ 0�ñèìåòðè÷íîãî ëiâîãî ìàé-
æå�êiëüöÿ N, òî D �êîíñòàíòè àíòèêîìóòóþòü ç äîâiëüíèì åëåìåíòîì
ìàéæå�êiëüöÿ N. ßêùî, êðiì òîãî, N ìiñòèòü îäèíèöþ 1, òî (N, +)�
àáåëåâà ãðóïà.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé c�D �êîíñòàíòà. Òîäi (c, x) = (D(c), D(x)) =
= (0, D(x)) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ N. ßêùî N ìiñòèòü îäèíèöþ 1, òî 0 = (1, x+
+y) = x+y+x+y. Äî îáîõ ñòîðií îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äîäà¹ìî çëiâà −y−x i, âè-
êîðèñòîâóþ÷è 0 = (1, x) = x+x, 0 = (1, y) = y+y, îòðèìó¹ìî x+y = y+x. ♦

Òåîðåìà. Íåõàé A� íåíóëüîâèé iäåàë 0�ñèìåòðè÷íîãî ëiâîãî ìàéæå�
êiëüöÿ N, ÿêèé íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ iç N. ßêùî N ìà¹ òàêå íå-
íóëüîâå äèôåðåíöiþâàííÿ D, ùî xD(x) = D(x)x i (x, y) = (D(x), D(y)) äëÿ
âñiõ x, y ∈ A, òî N � àíòèêîìóòàòèâíå êiëüöå.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé D � íåíóëüîâå äèôåðåíöiþâàííÿ ìàéæå�êiëüöÿ N
òàêå, ùî uD(u) = D(u)u äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ A. Òîäi, äèôåðåíöiþþ÷è ðiâíiñòü
u(u + x) = u2 + ux, äå u ∈ A i x ∈ N, îòðèìó¹ìî uD(u + x) + D(u)(u + x) =
= uD(u)+D(u)u+uD(x)+D(u)x, ùî ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ìàòèìå âèãëÿä uD(x)+
+D(u)u = D(u)u + uD(x). Äîäàþ÷è äî îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñïðàâà âèðàç

18



−uD(x) − uD(u), îäåðæó¹ìî u(D(x) + D(u) − D(x) − D(u)) = 0 = uD(x+
+u−x−u). Îñêiëüêè A íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ iç N, òî D(x+u−x−u)=
= 0 äëÿ âñiõ u ∈ A i x ∈ N.

Îñêiëüêè A� iäåàë ìàéæå�êiëüöÿ N, òî D(yx + yu − yx − yu) = 0 äëÿ
áóäü�ÿêèõ åëåìåíòiâ i x, y ∈ N, òîáòî 0 = D(yx + yu− yx− yu) = D(y(x+ u−
−x− u)) = yD(x + u− x− u) + D(y)(x + u− x− u).

Îñêiëüêè D(x+u−x−u) = 0, òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî D(N)(x+
+u− x− u) = {0}. Ïðèïóñòèìî, ùî u, x ∈ A. Çà óìîâîþ, D � íåíóëüîâå äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ìàéæå�êiëüöÿ N, à òîìó x + u− x− u = 0 äëÿ âñiõ u, x ∈ A,
òîáòî (A,+)� àáåëåâà ãðóïà. ßêùî òåïåð w ∈ A \ {0} i x, y ∈ N, ìà¹ìî
0 = wx+wy−wx−wy = w(x+y−x−y), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x+y−x−y = 0,
à îòæå, (N, +)� àáåëåâà ãðóïà.

Íåõàé íàäàëi D � òàêå äèôåðåíöiþâàííÿ ìàéæå�êiëüöÿ N, ùî xD(x) =
= D(x)x i (x, y) = (D(x), D(y)) äëÿ âñiõ x, y ∈ A. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü,
(xD(y)+D(x)y)z = xD(y)z+D(x)yz, äå x, y, z ∈ A (äèâ. ëåìó 1 [1]), îòðèìó¹ìî

(x, xy) = (D(x), D(xy)) = (D(x), xD(y) + D(x)y) = x(D(x)D(y) + D(y)D(x))+

+D(x)(D(x)y + yD(x)) = x(D(x), D(y)) + D(x)(D(x), y).

Ïðîòå, ç iíøîãî áîêó, (x, xy) = x(x, y) = x(D(x), D(y)).
Îòæå, D(x)(D(x), y) = 0. Îñêiëüêè A íå ìiñòèòü äiëüíèêiâ íóëÿ iç

ìàéæå�êiëüöÿ N, òî (D(x), y) = 0. Ïiäñòàâëÿþ÷è xD(y) çàìiñòü åëåìåíòà
y â ðiâíiñòü (D(x), y) = 0, îòðèìà¹ìî 0 = (D(x), xD(y)) = x(D(x), D(y)) =
= x(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ N x, y ∈ A. Öå ïîêàçó¹, ùî A çà-
äîâîëüíÿ¹ àíòèêîìóòàòèâíèé çàêîí äëÿ ìíîæåííÿ. ßêùî òåïåð a ∈ A \ {0},
x, y ∈ N, òî 0 = (a, ax) = a(a, x), à çâiäñè 0 = (ax, ay) = −a2(x, y), òîáòî N �
àíòèêîìóòàòèâíå êiëüöå. Òåîðåìó äîâåäåíî. ♦

Íàñëiäîê. Íåõàé N � 0�ñèìåòðè÷íå ëiâå ìàéæå�êiëüöå. ßêùî N ìà¹
íåíóëüîâå êîìóòóþ÷å scp+ �äèôåðåíöiþâàííÿ, òî N � àíòèêîìóòàòèâíå
êiëüöå.

Ä î â å ä å í í ÿ âèïëèâà¹ ç äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè, ÿêùî çàìiñòü A
ïîêëàäåìî N. ♦

Íàâåäåìî ùå íèçêó âëàñòèâîñòåé ìàéæå�êiëüöÿ, ÿêå ìà¹ íåíóëüîâå scp+ �
äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ëåìà 2. ßêùî 0�ñèìåòðè÷íå ëiâå ìàéæå�êiëüöå N ìiñòèòü îäèíèöþ 1
i scp+ �äèôåðåíöiþâàííÿ D, òî (zx + z)y = zxy − zy äëÿ âñiõ x, y, z ∈ N.

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêiëüêè D(1) = 0, òî (x + 1, y) = (D(x + 1), D(y)) =
= (D(x), D(y)) = (x, y). Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (x + 1)y = xy − y äëÿ
âñiõ x, y ∈ N. Äîìíîæèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü íà z çëiâà, îòðèìó¹ìî áàæàíèé
ðåçóëüòàò. ♦

Ëåìà 3. Íåõàé N � íåíóëüîâå 0�ñèìåòðè÷íå ëiâå ìàéæå�êiëüöå òàêå,
ùî aN = N äëÿ âñiõ a ∈ N \ {0}. ßêùî N ìà¹ scp+ �äèôåðåíöiþâàííÿ, òî
x = −x äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ N.

Ä î â å ä å í í ÿ. Iç ðiâíîñòi aN = N, äå a ∈ N \ {0}, âèïëèâà¹, ùî N
íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ. Êðiì òîãî, ÿêùî y ∈ N \ {0}, òî iñíó¹ e ∈ N òàêå,
ùî ye = y, ye2 = ye i y(e2 − e) = 0. Îòæå, e� íåíóëüîâèé iäåìïîòåíò. Iç
ðiâíîñòi e(ex− x) = 0 äëÿ âñiõ x ∈ N âèïëèâà¹ é òå, ùî e ¹ ëiâîþ îäèíèöåþ
ìàéæå�êiëüöÿ N. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D ìàéæå�êiëüöÿ N
ìà¹ìî D(e) = D(e2) = eD(e)+D(e)e = D(e)+D(e)e. Òàêèì ÷èíîì, D(e)e = 0,
e 6= 0, à òîìó D(e) = 0.
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Íåõàé òåïåð D � scp+ �äèôåðåíöiþâàííÿ ìàéæå�êiëüöÿ N. Òîäi xe =
= −ex = −x äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ N çà ëåìîþ 1. Ç äðóãîãî áîêó, xe = xe2 =
= −xe = −(−x) = x äëÿ âñiõ x ∈ N, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ♦

2. Óçàãàëüíåíi äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi óçà-
ãàëüíåííÿ äèôåðåíöiþâàíü Äåéôà. Íåõàé N � ëiâå ìàéæå�êiëüöå, i ∈ N. Áó-
äåìî ãîâîðèòè, ùî äèôåðåíöiþâàííÿ D : N → N íàçèâà¹òüñÿ

• äèôåðåíöiþâàííÿì Äåéôà òèïó i, ÿêùî Di([x, y]) = [x, y];

• äèôåðåíöiþâàííÿì Äåéôà òèïó −i, ÿêùî Di([x, y]) = −[x, y];

• äèôåðåíöiþâàííÿì Äåéôà òèïó +i, ÿêùî Di((x, y)) = (x, y).

Îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé N � ëiâå ìàéæå�êiëüöå, i ∈ N. ßêùî Dn(x) =

= 0 äëÿ âñiõ x ∈ N, äå n ∈ N i D � äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà òèïó i (âiäïî-
âiäíî äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà òèïó −i ), òî N � êîìóòàòèâíå êiëüöå.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé n ≤ i. Ðiâíiñòü Dn([x, y]) = 0, äå x, y ∈ N,
äèôåðåíöiþ¹ìî i − n ðàçiâ. Îòðèìó¹ìî, ùî [x, y] = Di([x, y]) = Di−n(0) = 0
(âiäïîâiäíî Di([x, y]) = −[x, y] = Di−n(0) = 0 ) äëÿ âñiõ x, y ∈ N, òîáòî N �
êîìóòàòèâíå êiëüöå.

Íåõàé òåïåð n > i. Òîäi Dn([x, y]) = Dn−i(Di([x, y])) = Dn−i([x, y]) =
= 0 äëÿ âñiõ x ∈ N. Òàêèì ñàìèì ÷èíîì ïðîäîâæó¹ìî äî òèõ ïið, äîêè íå îò-
ðèìà¹ìî ñòåïiíü, ÿêèé ìåíøèé àáî äîðiâíþ¹ i, à äëÿ öüîãî âèïàäêó äîâåäåííÿ
âæå îòðèìàíî.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé N � ëiâå ìàéæå�êiëüöå. ßêùî Dn(x) = 0 äëÿ
âñiõ x ∈ N, äå n ∈ N i D � äèôåðåíöiþâàííÿ Äåéôà òèïó +i, òî N �
àíòèêîìóòàòèâíå êiëüöå.
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Î ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈßÕ ÏÎ×ÒÈ�ÊÎËÅÖ

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå scp+ �äèôôåðåíöèðîâàíèé è îáîáùåííûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé
Äåéôà íà êîììóòàòèâíîñòü ïî÷òè�êîëüöà.

ON DERIVATIONS OF NEAR�RINGS

We study the connections of scp+ �derivations and generalized Daif�derivations with the
commutativity of a near�ring.
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