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АНАЛІЗ ПРУЖНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ КРУГОВОГО 
ЦИЛІНДРА, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ З НЕСТАЛОЮ КУТОВОЮ ШВИДКІСТЮ 
В АКУСТИЧНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 
 

Âèâ÷àºòüñÿ ïëîñêèé äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðóæíîãî êðóãîâîãî öèë³íäðà, ùî 
îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî ñâîº¿ îñ³ ñèìåòð³¿ ç³ çì³ííîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ. Ââà-
æàºòüñÿ, ùî öèë³íäð îòî÷åíèé ³äåàëüíîþ ñòèñëèâîþ ð³äèíîþ (ãàçîì). Òî÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îäåðæàíî ç âèêîðèñòàííÿì ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôó-
ð’º çà ÷àñîì. Îá÷èñëåííÿ âèêîíàíî äëÿ âèïàäêó îáåðòàííÿ ó âîä³ öèë³íäðà, 
âèãîòîâëåíîãî ç àðìêî-çàë³çà. Ïðîàíàë³çîâàíî ñïåêòðàëüí³ õâèëüîâ³ õàðàêòå-
ðèñòèêè äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü. Äëÿ âèïàäêó êîëèâàíü êóòîâî¿ øâèä-
êîñò³ çà ìîíîõðîìàòè÷íèì çàêîíîì äîñë³äæåíî óìîâè ðåçîíàíñíîãî ï³äñè-
ëåííÿ àìïë³òóä ðàä³àëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ ³ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ó 
ïðóæíîìó öèë³íäð³.  

 
 1. Âñòóï. Ó òåõí³÷íèõ ïðèñòðîÿõ ÷àñòî çóñòð³÷àþòüñÿ äåòàë³ ó âèãëÿä³ 
ïðóæíîãî êðóãîâîãî öèë³íäðà, ùî îáåðòàºòüñÿ ç³ çì³ííîþ êóòîâîþ øâèä-
ê³ñòþ. Ïðè öüîìó îáåðòàëüíå ò³ëî çàçâè÷àé ïåðåáóâàº â ð³äèí³ àáî ãàç³, âíà-
ñë³äîê ÷îãî â îòî÷óþ÷å ñåðåäîâèùå âèïðîì³íþþòüñÿ çâóêîâ³ õâèë³. Ñïåêò-
ðàëüí³ àìïë³òóäè öèõ õâèëü ìàþòü ðåçîíàíñíèé õàðàêòåð [6, 10, 11]. Ïðè 
âèïðîì³íþâàíí³ çâóêó â ä³àïàçîí³ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ³íòåíñèâí³ñòü àêóñ-
òè÷íî¿ åíåðã³¿ ìîæå áóòè äîñèòü çíà÷íîþ. Öå âêàçóº íà òå, ùî äèíàì³÷í³ 
õàðàêòåðèñòèêè ò³ëà îáåðòàííÿ òàêîæ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ðåçîíàíñíèì ðîç-
ïîä³ëîì. Ïðè öüîìó âíàñë³äîê âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó â çîâí³øíº ñåðåäîâè-
ùå ³ ïåðåâ³äáèòòÿ çá³æíî-ðîçá³æíèõ õâèëü äåôîðìàö³¿ íà ïîâåðõí³ öèë³íä-
ðà â ìàòåð³àë³ öèë³íäðà âèíèêàº ñêëàäíèé ðîçïîä³ë ðàä³àëüíîãî ïåðåì³ùåí-
íÿ ³ íàïðóæåíü. Öå îñîáëèâî âàæëèâî áðàòè äî óâàãè â ä³àïàçîí³ ðåçîíàíñ-
íèõ ÷àñòîò, êîëè âêàçàí³ õàðàêòåðèñòèêè ïðóæíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ñóò-
òºâî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ñòàòè÷íèõ ³ ìîæóòü äîñÿãàòè êðèòè÷íèõ çíà÷åíü. Ó 
ðåàëüíèõ êîíñòðóêö³ÿõ öèë³íäð ³ îòî÷óþ÷à éîãî ð³äèíà (ãàç) çàéìàþòü îá’º-
ìè ñê³í÷åííèõ ðîçì³ð³â. Ïðîòå ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì öèõ 
ôàêòîð³â íàäòî ñêëàäíå ³ íå º äîö³ëüíèì ïðè ïðàãíåíí³ âèÿâèòè òà ïðîàíà-
ë³çóâàòè ãîëîâí³ ìåõàí³çìè õâèëåóòâîðåííÿ ó öèë³íäð³, ùî îáåðòàºòüñÿ. Òî-
ìó íà ïåðøîìó åòàï³ äîñë³äæåííÿ ö³º¿ êîìïëåêñíî¿ ïðîáëåìè âèíèêàº íåîá-
õ³äí³ñòü âèêîíàòè ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âêàçàíèõ äèíàì³÷íèõ ïðîöåñ³â 
â ìåæàõ ìàêñèìàëüíî ñïðîùåíî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ç ïîäàëüøèì ¿¿ íàáëè-
æåííÿì äî ðåàëüíîñò³ íà âèùèõ åòàïàõ. 
 Ó ö³é ñòàòò³ âèâ÷àºòüñÿ äèíàì³÷íà çàäà÷à ã³äðîïðóæíîñò³ äëÿ êðóãîâîãî 
öèë³íäðà, ùî îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî ñâîº¿ îñ³ ñèìåòð³¿ ³ ïåðåáóâàº â óìîâàõ 
ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ââàæàºòüñÿ, ùî ïðóæíèé öèë³íäð ìàº áåçìåæíó äîâ-
æèíó, à éîãî êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ îäíàêîâà â óñ³õ ïîïåðå÷íèõ ïå-
ðåð³çàõ. Ïðèïóñêàºòüñÿ òàêîæ, ùî îòî÷óþ÷à ð³äèíà (ãàç) çàéìàº âåñü ïðîñ-
ò³ð. Àíàëîã³÷íà çàäà÷à âèâ÷àëàñü â ðîáîò³ [6], àëå ó í³é îñíîâíèé àêöåíò 
çðîáëåíî íà äîñë³äæåíí³ õàðàêòåðèñòèê âèïðîì³íåíîãî çâóêó.  

2. Ñïåêòðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü â êðóãîâîìó 
öèë³íäð³. Ðîçãëÿíåìî ïðóæíèé êðóãîâèé öèë³íäð áåçìåæíî¿ äîâæèíè, îòî-
÷åíèé ñòèñëèâîþ ³äåàëüíîþ (íåâ’ÿçêîþ) ð³äèíîþ àáî ãàçîì. Öèë³íäð îáåðòà-
ºòüñÿ íàâêîëî ñâîº¿ îñ³ ñèìåòð³¿ ç³ çì³ííîþ çà ÷àñîì êóòîâîþ øâèäê³ñòþ, 
âíàñë³äîê ÷îãî âèíèêàº â³äöåíòðîâà ñèëà, ùî òåæ º ôóíêö³ºþ ÷àñó [4]. Öÿ 
â³äöåíòðîâà ñèëà º äæåðåëîì çáóäæåííÿ ó ïðóæíîìó ìàòåð³àë³ õâèëü äå-
ôîðìàö³¿, à îñê³ëüêè ò³ëî îáåðòàííÿ ïåðåáóâàº â êîíòàêò³ ³ç çîâí³øí³ì àêóñ-
òè÷íèì ñåðåäîâèùåì, òî â³äïîâ³äíî é äæåðåëîì âèïðîì³íåíèõ çâóêîâèõ 
õâèëü. Îáåðòàëüíå ò³ëî òà îòî÷óþ÷à éîãî ð³äèíà (ãàç) âçàºìíî âïëèâàþòü íà 
ôîðìóâàííÿ ó íèõ àêóñòè÷íèõ õâèëü. Ñòðóêòóðà ãåíåðîâàíîãî çâóêó âèâ÷à-
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ëàñü â ðîáîòàõ [6, 10, 11]. Ó ö³é ñòàòò³ çîñåðåäèìî îñíîâíó óâàãó íà ïðîöåñè, 
ùî â³äáóâàþòüñÿ â öèë³íäð³. 

Äèíàì³÷íà ð³âíîâàãà ïðóæíîãî öèë³íäðà, ùî îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî ñâîº¿ 
îñ³ ñèìåòð³¿ ç³ çì³ííîþ çà ÷àñîì êóòîâîþ øâèäê³ñòþ, îïèñóºòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ [3, 12] 

  

2 2
2

2 2 2
1( 2 ) ( ) ,      0s s

u u u ur t r a
r rr r t

∂ ∂ ∂ λ + µ + − + ρ Ω = ρ ≤ ≤ ∂ ∂ ∂
, (1) 

äå ( , )u r t  – ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåííÿ; ( )tΩ  – çì³ííà êóòîâà øâèäê³ñòü; t  – 

÷àñ; ,  λ µ  – ñòàë³ Ëÿìå; sρ  – ãóñòèíà ïðóæíîãî ìàòåð³àëó; r  – ðàä³àëüíà 
ïîëÿðíà êîîðäèíàòà ç ïî÷àòêîì â³äë³êó, ðîçòàøîâàíîìó íà îñ³ ñèìåòð³¿ 
öèë³íäðà; a  – ðàä³óñ öèë³íäðà. 
 Ðàä³àëüí³ ( , )r r tσ , ê³ëüöåâ³ ( , )r tθσ  òà îñüîâ³ ( , )z r tσ  íàïðóæåííÿ â êðó-

ãîâîìó öèë³íäð³ â³äïîâ³äíî âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ñï³ââ³äíîøåíü [3]  

 2 ,      2 ,       r r ze e e e eθ θσ = λ + µ σ = λ + µ σ = λ , (2) 

äå ( , )re r t , ( , )e r tθ  – ðàä³àëüíà òà ê³ëüöåâà êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³¿: 

 ,          ,          r r
u ue e e e e
r rθ θ

∂= = = +
∂

. (3) 

Àìïë³òóäà òèñêó â àêóñòè÷í³é ð³äèí³ ( , )p r t  âèçíà÷àºòüñÿ õâèëüîâèì 
ð³âíÿííÿì [8]  
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, (4) 

äå c  – øâèäê³ñòü çâóêó. Ïðè öüîìó òèñê ( , )p r t  ³ ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåííÿ 

÷àñòèíîê ( , )w r t  ó çâóêîâîìó ïîë³ ðóõó ïîâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿì  
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2
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pw a r
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ρ ∂∂

, (5) 

äå ρ  – ãóñòèíà àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà. 
 Íà ïîâåðõí³ ðîçä³ëó äâîõ ñåðåäîâèù âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷í³ óìîâè 

 0,        r p r aσ + = = , (6) 

 ,         u w r a
t t

∂ ∂= =
∂ ∂

. (7) 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ âèêîðèñòàºìî ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôó-
ð’º çà ÷àñîì [1] 
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-

( ) ( ) ,        ,     1i tf f t e dt i
∞

ω

∞

ω = − ∞ < ω < ∞ = −∫ , 

äå ω  – êóòîâà ÷àñòîòà (ïàðàìåòð ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ). Ïðè öüîìó 
áåðåòüñÿ äî óâàãè ïðèíöèï ïðè÷èííîñò³ [8], çã³äíî ç ÿêèì, ÿêùî ( ) 0tΩ =  

ïðè 1 1,  t t t≤ ≥ −∞ , òî âèêîíóþòüñÿ ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

 10 ,u p t t= = ≤ . 

 Çàñòîñóâàâøè äî ð³âíÿíü (1) ³ (4) Ôóð’º-ïåðåòâîðåííÿ, îäåðæèìî â 
òðàíñôîðìàíòàõ çâè÷àéí³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ: 
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äå /k c= ω  – õâèëüîâå ÷èñëî â àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³; /L Lk c= ω  – õâè-

ëüîâå ÷èñëî â ïðóæíîìó ò³ë³; ( 2 )/L sc = λ + µ ρ  – øâèäê³ñòü ïîçäîâæí³õ 

õâèëü ó ìàòåð³àë³ öèë³íäðà; ( )LK ω  – äîäàòêîâå «õâèëüîâå ÷èñëî», ïîâ’ÿçà-

íå ç ÷àñîâîþ ìîäóëÿö³ºþ êóòîâî¿ øâèäêîñò³ îáåðòàííÿ öèë³íäðà; 2 ( )LK ω =  
F 2( ) / Lc= Ω ω , ïðè÷îìó 

 F 2( ) ( ) i tt e dt
∞

ω

−∞

Ω ω = Ω∫ . 

Ãðàíè÷í³ óìîâè (6), (7) â Ôóð’º-òðàíñôîðìàíòàõ íàáóäóòü âèãëÿäó 

 F F 0,       r p r aσ + = = , (10) 

 F F ,       u w r a= = , (11) 

ïðè öüîìó ôóíêö³¿ F ( , )p r ω  ³ F ( , )u r ω  ïîâèíí³ áóòè àíàë³òè÷íèìè ó âåðõí³é 

ï³âïëîùèí³ Im 0ω >  òà ñèíãóëÿðíèìè, àëå ³íòåãðîâíèìè ïðè Im 0ω =  [8]. 
 Òîä³ â ïîë³ Ôóð’º-òðàíñôîðìàíò îäåðæèìî òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (8), 
(9) ó âèãëÿä³  
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³ çà íèìè, à òàêîæ òðàíñôîðìîâàíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè (2), (3), (5) îòðè-
ìàºìî é Ôóð’º-ïåðåòâîðåííÿ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü â àêóñòè÷íîìó ñåðåäî-
âèù³ òà íàïðóæåíü ó öèë³íäð³ 

 
2

F (1)
12

1 ( , ) ( ) ,       L s

LL

K
w r BH kr a r

a xk

 ω = − ≤ < ∞  

æ
æ

, (14) 

 
2

F
, 022

1 ( , ) ( ) 2(1 ) ,       0
2

L
r L L

L

K
r Ax J k r r a

k
±

θ  σ ω = − − α ≤ ≤ λ + µ
, (15) 

 F F F1 2( , ) ( , ) ( , ) ,        0
2(1 )z rr r r r aθ

− α  σ ω = σ ω + σ ω ≤ ≤ − α
, (16) 

äå  

 02 0 2( ) (1 ) ( ) ( )L L LJ k r J k r J k r± = − α ± α . 

Òóò A , B  – ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ; ( )nJ z  – ôóíêö³¿ Áåññåëÿ, (1)( )nH z , 0, 1n = , 

– ôóíêö³¿ Ãàíêåëÿ ïåðøîãî ðîäó; c= ρæ  ³ s s Lc= ρæ  – õâèëüîâ³ îïîðè â 

àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³ òà ïðóæíîìó ìàòåð³àë³ â³äïîâ³äíî; 2 2/T Lc cα = ; 

/T sc = µ ρ  – øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íèõ õâèëü â ìàòåð³àë³ öèë³íäðà; L Lx k a= . 

Çàäîâîëüíÿþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (10), (11), âèçíà÷èìî ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ 
A  ó âèãëÿä³ 

 /AA = ∆ ∆ , 
äå 

 (1) (1)
0 1 1 02( ) ( ) ( ) ( )s

L LH x J x H x J x−∆ = −
æ
æ

, 

 (1) (1)
0 1( ) 2(1 ) ( )s

A
L

H x H x
x

∆ = − − α
æ

æ
. 
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Òîä³ íà îñíîâ³ ôîðìóë (13), (15) ³ (16) îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè äëÿ êîìï-
ëåêñíèõ àìïë³òóä ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü â öèë³íäð³: 

 F 2 F( , ) ( , ),       0Lu r aX U r r aω = ω ≤ ≤ , 

 2 F( , ) ( 2 ) ( , ),          0 ,      , ,F
Lr X r r a r zγ γσ ω = λ + µ Σ ω ≤ ≤ γ = θ{ } , (17) 

äå 

 L LX K a= , 

 F (1) (1)
0 0 1 13

1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s
L u L u L

L

U r x H x k r H x k r
x

 ω = Φ − Φ ∆  

æ
æ

, 

 F (1) (1)
, 0 0 1 12

1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s
r L L

L

r H x k r H x k r
x

± ±
θ σ σ

 Σ ω = Φ − Φ ∆  

æ
æ

, 

 F F F1 2( , ) ( , ) ( , )
2(1 )z rr r rθ

− α  Σ ω = Σ ω + Σ ω − α
, (18) 

ïðè÷îìó 

 0 1 1( ) ( ) ( / ) ( )u L L Lk r J k r r a J xΦ = − , 

 1 1 02( ) 2(1 ) ( ) ( ) ( )u L L L Lk r J k r k r J x−Φ = − α − , 

 0 02 1( ) ( ) 2(1 ) ( )L L L Lk r x J k r J x± ±
σΦ = − − α , 

 1 02 02( ) ( ) ( )L L Lk r J k r J x± ± −
σΦ = − . 

Çîêðåìà,  

 0 0 1 10 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0u L u L u L Lr a r r r a
k r k r k r k r−

σ= = = =
Φ = Φ = Φ = Φ = , 

 1 0 2( ) ( ) ( )u L L L Lr a r a
k r k r x J x−

σ= =
Φ = − Φ = , 

 0 10
( ) (1 )[ 2 ( )]L L Lr
k r x J x±

σ =
Φ = − α − , 

 1 0 10
( ) 2(1 ) [1 ( )] [ 2 ( )]L L L L Lr
k r x J x x J x±

σ =
Φ = − α − − α −{ } . (19) 

Ïðè îäåðæàíí³ ñï³ââ³äíîøåíü (19) âðàõîâàíî ðåêóðåíòí³ ôîðìóëè äëÿ 
öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é [9]. 

3. Çàëåæíîñò³ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü â öèë³íäð³ â³ä ÷àñó. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî êîëèâàííÿ êóòîâî¿ øâèäêîñò³ îáåðòàííÿ öèë³íäðà â³äíîñíî ñòàëîãî 
çíà÷åííÿ ö³º¿ øâèäêîñò³ ìàþòü ãàðìîí³÷íèé õàðàêòåð 

 0 0 0( ) (1 sin ),        t t tΩ = Ω + ε ω − ∞ < < ∞ , (20) 

äå 0Ω  – ñòàëà êóòîâà øâèäê³ñòü; 0ε  – ìàëèé áåçðîçì³ðíèé ïàðàìåòð, ùî 

õàðàêòåðèçóº àìïë³òóäó çáóðåííÿ êóòîâî¿ øâèäêîñò³; 0ω  – êðóãîâà ÷àñòîòà 

îñöèëÿö³é. 
 Òîä³ äëÿ äîäàòêîâîãî õâèëüîâîãî ÷èñëà LK  ìàòèìå ì³ñöå òàêà ñïåêò-
ðàëüíà çàëåæí³ñòü [1]: 

 2 2 2
0 0 0 0 0( ) 2 (1 0.5 ) ( ) [ ( ) ( )]L LK a X i= π + ε δ ω − ε δ ω + ω − δ ω − ω −{  

 2
0 0 00.25 [ ( 2 ) ( 2 )]− ε δ ω + ω + δ ω − ω } , 

äå ( )zδ  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà; 0 0 /L LX a c= Ω .  
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 Çàñòîñóâàâøè äî ñï³ââ³äíîøåíü (17), (18) îáåðíåíå ³íòåãðàëüíå ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð’º  

  

F1( ) ( ) ,        
2

i tf t f e d t
∞

− ω

−∞

= ω ω − ∞ < < ∞
π ∫ , 

³ âðàõóâàâøè âëàñòèâîñò³ äåëüòà-ôóíêö³¿ [1] ³ öèë³íäðè÷íèõ ôóíêö³é [9], 
îäåðæèìî 

 2
0( , ) ( , )Lu r t aX U r t= , 

 2
0( , ) ( 2 ) ( , ),      0 ,       , ,Lr t X r t r a r zγ γσ = λ + µ Σ ≤ ≤ γ = θ{ } , (21) 

äå 

 2 F
0 0 0 0( , ) (1 0.5 ) ( ) 2 Im [ ( , ) exp ( )]U r t U r U r i t= + ε − ε ω − ω −  

 2 F
0 0 00.5 Re [ ( ,2 ) exp ( 2 )],          0U r i t r a− ε ω − ω ≤ ≤ , 

 2 F
0 0 0 0( , ) (1 0.5 ) ( ) 2 Im [ ( , ) exp ( )]r t r r i tγ γ γΣ = + ε Σ − ε Σ ω − ω −  

 2 F
0 0 00.5 Re [ ( ,2 ) exp ( 2 )],    0 ,   , ,r i t r a r zγ− ε Σ ω − ω ≤ ≤ γ = θ{ } , (22) 

äå F

0
( ) lim ( , )U r U r

ω→
= ω , F

0
( ) lim ( , )r rγ γω→

Σ = Σ ω  – â³äïîâ³äí³ ôóíêö³¿ äëÿ ïåðåì³-

ùåíü ³ íàïðóæåíü ó ñòàòè÷íîìó âèïàäêó [5]: 

 
2

2 1

1

( ) ( / ) n
n

n

U r u r a −

=

= ∑ , 

 
2

2( 1)

1

( ) ( / ) ,         , ,n
n

n

r r a r z−
γ γ

=

Σ = σ γ = θ∑ { } , 

ïðè÷îìó  

 1 2 1 2 1
2 1 2,          ,          ,

8(1 ) 8 4r ru u θ
− α − α= = − σ = −σ = σ =
− α

 

 2 1 2
(2 )(1 2 )2 3 1 2,        ,          

4 4(1 ) 2z zθ
− α − α− α − ασ = − σ = σ = −

− α
. 

Ç àíàë³çó ôîðìóë (22) âèïëèâàº, ùî ñòðóêòóðíî ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðó-
æåííÿ â îáåðòàëüíîìó öèë³íäð³ ïðè êóòîâ³é øâèäêîñò³, çàäàí³é ñï³ââ³äíî-
øåííÿì (20), õàðàêòåðèçóþòüñÿ òðüîìà ñêëàäîâèìè: ñòàòè÷íèìè êîìïîíåí-
òàìè òà êîëèâíèìè êîìïîíåíòàìè íà îñíîâí³é ³ ïîäâ³éí³é ÷àñòîò³. Çàçíà÷è-
ìî, ùî, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî â³äíîñíà àìïë³òóäà êîëèâàíü êóòîâî¿ øâèä-
êîñò³ ìîæå áóòè ìàëîþ, òðåò³ìè ÷ëåíàìè ó ôîðìóëàõ (22), ùî ì³ñòÿòü ïàðà-

ìåòð 2
0ε , íåõòóâàòè, âçàãàë³ êàæó÷è, íå ìîæíà. ßê áóäå ïîêàçàíî äàë³, àìï-

ë³òóäè ôóíêö³é F ( , )U r ω , F ( , )rγΣ ω , , ,r zγ = θ{ } , ìàþòü ðåçîíàíñíèé õàðàê-

òåð. Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî äðóã³ êîìïîíåíòè â çãàäàíèõ ôîðìóëàõ ìàòèìóòü 
ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ íà ÷àñòîòàõ 0 resω = ω , à òðåò³ – íà ÷àñòîòàõ, ó äâà 

ðàçè ìåíøèõ â³ä äðóãèõ, òîáòî ðåçîíàíñè â öèõ êîìïîíåíòàõ âèíèêàòèìóòü 
ð³çíî÷àñíî. 

4. ×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè. Îá÷èñëåííÿ âèêîíàºìî äëÿ âèïàäêó ïðóæíîãî 

öèë³íäðà, âèãîòîâëåíîãî ç àðìêî-çàë³çà 37700 êã/ìsρ = , 5960 ì/ñLñ = , 

3240 ì/ñTñ =  [2], ÿêèé îáåðòàºòüñÿ ó âîä³ 31000 êã/ìρ = , 1493 ì/ññ =  [7]. 
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Íà ðèñ. 1 ïîäàíî ãðàô³êè ìîäóë³â ôóíêö³é F( , )U r ω  (ðèñ. 1à), F( , )rγΣ ω =  

F ( 2 )γ= σ λ + µ/ , , ,r zγ = θ{ }  (ðèñ. 1á–1ã), ùî õàðàêòåðèçóþòü ñïåêòðàëüí³ àìï-

ë³òóäè â³äïîâ³äíî ðàä³àëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ, à òàêîæ ðàä³àëüíîãî, ê³ëüöåâîãî 
òà îñüîâîãî íàïðóæåíü â îáåðòàëüíîìó öèë³íäð³ çàëåæíî â³ä áåçðîçì³ðíî¿ 
÷àñòîòè x  ³ ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè /r a . Ó âèáðàíîìó ä³àïàçîí³ ÷àñòîò 
(0 12)x< <  ÷³òêî îêðåñëåíèé ðåçîíàíñ îñíîâíîãî òîíó êîëèâàíü öèë³íäðà 
(íà ÷àñòîò³ 8.43x ≈ ), ïðè ÿêîìó ñïåêòðàëüí³ àìïë³òóäè çíà÷íî ïåðåâèùó-
þòü â³äïîâ³äí³ ñòàòè÷í³ âåëè÷èíè. Ïðè öüîìó àìïë³òóäè äëÿ ðàä³àëüíîãî 
ïåðåì³ùåííÿ äîñÿãàþòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³ öè-
ë³íäðà, à äëÿ íàïðóæåíü – íà îñ³ ñèìåòð³¿ ò³ëà.  
  

x 

r/a à) 

FU  

  

  

x 

r/a 
á) 

F
rΣ  

 
  

x 

r/a 
â) 

F
θΣ  

 

  

x 

r/a 
ã) 

F
zΣ  

 
  Рис. 1 

Ðèñ. 2 ³ëþñòðóº ö³ æ ñàì³ àìïë³òóäè, àëå â çíà÷íî øèðøîìó ä³àïàçîí³ 
÷àñòîò (0 200)x< < , â ì³ñöÿõ ìàêñèìàëüíîãî ïðîÿâó ìîíîïîëüíèõ ðåçîíàí-
ñ³â, òîáòî äëÿ ïåðåì³ùåíü – íà ïîâåðõí³ / 1r a = , à äëÿ íàïðóæåíü – íà ãåî-
ìåòðè÷í³é îñ³ / 0r a = . Îñê³ëüêè àìïë³òóäè ðåçîíàíñ³â âèùèõ ãàðìîí³ê íàáà-
ãàòî ìåíø³ â³ä àìïë³òóäè ðåçîíàíñó îñíîâíîãî òîíó, òî äëÿ îòðèìàííÿ ñï³â-
ðîçì³ðíîãî çîáðàæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ êðèâèõ íà îñ³ àáñöèñ çàñòîñîâàíî äå-
öèáåëüíó øêàëó.  

 

x
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0
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r/a = 1 à)
U , Äá F 

            

 

x

-20
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r/a = 0 á)
Σr, Äá F 

 
Рис. 2 

Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî á³ëüø äåòàëüíî òîíêó ñòðóêòóðó ÷àñòîòíî-ïðîñòî-
ðîâîãî ðîçïîä³ëó ñïåêòðó äëÿ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü (ó çâè÷àéíîìó ìàñø-
òàá³) äëÿ 0 100x< < . Ãðàô³êè äåìîíñòðóþòü ïðîöåñ õâèëåóòâîðåííÿ â öè-
ë³íäð³. Çîêðåìà, äëÿ çàäàíîãî òèïó ìàòåð³àëó öèë³íäðà é îòî÷óþ÷îãî ñåðå-
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äîâèùà ó âèáðàíîìó ÷àñòîòíîìó ïðîì³æêó ì³ñòèòüñÿ 7 ðåçîíàíñíèõ ïðîô³-
ë³â àìïë³òóä ñòîÿ÷èõ öèë³íäðè÷íèõ õâèëü. Ôîðìà êîæíîãî ïðîô³ëþ ìàº 
óçäîâæ ðàä³óñà êîëèâíèé õàðàêòåð. Ê³ëüê³ñòü ìàêñèìóì³â àìïë³òóä êîëè-
âàíü âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì äîâæèíè õâèë³ â àêóñòè÷íîìó ñåðå-
äîâèù³ äî ðàä³óñà ìåòàëåâîãî öèë³íäðà.  
  

x 

r/a 

à) 
FU  

0 / 24r a≤ ≤  
  

  

x 

r/a 

á) 
FU  

24 / 48r a≤ ≤  
 

  

x 

r/a 

â) 

FU  

48 / 72r a≤ ≤  
  

  

x 

r/a 

ã) 
FU  

72 / 96r a≤ ≤  
 

Рис. 3 

Ðèñ. 4 ì³ñòèòü ôàçîâ³ ïîðòðåòè ðåçîíàíñ³â ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü ïðè 
/ 1r a =  íà ïðîì³æêàõ 0 100x< <  ³ 100 200x< < . Ç ðèñ. 4a âèïëèâàº, ùî 

âíàñë³äîê ð³çíîìàñøòàáíîñò³ àìïë³òóä ðåçîíàíñíèõ êðèâèõ äàí³ äëÿ ðåçî-
íàíñ³â âèùèõ ïîðÿäê³â ïðàêòè÷íî ãóáëÿòüñÿ íà ôîí³ ðåçîíàíñó îñíîâíîãî 
òîíó. Êàðòèíà ð³çêî çì³íþºòüñÿ â ä³àïàçîí³ âèùèõ ÷àñòîò (ðèñ. 4b), äå ðåçî-
íàíñè ñï³âðîçì³ðí³ ³ âñ³ ôàçîâ³ ïîðòðåòè äîáðå ïîì³òí³. 
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4
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Рис. 4 
Ðèñ. 5 çîáðàæóº ðîçïîä³ëè áåçðîçì³ðíèõ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ïî 

ðàä³óñó öèë³íäðà ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ ÷àñó 0t =  ³ ïðè íåïåðåðâíî 
çì³ííèõ ÷àñòîòàõ êîëèâàíü êóòîâî¿ øâèäêîñò³ 0ω  ç â³äíîñíîþ àìïë³òóäîþ 

êîëèâàíü 0 0.3ε =  (öå çíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî â óñ³õ ï³äðàõóíêàõ). 

×àñòîòíèé ä³àïàçîí ì³ñòèòü ìîíîïîëüíèé ðåçîíàíñ îñíîâíîãî òîíó, ÿêèé, ÿê 
âèäíî ç ãðàô³ê³â, äëÿ äàíîãî ìîìåíòó ÷àñó ìàº äåñòðóêòèâíèé õàðàêòåð. 
Êð³ì îñíîâíîãî ðåçîíàíñó íà áåçðîçì³ðí³é ÷àñòîò³ 0,res 8.43x = , ÿêèé îïèñó-

ºòüñÿ äðóãèìè ÷ëåíàìè ôîðìóë (22), ïîì³òíèé òàêîæ äîäàòêîâèé ðåçîíàíñ, 
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ùî îïèñóºòüñÿ òðåò³ìè ÷ëåíàìè öèõ ôîðìóë, íà ÷àñòîò³, âäâ³÷³ ìåíø³é â³ä 

0,resx . Îñòàíí³é ðåçîíàíñ ïðè íåçíà÷íèõ àìïë³òóäàõ êîëèâàíü êóòîâî¿ 

øâèäêîñò³ ôàêòè÷íî çëèâàºòüñÿ ç ôîíîì, îñíîâó ÿêîãî ñêëàäàº ñòàòè÷íà 
÷àñòèíà õàðàêòåðèñòèê.  

  

x0 

r/a 
a) 

U  

    

  

x0 

r/a 
á) 

rΣ  

 
  

x0 

r/a 
â) 

θΣ  

  

  

x0 

r/a 
ã) 
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Рис. 5 

Äèíàì³êó ïðóæíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ³ëþñòðóº ðèñ. 6 íà ïðèêëàä³ 
ðàä³àëüíîãî íàïðóæåííÿ ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó, ÿê³ âèáðàí³ òàêèì ÷èíîì, 
ùîá ôàçà õâèë³ íà ðåçîíàíñí³é ÷àñòîò³ îñíîâíîãî òîíó ( 0,res 8.43x = ) çì³íþ-

âàëàñü íà 90°. Ãðàô³êè ïîêàçóþòü, ùî ïðîòÿãîì îäíîãî ïåð³îäó êîëèâàíü 
êóòîâî¿ øâèäêîñò³ õâèëüîâà êàðòèíà ð³çêî çì³íþºòüñÿ: ðåçîíàíñè ç êîí-
ñòðóêòèâíèõ ñòàþòü äåñòðóêòèâíèìè ³, íàâïàêè, òîáòî öèë³íäð íà ÷àñòîòàõ, 
áëèçüêèõ äî ðåçîíàíñíèõ, çàçíàº öèêë³÷íèõ çì³í çíàêó ïåðåì³ùåíü ³ íà-
ïðóæåíü. 
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r/a 
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Рис. 6 



206 

Ðèñ. 7 â³äîáðàæàº öåé ôàêò íà ïðèêëàä³ òðèïåð³îäè÷íî¿ çì³íè ç ÷àñîì 
àìïë³òóä ïåðåì³ùåííÿ ³ ðàä³àëüíîãî íàïðóæåííÿ (äëÿ ê³ëüöåâèõ ³ îñüîâèõ 
íàïðóæåíü õàðàêòåð çì³íè º ïîä³áíèì äî õàðàêòåðó ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü), 
ãåíåðîâàíèõ íà ðåçîíàíñí³é ÷àñòîò³ îñíîâíîãî òîíó 0,res 8.43x =  ïðè 0 0.3.ε =  

  

ct/a 

r/a 
a) 

U  

  

  

ct/a 

r/a 
á) 

rΣ  

 
Рис. 7 

Çàóâàæèìî, ùî àáñîëþòí³ çíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü â³äïîâ³äíî 

âèçíà÷àþòüñÿ òàêîæ íîðìóþ÷èìè ìíîæíèêàìè 2
0LaX  ³ 2

0( 2 ) LXλ + µ , äå 0LX  

– äîñèòü ìàëà âåëè÷èíà. Íàïðèêëàä, äëÿ öèë³íäðà ç ðàä³óñîì 0.25 ìa = , ùî 
îáåðòàºòüñÿ ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 0 1256 ðàä/ñΩ = , ìàòèìåìî 0 0.001LX = .  

5. Âèñíîâêè. Îáåðòàííÿ ïðóæíîãî êðóãîâîãî öèë³íäðà ç íåñòàëîþ êóòî-
âîþ øâèäê³ñòþ ó ñòèñëèâ³é ð³äèí³ àáî â ãàç³ º ïðè÷èíîþ âèïðîì³íþâàííÿ 
çâóêó â îòî÷óþ÷å ñåðåäîâèùå ³ âèíèêíåííÿ õâèëü äåôîðìàö³¿ â ñàìîìó öè-
ë³íäð³. Ó ñâîþ ÷åðãó, çîâí³øíº àêóñòè÷íå ñåðåäîâèùå, ÿêå ðåàëüíî, ÿê ïðà-
âèëî, êîíòàêòóº ç îáåðòàëüíèìè îá’ºêòàìè, âèÿâëÿº çíà÷íèé âïëèâ íà ôîð-
ìóâàííÿ äèíàì³÷íîãî ïðóæíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â öèë³íäð³, îñîáëèâî íà 
ðåçîíàíñí³ õàðàêòåðèñòèêè. Íàñàìïåðåä ð³äèíà àáî ãàç, ÿê³ â³äáèðàþòü ÷àñ-
òèíó àêóñòè÷íî¿ åíåðã³¿, â³ä³ãðàþòü äåìïôóþ÷ó ðîëü, ùî ïðîÿâëÿºòüñÿ ó 
ñê³í÷åííîñò³ øèðèí ³ àìïë³òóä ñïåêòðàëüíèõ ë³í³é ðåçîíàíñíîãî çáóäæåííÿ 
ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåíü ó öèë³íäð³. Ç àíàë³çó âèïëèâàº, ùî ÷àñòîòí³ õà-
ðàêòåðèñòèêè õâèëü äåôîðìàö³¿ ì³ñòÿòü íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü âèñîêîäîá-
ðîòíèõ ñïåêòðàëüíèõ ë³í³é ìîíîïîëüíîãî òèïó, ùî º íàñë³äêîì ñóïåðïîçèö³¿ 
çá³æíèõ ³ ðîçá³æíèõ öèë³íäðè÷íèõ õâèëü â îñåñèìåòðè÷íîìó ïðóæíîìó ò³-
ë³. Îäíàê âíàñë³äîê âïëèâó çîâí³øíüî¿ ñòèñëèâî¿ ð³äèíè îáåðòîíè ç³ çá³ëü-
øåííÿì ¿õíüîãî ïîðÿäêó øâèäêî ñïàäàþòü çà àìïë³òóäîþ. Òîìó ïðàêòè÷íå 
çíà÷åííÿ ìàº ëèøå ðåçîíàíñ îñíîâíîãî òèïó êîëèâàíü, àìïë³òóäà ÿêîãî íà 
ïîðÿäîê âèùà â³ä íàñòóïíèõ. Òèì íå ìåíøå ïðè âèñîêî÷àñòîòíîìó çáóä-
æåíí³ õâèëü òðåáà ìàòè íà óâàç³ òàêîæ ðåçîíàíñè âèùèõ ïîðÿäê³â.  

Ïðè ìîíîõðîìàòè÷íîìó çáóäæåíí³ êîëèâàíü êóòîâî¿ øâèäêîñò³ îáåð-
òàííÿ öèë³íäðà ó íüîìó âèíèêàþòü õâèëüîâ³ ñòàíè íà îñíîâí³é ³ ïîäâ³éí³é 
÷àñòîò³, ÿê³ íàêëàäàþòüñÿ íà ñòàòè÷í³ ñòàíè, âèêëèêàí³ îáåðòàííÿì ç³ ñòà-
ëîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ. Äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî îñê³ëüêè íà ïðàêòèö³ 
â³äíîñíà àìïë³òóäà êîëèâàíü êóòîâî¿ øâèäêîñò³ º ìàëîþ, òî âïëèâ äðóãî¿ 
ãàðìîí³êè â ïîð³âíÿíí³ ç ïåðøîþ ãàðìîí³êîþ º íåçíà÷íèì ³ ìàº ôîíîâèé 
õàðàêòåð (ïîðÿäêó ñòàòè÷íèõ âåëè÷èí). 

Ïðîâåäåí³ ÷èñëîâ³ ðîçðàõóíêè âèÿâèëè ñêëàäíèé ïðîñòîðîâèé õàðàê-
òåð ðîçïîä³ëó ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ó öèë³íäð³ â ðåçîíàíñíîìó ä³àïàçîí³ 
÷àñòîò. Íàñàìïåðåä, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íåìîíîòîíí³ñòü (êîëèâí³ñòü) àìïë³òóä 
õâèëü äåôîðìàö³¿ íà ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîòàõ ç³ çì³íîþ ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíà-
òè. Ó ÷àñòîòíîìó ñïåêòð³ öå ïîâ’ÿçàíî ç ê³ëüê³ñòþ äîâæèí ñòîÿ÷èõ õâèëü, 
ùî óêëàäàþòüñÿ ïî ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³çó öèë³íäðà. Ó äèíàì³÷íîìó ðåæèì³ 
öå ÿâèùå º íàñë³äêîì ôàçîâîãî ñï³âïàä³ííÿ àáî íåñï³âïàä³ííÿ á³æó÷èõ öè-
ë³íäðè÷íèõ õâèëü. Ï³äðàõóíêè äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ó ô³êñîâàí³ 
ìîìåíòè ÷àñó ³ äëÿ âèáðàíîãî òèïó ìàòåð³àëó îá’ºêòó ïîêàçàëè, ùî ïðè êî-
ëèâàíí³ íà îñíîâíîìó ðåçîíàíñ³ ïî ðàä³óñó öèë³íäðà óêëàäàºòüñÿ ÷âåðòü 



207 

äîâæèíè õâèë³. Çì³íà ôàçè õâèëü ïðèçâîäèòü äî çíàêîçì³ííîñò³ äèíàì³÷íèõ 
õàðàêòåðèñòèê. Íà ïðàêòèö³ öå ìîæå ñïðè÷èíèòè ïåðåäóìîâè íåíàä³éíîñò³ 
ä³¿ â³äâ³äíîãî êîíñòðóêòèâíîãî åëåìåíòà. 
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АНАЛИЗ УПРУГО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ КРУГОВОГО ЦИЛИНДРА, 
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ С НЕПОСТОЯННОЙ УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ В АКУСТИЧЕСКОЙ СРЕДЕ 
 
Èçó÷àåòñÿ ïëîñêîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà, âðà-
ùàþùåãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñèììåòðèè ñ ïåðåìåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèëèíäð îêðóæåí èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòüþ (ãàçîì). Òî÷-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî c èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïî âðåìåíè. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû äëÿ ñëó÷àÿ âðàùåíèÿ â âîäå öèëèíäðà, 
èçãîòîâëåííîãî èç àðìêî-æåëåçà. Âûïîëíåí àíàëèç ñïåêòðàëüíûõ âîëíîâûõ õàðàê-
òåðèñòèê äëÿ ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèé è ðàäèàëüíûõ, êîëüöåâûõ è îñåâûõ íàïðÿ-
æåíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé óãëîâîé ñêîðîñòè èññëåäîâàíû 
óñëîâèÿ ðåçîíàíñíîãî óñèëåíèÿ àìïëèòóä ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ è êîìïîíåíò 
òåíçîðà íàïðÿæåíèé â óïðóãîì öèëèíäðå. 
 
ANALYSIS OF STRAIN-STRESS STATE OF CIRCULAR CYLINDER ROTATING 
IN ACOUSTIC MEDIUM WITH NON-CONSTANT ANGULAR VELOCITY 
 
A plane strain-state of an elastic circular cylinder of infinite length rotating about its 
axis of symmetry with a non-uniform angular velocity is studied. We assumed that the 
cylinder is surrounded by an ideal compressible non-viscous fluid (gas). The exact 
solution of this hydro-elasticity problem is obtained applying the Fourier transform 
over time. Calculations are carried out for the case of rotation the Armco iron cylinder 
immersed in water. The spectral wave characteristics for the displacements and stresses 
are analyzed. The conditions of resonance amplitudes intensification of a radial 
displacement and stress tensor components in an elastic cylinder for the case of 
monochromatic oscillation of angular velocity are investigated. 
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