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ÓÄÊ 539.370 
 
М. Ю. Швайко, М. М. Фількевич 
 

АНАЛІТИЧНЕ ТА ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ДЕФОРМАЦІЇ 
СТАЛІ-45 ПРИ СКЛАДНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
 

Âèâ÷àºòüñÿ ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ âàð³àíò³â òåîð³¿ êîâçàííÿ [2] ³ [5] äëÿ 
îïèñó îäåðæàíî¿ â åêñïåðèìåíò³ [2] íåìîíîòîííî¿ äåôîðìàö³¿ ñòàë³-45 ïðè 
íàâàíòàæåíí³ ïî äâîëàíêîâèõ òðàºêòîð³ÿõ (ðîçòÿã ç êðó÷åííÿì òîíêîñò³í-
íî¿ òðóáêè). Ñï³âñòàâëåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ³ òåîðåòè÷íèõ äàíèõ ï³ä-
òâåðäæóº äåÿêó ïåðåâàãó âàð³àíòà òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³ [5]. Ó ïîð³âíÿíí³ ç 
[2] öÿ ïåðåâàãà ïðîÿâëÿºòüñÿ ÿê ïðè ñêëàäíîìó, òàê ³ ïðè ïðîñòîìó íàâàí-
òàæåííÿõ, îñîáëèâî â ìåæàõ ìàëèõ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é, ñóì³ðíèõ ç 
ïðóæíèìè íà ãðàíèö³ òåêó÷îñò³.  

 
1. Ó ìàòåìàòè÷íîìó ïëàí³ çàäà÷à âèçíà÷åííÿ äåôîðìàö³¿ íåë³í³éíî¿ 

ìîäåë³ ïëîñêîïëàñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà [5] ïðè äîâ³ëüíîìó íàâàíòàæåíí³ 
çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ çñóâó ( , )t t′ϕ θ  ³ ìåæ íàï-

ðÿìê³â çñóâó 1 2( ),  ( )t t−α α  ³ç ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü  

   

2

1

( )
( )

0 0
( )

2( ), ( ), ( , ) co s ( ) 2 2
2

t
p
i k t

t

R t t t d t
α

∗

−α

′ε λ ω ϕ θ θ = ϑ − θ − Φ∫ [ ] [ ] ,    (1) 

   

2

0 1

( )
( )

0
( )

2( ), ( ), ( , ) ( ) cos 2 [ ( )]
2

t
p

s i k
t

R d d S t t
α ξ

∗
ξ

−α ξ
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  0 1 2[ ( ), ( )]θ ∈ −α ξ α ξ . (2) 

Òóò ³ íàäàë³ âèêîðèñòàíî ïðèéíÿò³ ðàí³øå ïîçíà÷åííÿ [4, 5], çîêðåìà, ω =  

0= θ − θ  – êóò ì³æ íàïðÿìêîì çñóâó ( )n θ  ³ äîâ³ëüíèì íàïðÿìêîì 0( )m θ  â 

ïëîùèí³ äåôîðìóâàííÿ; 0t , t  – ïî÷àòêîâèé òà äîâ³ëüíèé ìîìåíòè ïëàñòè÷-

íîãî äåôîðìóâàííÿ; 

 2 2
1 3( ) ( ) ( )S t S t S t= + , 1

2( ) [ ( ) ( )]
2 x yS t t t= σ − σ , 

 3 ( ) 2 ( )xyS t t= τ ,   1 0( ) ( ) ( )t t tΦ = Φ − Φ ,  1 3 1 2 arctg ( ) / ( )S t S tΦ = ( ) , 

 0 1 0( )tΦ = Φ ,    3 1( ) arctgt dS dSϑ = /( ) ,  2 2
1 3dt dS dS= + . 

Ïîñòóëþºìî [4, 5], ùî óí³âåðñàëüíó ôóíêö³þ ìàòåð³àëó ( ) , ,p
i kR ∗ε λ ω[ ]  

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó äâîõ ôóíêö³é  

 ( ) ( ), , , ( )p p
i k i kR F∗ ∗ε λ ω = Π ε λ ω[ ] [ ] , (3) 

îäíà ç ÿêèõ (F ) âðàõîâóº ïåðåõðåñíó âçàºìîä³þ ñèñòåì êîâçàííÿ, à äðóãà – 

âïëèâ íà R  ³íòåíñèâíîñò³ ïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ ( )p
iε  òà ¿¿ åêñòðåìàëüíèõ 

çíà÷åíü k
∗λ , ùî â³äïîâ³äàþòü çì³í³ çíàêó øâèäêîñò³ ( )p

iε  íà ïðîòèëåæíèé. Ó 

ïðîöåñ³ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ, äëÿ ÿêîãî ( )p
iε  º íåñïàäíîþ ôóíêö³ºþ 

÷àñó ( ( ) 0p
iε ≥ , ( )p

k i
∗λ = ε ), çàì³ñòü âèðàçó (3) ïðèéìàºìî, ùî ( )

0 ( )p
iR F= Π ε ω[ ] . 

Ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ ( )
0

p
iΠ ε[ ]  íàâåäåíî äàë³. Ôóíêö³þ çì³öíåííÿ ( )F ω  ç 

òî÷í³ñòþ äî àäèòèâíî¿ ñòàëî¿ áóäåìî çàäàâàòè [4] ó âèãëÿä³ 

 0 2 3 4( ) cos 2 ( )
2

F a a a a π ω = + ω + δ ω + δ − ω 
 

,  (4) 

äå ( )δ ω  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà, constia  .  
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Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1) äëÿ ( )F ω  (4) ïîäàºòüñÿ ôîðìóëàìè [4] 

 1 0( , ) ( ) cos [ ( ) 2 ( ) 2 ] cos 2[ ( )]t t A t t t t′Πϕ θ = ϑ − χ − Φ θ − χ +  

 1 0( ) sin [ ( ) 2 ( ) 2 ] sin 2 [ ( )]B t t t t+ ϑ − χ − Φ θ − χ +  

  1 0( ) cos[ ( ) 2 ( ) 2 ]C t t t+ ϑ − χ − Φ , 
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+ α + α α + − α

0 3
1 2

3 2 0 3 0 2

22
2 [ ( 0.25 sin 4 )](2 ) sin 2

a a
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a a a a a a
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2 ( 0.25 sin 4 ) 2

a
B C A

a a a a
α

= = −
+ α − α α +

, 

 α = α + α χ = α − α2 1 2 12 ( ) ( ),         2 ( ) ( )t t t t .   (5) 

Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà øâèäêîñò³ ïëîñêîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿  ( )pΓ  
ìàºìî [4] 
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 Γ = ε − ε Γ = ε   ( ) ( )
1 3

2 ( ),         2
2

p p
x y xy , 

àáî ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â  

 ( )
1 11 0 0cos[ ( ) 2 ( ) 2 ] cos 2( ( ) )p B t t tΠΓ = ϑ − χ − Φ χ + Φ −  

  12 0 0sin[ ( ) 2 ( ) 2 ] sin 2( ( ) )B t t t− ϑ − χ − Φ χ + Φ , 

 ( )
3 11 0 0cos[ ( ) 2 ( ) 2 ] sin 2( ( ) )p B t t tΠΓ = ϑ − χ − Φ χ + Φ +  

  12 0 0sin[ ( ) 2 ( ) 2 ] cos 2( ( ) )B t t t+ ϑ − χ − Φ χ + Φ , (7) 

äå 

 
2

0
11 1

3 0

sin 22 0.25 sin 4
2 2

a
B A

a a

 α
= α + α − + α 

, 

 12 1
2 ( 0.25 sin 4 )
2

B B= α − α . 

Ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1 qB S Sν  (ðèñ. 1) ç ïî÷àòêîì â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ òðà-

ºêòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ 1B  ³ ïîâåðíóò³é 

â³äíîñíî 1 3OS S  íà êóò 02[ ( ) ]tχ + Φ  
ôîðìóëè (7) íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 ( )
11( )pd B dSν νΠ Γ = α , 

 ( )
12 ( )p

q qd B dSΠ Γ = α .  (8) 

Çîêðåìà, ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ïðî-
ïîðö³éíîãî íàâàíòàæåííÿ (d dν =S S ) 

ìàºìî 

 Π = α( )
11( ( ))pd B S dSΓ .  (9) 
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2. Ôóíêö³¿ 1( )tα  ³ 2 ( )tα  ùî âõîäÿòü â ôîðìóëè (5)–(9), âèçíà÷àþòüñÿ 
³íòåãðàëüíèì ð³âíÿííÿì (2). Éîãî ðîçâ’ÿçîê ³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä òèïó 
ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ( )F ω  ³ ãåîìåòð³¿ òðàºêòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ. ßêùî äåôîð-
ìàö³ÿ çä³éñíþºòüñÿ áåç ÷àñòêîâîãî ãàëüìóâàííÿ ñèñòåì êîâçàííÿ, òàê ùî 

1,2 ( ) 0tα ≥  (ìîíîòîííà äåôîðìàö³ÿ), òî ïîñòàâëåíà çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ 

àíàë³òè÷íî [4] ³ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìåæ íàïðÿìê³â çñóâó 1 2( ),   ( )t t−α α  îäåð-
æóºìî  

 1,2 ( ) ( ) ( )t t tα = α Φ , 

 3 0 0

3 2

( 2 ) cos 2 sin 2 2
( 0.25 sin 4 ) ( )

sa a a
a a S t
+ α α − α τ

=
+ α − α

.   (10) 

Êð³ì öüîãî, χ = α − α = Φ2 1( ) 0.5 ( ) ( ) ( )t t t t[ ] , χ + Φ = Φ0 12( ( ) ) 2 ( )t t  ³ â³ñü 1B Sν  

ëîêàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò 1 qB S Sν  ïðè ìîíîòîíí³é äåôîðìàö³¿ íàïðÿìëå-

íà âçäîâæ âåêòîðà íàâàíòàæåííÿ ( )tS . Çà öèõ óìîâ âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ 

(8) íå çàëåæàòü â³ä îð³ºíòàö³¿ âåêòîðà ( )tS  ó ïëîùèí³ 1 3OS S  ³ çàäîâîëüíÿ-
þòü ïîñòóëàò ³çîòðîï³¿ ²ëüþøèíà [1]. Ïîñòóëàò äîçâîëÿº îäåðæàí³ äëÿ ïëîñ-
êîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ ôîðìóëè (8) óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê ï’ÿòèâèì³ð-
íî¿ òðàºêòîð³¿ ìîíîòîííîãî íàâàíòàæåííÿ â äåâ³àòîðíîìó ïðîñòîð³ íàïðó-
æåíü. 

Ìîæíà ïîêàçàòè [4], ùî ìîíîòîííà äåôîðìàö³ÿ ìàº ì³ñöå, êîëè êóò β  

ì³æ âåêòîðàìè ( )tS  ³ ( )tS  ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ òðàºêòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ íå ïå-

ðåâåðøóº äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ 0β : 

 
2

0arctg 1
k kS S

 β ≡ − ≤ β 
 

SS
 ,  

 0

2 2
tg

( )
s

Sf

τ
β = ′ α

,      
α − + α α ′ α =  α + α − α 

0 3 0

3 2

sin 2 ( 2 ) cos 2
( )

( 0.25 sin 4 )

a a adf
d a a

. 

  3. Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ìåæ 1 2( ),  ( )t t−α α  ìíîæèíè 
íàïðÿìê³â çñóâó ïðè íàâàíòàæåíí³ ïî äâîëàíêîâ³é òðàºêòîð³¿ ÎÀÂ (ðèñ. 1), 
êîëè äî òî÷êè À ìàº ì³ñöå îïèñàíà âèùå ìîíîòîííà äåôîðìàö³ÿ ( 1,2 ( ) 0tα ≥ , 

At t< ), à ï³ñëÿ çëàìó – íåìîíîòîííà, ÿêà ñóïðîâîäæóºòüñÿ ÷àñòêîâèì ãàëü-
ìóâàííÿì ñèñòåì êîâçàííÿ [5]. ßêùî ãàëüìóâàííÿ çä³éñíþºòüñÿ ç áîêó ãðà-

íèö³ 1( )t−α  (öå ìàº ì³ñöå çà óìîâ ( ) 0tΦ > , 0β > β ), òî ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç 

êóòîâó òî÷êó òðàºêòîð³¿ ÎÀÂ (ðèñ. 1) ôóíêö³ÿ 1( )tα  òåðïèòü ðîçðèâ ïåðøî-

ãî ðîäó, òàê ùî 1 1( 0) ( 0)A At tα + < α −  ³ íà ö³é ìåæ³ çã³äíî ç ð³âíÿííÿì (2) 
âèêîíóºòüñÿ óìîâà [5] 

 θ=−α
′ϕ θ =

1( )
( , ) 0t t

t ,     0At t≥ + .  (11) 

²ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (5) ¿¿ ìîæíà çàïèñàòè ùå òàê: 

 ϑ − χ − Φ = α0tg ( 2 2 ) ( )r ,   1 1

1

cos 2
( )

sin 2
A C

r
B

α +
α =

α
.  (12) 

Óìîâà (12) º îäíèì ç ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ìåæ íàïðÿìê³â çñóâó ïðè 
íåìîíîòîíí³é äåôîðìàö³¿, òîáòî, êîëè 1 1( ) ( 0)At tα ≤ α − , 2 2( ) ( 0)At tα ≥ α ± , 

0At t≥ + . Ó òîìó ÷èñë³ ç ö³º¿ óìîâè ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç êóòîâó òî÷êó îòðè-
ìóºìî ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ íèæ÷å êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
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 0
2 2 2( ) ( 0)A At tα ≡ α ± = α ,  

 α + ≡ α + α + = α0
2 1( 0) ( ) ( 0) 2A A At t t( )/ ,   (13) 

äå 0α  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (12) ïðè 0At t= + . Ùîá îäåðæàòè äðóãó 
óìîâó, ðîçãëÿíåìî íà öåé ðàç ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (2) â îêîë³ ãðàíèö³ 

2 ( )tθ = α . Çàïèøåìî éîãî òàê: 

 
α ξ

∗
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−α ξ

′θ ≡ θ + Π ε ξ λ ξ θ − θ ϕ θ ξ θ ξ =∫ ∫   
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m m A i k
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R t R t F d d[ ] ( )  
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2

S t t= θ − Φ       0 1 2[ ( ), ( )]t tθ ∈ −α α . (14) 

Òóò ôóíêö³ÿ îïîðó çñóâó θ0( , )m AR t  äëÿ 0 2( )Atθ ≥ α  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìó-

ëîþ [4] 

 θ = τ + α − α θ +0 2 0( , ) ( 0.25 sin 4 ) cos 2m A s A AR t A a[  

 + α − α α 0 (sin 2 2 cos 2 )A A Aa ] , 

 
3 0 0( 2 ) cos 2 sin 2

s

A A A
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a a a
τ

=
+ α α − α

,   2 ( ) ( )A A At tα = α − Φ . 

Ðîçãëÿíåìî ð³âí³ñòü (14) äëÿ ìîìåíò³â ÷àñó 0k At t t= > +  ³ k kt t t= + ∆  

ïðè 0 2 ( )ktθ = α  òà 0 2 ( )k kt tθ = α + ∆ . Ç óðàõóâàííÿì ( )F ω  (4) â³äïîâ³äíî îò-

ðèìàºìî 
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′+ Π ε ξ ϕ α ξ ξ = α − Φ∫  

( )
3 0 2 2

2( ) ( ( ), ) ( ) cos 2 ( ) ( )
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k
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t
p
i k k k k

t

a t d S t t t[ ] [ ] , (15) 

 
+ ∆ α ξ

−α ξ

α + ∆ + + α + ∆ − θ ×∫ ∫
2

1

( )

2 0 2 2
( )

( ( ), ) cos 2( ( ) )
k k

A

t t

m k k A k k
t

R t t t a a t t[ ]  

 
+ ∆

ξ ξ
′ ′× Π ε ξ ϕ θ ξ θ ξ + Π ε ξ ϕ α + ∆ ξ ξ =∫    

( ) ( )
0 3 0 2( ) ( , ) ( ) ( ( ), )

k k

A

t t
p p
i i k k

t

d d a t t d[ ] [ ]  

 = + ∆ α + ∆ − Φ + ∆2
2 ( ) cos 2 ( ) ( )
2 k k k k k kS t t t t t t[ ] .   (16) 

Êîæåí ç ³íòåãðàë³â ó ë³â³é ÷àñòèí³ (16) ðîç³á’ºìî íà ñóìó äâîõ, ïî ïðî-
ì³æêàõ ³íòåãðóâàííÿ [ , ]A kt t , [ , ]k k kt t t+ ∆ , ³ ðîçãëÿíåìî ð³çíèöþ mR∆  ð³â-

íÿíü (16) òà (15). Ç òî÷í³ñòþ äî ìàëèõ âåëè÷èí t∆  ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàºìî 

 ( )
2 2 2( ) ( ) k

k k kt t tα + ∆ ≈ α + ∆α ,     ( )( ) ( ) k
k k kt t tα + ∆ ≈ α + ∆α , 

 θ − α + ∆ ≈ θ − α − θ − α ∆α( ) ( )
2 2 2 2cos 2( ( )) cos 2( ( )) 2 sin 2( ( ))k k

k k k kt t t t . 

ßêùî òåïåð ð³çíèöþ mR∆  ðîçâèíóòè â ðÿäè çà ìàëèìè kt∆ , ( )
2
k∆α , 

( )k∆α , òî ³ç âêàçàíîþ âèùå òî÷í³ñòþ îòðèìàºìî 

 α α ∆α + α α ∆α = α α + α α ∆1 2 2 2 2 0 1 2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )f f a L a L t[ ] . (17) 

Òóò ïîçíà÷åíî 
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+ α α − α

α α = τ α
+ α α − α

3 0 2 0
1 2 3 2

3 0 0

( 2 ) cos 2 2 sin 2
( , ) 2 sin 2

( 2 ) cos 2 2 sin 2
S

a a a
f a

a a a[ ]
, 

 2
2 2 2 2 3

3 0 0

sin 2
( , ) 2 ( , ) 2

( 2 ) cos 2 2 sin 2Sf a L a
a a a

α
α α = α α − τ

+ α α − α
, 

 = α α + α − α ϑ − χ − Φ +∫ 1 0sin 2 0.125(cos 2 cos 6 ) cos ( 2 2 )

A

t

t

L A [ ]{  

 + α α − α + α ϑ − χ − Φ + 1 0cos 2 0.125(sin 2 sin 6 ) sin ( 2 2 )B [ ]  

 + − α ϑ − χ − Φ ξ 1 00.5(1 cos 4 ) cos ( 2 2 )C d} , 

 = α + α ϑ − χ − Φ1 1 1 0sin 2 2 cos ( 2 2 )L A C[ ] , 

 = α α − χ + α + α ϑ − χ − Φ +2 1 0cos 2( ) 0.125(sin 2 sin 6 ) cos ( 2 2 )L A [ ]  

 + α α − χ − α − α ϑ − χ − Φ1 0sin 2( ) 0.125(cos 2 cos 6 ) sin ( 2 2 )B [ ] , 

³íäåêñ « ( )k » ïðè âåëè÷èíàõ ( )
2
kα , ( )kα , ( )

2
k∆α , ( )k∆α , kt , kt∆  ïðîïóùåíî.  

Ñèñòåìà ð³âíÿíü (12), (17) ðàçîì ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (13) º äîñòàò-
íüîþ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìåæ íàïðÿìê³â çñóâó 1 2( ),  ( )t t−α α  ó äîâ³ëüíèé ìî-

ìåíò ÷àñó 0At t> +  íåìîíîòîííîãî íàâàíòàæåííÿ ïî äðóã³é ëàíö³ òðàºêòî-

ð³¿ ÎÀÂ (ðèñ. 1). Ñïðÿìóâàâøè 0t∆ → , çàçíà÷åíó ñèñòåìó ð³âíÿíü ìîæíà 
çàïèñàòè â òàê³é äèôåðåíö³àëüí³é ôîðì³: 

 
α α + α α

α = α = α α α
α α α α + α α

  0 1 2 2 2 2
2 2 2

1 2 2 2 2

( , ) ( , )
,           ( , )

( , ) ( , ) ( , )

a L a L
B

f B f
,         (18) 

 ×
ϑ − α + α − Φ   α α = − −   α   α 

2 01
2 2

1

tg ( 2 2 )1( , ) 1
2 cos 2

AdB
d B

  

 
−

×
ϑ − α + α − Φ 

α 

12
2 0cos ( 2 2 )

tg 2
. 

Îòæå, çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ ìåæ çñóâó 1,2 ( )tα  çâåäåíî äî çàäà÷³ Êî-

ø³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (18) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (13). ×èñëîâó 
ðåàë³çàö³þ ¿¿ ðîçâ’ÿçêó íàâåäåìî íà 
ïðèêëàä³ äâîëàíêîâî¿ òðàºêòîð³¿, çîáðà-
æåíî¿ íà ðèñ. 2. Ó öüîìó âèïàäêó òðåáà 
ïîêëàñòè 0 0Φ = , ( ) consttϑ ≡ β = . 

 Ðîç³á’ºìî ä³ëÿíêó ÀÂ òðàºêòîð³¿ 
íàâàíòàæåííÿ òî÷êàìè kA  íà n  ð³âíèõ 

÷àñòèí ∆t , = 0,1, ,k n , òàêîæ ïîçíà-

÷èìî =0A A , =nA B . Ðîçãëÿíåìî ñèñ-

òåìó (18) ó ìîìåíò ÷àñó = + ∆k At t k t , 

ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ kA . Íàäàþ÷è ìàëèé 

ïðèð³ñò ∆t  ³ç òî÷êè kA  â òî÷êó +1kA , îäåðæèìî 

 
  

   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 1 2 2 2 2
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

k k k k
k

k k k k k k

a L a L
t

f B f

α α + α α
∆α = ∆

α α α α + α α
, 

 ∆α = α α ∆α 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2( , )k k k kB .   (19) 

  

S1 

S3 

2
( )( ), ,kk

ktα α  

B 

O 

∆t 

Ak 

A  
Рис. 2 



193 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (19) º ðåêóðåíòíèìè ôîðìóëàìè, ÿê³ äîçâîëÿþòü ïîñë³-
äîâíî âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ øóêàíèõ ôóíêö³é 1( )tα , 2 ( )tα  ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ 

1kA +  çà â³äîìèìè ¿õ çíà÷åííÿìè â òî÷ö³ kA , = 0,1, ,k n :  

 ( 1) ( ) ( ) 0 ( )
2 2 2 2 2

1

k
k k k i

i

+

=

α = α + ∆α = α + ∆α∑ , 

 ( 1) ( 1) ( 1) 0 ( ) ( )
1 2 2

1

2 2
k

k k k i k

i

+ + +

=

α = α − α = α + ∆α − α∑ .  (20)  

 Íà îñíîâ³ ôîðìóëè (7) ³ ðîçâ’ÿçêó (20) âèçíà÷èìî ïðèðîñòè êîìïîíåíò 
âåêòîðà øâèäêîñò³ ïëîñêîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè kA  

îòðèìàºìî 

 ∆Γ = α β − χ χ −
Π

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 11( )

0

1 ( ) cos ( 2 ) cos 2p k k k k
k

B{  

 − α β − χ χ ∆( ) ( ) ( )
12( ) sin ( 2 ) sin 2k k kB t} , 

 ∆Γ = α β − χ χ +
Π

( )( ) ( ) ( ) ( )
3 11( )

0

1 ( ) cos ( 2 ) sin 2p k k k k
k

B{  

 + α β − χ χ ∆( ) ( ) ( )
12 ( ) sin ( 2 ) cos 2k k kB t} , 

  Π = Π Γ Γ = Γ + Γ 
 

2 2( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0 1 3

2 ,         
3

k p k p k p k p k[ ] [ ] .  (21) 

Îòæå, çíîâó ìàºìî ðåêóðåíòí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ äîçâîëÿþòü âèðà-
çèòè íåâ³äîì³ çíà÷åííÿ øóêàíèõ âåëè÷èí äëÿ òî÷êè 1kA +  ÷åðåç âæå çíàé-

äåí³ â ìîìåíò ÷àñó kt : 

 ( )( 1) ( )( ) ( )( ) ( )(0) ( )( )
1,3 1,3 1,3 1,3 1,3

1

k
p k p k p k p p i

i

+

=

Γ = Γ + ∆Γ = Γ + ∆Γ∑ , (22) 

 ( )(0) ( )
1
p p

AΓ = Γ ,  ( )(0)
3 0pΓ = . 

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî îñê³ëüêè îäåðæàí³ âèùå ðåçóëüòàòè äëÿ íåìîíî-
òîííî¿ ïëîñêîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ íå çàëåæàòü â³ä îð³ºíòàö³¿ âåêòîðà S  
³, îòæå, çàäîâîëüíÿþòü ïîñòóëàò ³çîòðîï³¿ ²ëüþøèíà, òî ¿õ ìîæíà óçà-
ãàëüíèòè íà âèïàäîê äîâ³ëüíèõ ïëîñêèõ òðàºêòîð³é íàâàíòàæåííÿ â ï’ÿòè-
âèì³ðíîìó äåâ³àòîðíîìó ïðîñòîð³ íàïðóæåíü. Çîêðåìà, ïðè êðó÷åíí³ ç ðîç-
òÿãîì òîíêîñò³ííî¿ òðóáêè (σ τ ε ε ≠, , , 0x xy x xy  – ïëîñêèé íàïðóæåíèé ñòàí) 

ìàºìî òàê³ íå ð³âí³ íóëåâ³ êîìïîíåíòè âåêòîð³â S  òà Γ : 

= σ = τ Γ = ε Γ = ε2 3 2 3
2 3,      2 ,        ,      2
3 2x xy x xyS S , 

³ ó ôîðìóëàõ ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà ïîòð³áíî çðîáèòè çàì³íè 1 2S S→  òà 

1 2Γ → Γ . 

4. Ïîáóäóºìî ôóíêö³þ ïëàñòè÷íîñò³ Π ε( )
0

p
i[ ] , ùî âõîäèòü ó âèõ³äí³ 

ð³âíÿííÿ (1), (2), äëÿ âèïàäêó àêòèâíèõ ïðîöåñ³â ( ( ) 0p
iε ≥ ) ïëàñòè÷íîãî äå-

ôîðìóâàííÿ. Çîêðåìà, òàêîþ º äåôîðìàö³ÿ ïðè ïðîñòîìó íàâàíòàæåíí³. 
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî çàëåæíîñò³ ì³æ íàïðóæåííÿìè òà äåôîðìàö³ÿìè, 

îäåðæàíèìè â åêñïåðèìåíò³ [2] äëÿ ñòàë³-45 ïðè îäíîîñüîâîìó ðîçòÿç³ (ñâ³ò-
ë³ êðóæå÷êè) ³ ÷èñòîìó çñóâ³ (òåìí³ êðóæå÷êè) â ïåðåðàõóíêó íà ³íòåíñèâ-
í³ñòü äåôîðìàö³é ( iε ) ³ áåçðîçì³ðíó ³íòåíñèâí³ñòü íàïðóæåíü ( σi Tk/ ). Â³ä-
ïîâ³äí³ òî÷êè ïîáóäîâàíî çà óñåðåäíåíèìè åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèì ïðè 
âèïðîáóâàíí³ 3-õ òîíêîñò³ííèõ çðàçê³â îêðåìî íà ðîçòÿã ( = σ = 220T Tk ÌÏà) 
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³ êðó÷åííÿ ( = τ =3 210T Tk ÌÏà). Çàäîâ³ëüíà àïðîêñèìàö³ÿ óñåðåäíåíî¿ 

åêñïåðèìåíòàëüíî¿ çàëåæíîñò³ σ εi T ik/  äëÿ ñòàë³-45 çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ  

 
σ

= − + ε − ε +1 2
31 ( )ni

i T
T T T

c c
c

k k k
   (23) 

ïðè =1 1125c ÌÏà, =2 1360c ÌÏà, =3 0.023c , = 0.05n . Íà ðèñ. 3 ö³é àïðîê-
ñèìàö³¿ â³äïîâ³äàº ñóö³ëüíà ë³í³ÿ. 
Ïîäàííÿ çàëåæíîñò³ (23) ó áåçðîç-
ì³ðíîìó âèãëÿä³ äîçâîëÿº â çíà÷í³é 
ì³ð³ âðàõóâàòè ð³çíèöþ â ä³àãðàìàõ 
σ εi i , îäåðæàíèõ â åêñïåðèìåíò³ 
[2] íà îäíîîñüîâèé ðîçòÿã òà ÷èñòèé 
çñóâ, ³ ïðè ïðîñòîìó íàâàíòàæåíí³ 
íàáëèæåíî ââàæàòè çàëåæí³ñòü 
σ εi T ik/  óí³âåðñàëüíîþ. 
 Âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïëàñòè÷-
íîñò³ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ïîñë³äîâ-
íèõ íàáëèæåíü. Ó ïåðøîìó íàáëè-
æåíí³ ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ë³í³éíî¿ 
ìîäåë³ ñåðåäîâèùà [3], â ðàìêàõ 
ÿêî¿ ïðèéìàºòüñÿ 

 Π ε ≡ =( )
0 constp

i K[ ] . 

 Ïîêàçàíî [4], ùî â öüîìó âèïàäêó çàëåæíîñò³ (8) ³ (9) ïðè ìîíîòîííîìó, 
çîêðåìà ïðîïîðö³éíîìó, íàâàíòàæåíí³ ìîæíà ïðî³íòåãðóâàòè òà çàïèñàòè â 
ê³íöåâîìó âèãëÿä³: 

 α − αΓ = Ω Ω =
+ α − α

( )

3 2

1 0.25 sin 4( ) ,         ( )
2 ( 0.25 sin 4 )

pK S S
a a

S .  (24) 

ßêùî äàë³ âðàõóâàòè çâ’ÿçîê  

 
σ = σ Γ = ε = ε − 

 
( ) ( )2 3 3,               

3 2 2
p p i

i i i
i

S
E

, 

òî äëÿ òåîðåòè÷íî¿ çàëåæíîñò³ σ εi T ik/  â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ îñòàòî÷íî 
ìîæåìî çàïèñàòè 

 
−σ α − α = + ε ε ≥ ε + α − α 

1

3 2

( 0.25 sin 4 ) 3
,        

( 0.25 sin 4 )
i T

i i T
T i

k K
k E a a

. (25) 

Òóò ôóíêö³ÿ α = α σ( )i Tk/  âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíÿííÿì (10), ÿêå ïåðåïèøåìî 
òàê: 

 
+ α − α σ

=
+ α α − α
3 2

3 0 0

( 0.25 sin 4 )
( 2 ) cos 2 sin 2

i

T

a a
a a a k

. (26) 

 Øëÿõîì ì³í³ì³çàö³¿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèõ â³äõèëåíü ì³æ òî÷êàìè åêñ-
ïåðèìåíòàëüíî¿ ä³àãðàìè σ εi T ik/  (23) òà òåîðåòè÷íî¿ (25) çíàõîäèìî çíà-

÷åííÿ Π ≡ =0 constK  òà êîåô³ö³ºíòè 0a , 3a  ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ω( )F : 

 = 4.11K Ìïà,      = =0 312.6,        3.47a a .  (27) 

Îñê³ëüêè ω( )F  âèçíà÷àºòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî àäèòèâíî¿ ñòàëî¿, òî êîåô³ö³ºíò 

2a  ïîêëàäåíî ð³âíèì îäèíèö³. Êîåô³ö³ºíò 4a  º îäíèì ç îñíîâíèõ ïðè âè-
çíà÷åíí³ åôåêòó Áàóø³íãåðà, àëå â³í íå âïëèâàº íà ôóíêö³þ ïëàñòè÷íîñò³ 

Π0  ïðè àêòèâíèõ ïðîöåñàõ äåôîðìóâàííÿ ( ε ≥ ( ) 0p
i ) ³ òîìó éîãî çíà÷åííÿ 

òóò íå íàâîäèìî. 

 

0            0.2         0.4          0.6         0.8         1.0         1.2      εi, % 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

i

Tk
σ

 

 
Рис.  3 
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Òåîðåòè÷íó êðèâó σ εi T ik/ , ïîáóäîâàíó çà ôîðìóëàìè (25)–(27), çîá-
ðàæåíî íà ðèñ. 3 ïóíêòèðíîþ ë³í³ºþ. Ñï³âñòàâëåííÿ íàâåäåíèõ òóò ðåçóëü-

òàò³â ñâ³ä÷èòü, ùî ë³í³éíà ìîäåëü Π ε ≡ =( )
0 constp

i K[ ]  çàäîâ³ëüíî îïèñóº 

åêñïåðèìåíòàëüíó çàëåæí³ñòü σ εi T ik/  ñòàë³-45 äëÿ çíà÷åíü äåôîðìàö³é 

(4÷5) εT  ³ á³ëüøèõ. Ó âèïàäêó ìàëèõ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é, ñóì³ðíèõ ç 
ïðóæíèìè íà ãðàíèö³ òåêó÷îñò³, ðîçá³æí³ñòü çà äåôîðìàö³ÿìè ìîæå ñÿãàòè 
âåëè÷èíè ïîðÿäêó 40%. Êð³ì öüîãî, ïðè ïåðåõîä³ ç ïðóæíî¿ ó ïëàñòè÷íó 
îáëàñòü äåôîðìóâàííÿ äîòè÷íèé ìîäóëü = σ εit i iE d d/  íà çàçíà÷åí³é êðèâ³é 
ìàº ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó, âåëè÷èíà ÿêîãî äîñÿãàº 690%. Ðîçðèâ º íåäîïóñ-
òèìèì ç ô³çè÷íî¿ òî÷êè çîðó, á³ëüøå òîãî, â³í çàêëàäàºòüñÿ ë³í³éíèìè 
ìîäåëÿìè [2, 3] ó âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ çâ’ÿçêó ε σ mn mn  ³ â îñòàòî÷íîìó 

ï³äñóìêó ïðèçâîäèòü äî ïàðàäîêñó â òåîð³¿ ñò³éêîñò³. 

 Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïëàñòè÷íîñò³ Π ε( )
0

p
i[ ]  ó äðóãîìó íàáëèæåíí³ 

âèêîðèñòàºìî ôîðìóëè (9) ³ (23). Ç íèõ â³äïîâ³äíî ìîæíà îäåðæàòè òàê³ äâà 
âèðàçè: 

 
−

−σ α σ = + = ε − ε + ε ε Π ε

1
111

2 3( )
0

2 ( )1 ,          ( )
3

ni i
i Tp

i i ii

d B d
c n c

d E d[ ]
,   (28) 

äå 11( )B α  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (7), à α = α σ( )i Tk/  – ð³âíÿííÿì (26). 

Ç ïåðøî¿ ç ôîðìóë (28) îòðèìóºìî äîòè÷íèé ìîäóëü = σ εit i iE d d/  òåî-

ðåòè÷íî¿ ä³àãðàìè σ εi T ik/ , à ç äðóãî¿ – åêñïåðèìåíòàëüíî¿. Ïðèð³âíþþ-
÷è ö³ ìîäóë³ ì³æ ñîáîþ, îäåðæèìî  

 
−

−
 Π ε = − α 
 ε − ε +

1
( )

0 111
2 3

2 1 1 ( )
3 ( )

p
i n

ii T

B
Ec n c

[ ] .  (29) 

Çàäîâ³ëüíó àïðîêñèìàö³þ ôóíêö³¿ ïëàñòè÷íîñò³ (29) îòðèìàºìî çà ôîð-
ìóëîþ 

 −Π ε = + ε( ) ( )
0 1 2( )p p r

i id d[ ]  (30)  

ïðè 1 0.56d = − ÌÏà, 1 3.15d = ÌÏà, 

0.29r = . Ãðàô³ê ö³º¿ ôóíêö³¿ ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 4. ¯¿ çíà÷åííÿ Π = ∞0 0[ ]  

çàáåçïå÷óº íåïåðåðâí³ñòü äîòè÷íîãî 
ìîäóëÿ íà ìåæ³ òåêó÷îñò³ ( i Tσ = σ ). 

Òåîðåòè÷íà ä³àãðàìà σ εi T ik/ , ïî-
áóäîâàíà ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³¿ 

Π ε( )
0

p
i[ ]  (30), ïî ñóò³, ñï³âïàäàº ç 

åêñïåðèìåíòàëüíîþ, íàâåäåíîþ íà 
ðèñ. 3 ñóö³ëüíîþ ë³í³ºþ.  

 5. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ì³ðè àäåê-
âàòíîñò³ âàð³àíò³â òåîð³¿ êîâçàííÿ [2, 5] åêñïåðèìåíòó ïðè ñêëàäíîìó íà-
âàíòàæåíí³ âèêîðèñòàºìî íàâåäåí³ â [2] äàí³, îäåðæàí³ ïðè êðó÷åíí³ ç ðîç-
òÿãîì òîíêîñò³ííèõ òðóá÷àòèõ çðàçê³â ñòàë³-45 ïî äâîëàíêîâèõ òðàºêòîð³ÿõ. 
Ìåòîäèêà ïðîâåäåííÿ åêñïåðèìåíòó òà ï³äãîòîâêè äî âèïðîáóâàííÿ çðàçê³â 
äåòàëüíî îïèñàí³ â [2]. 
 Åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³ ïðèðîñòó äåôîðìàö³é â³ä äîâàíòàæåííÿ êðóò-
íèì ìîìåíòîì ïðè ïîñò³éí³é ðîçòÿãóâàëüí³é ñèë³ 1.72x Tkσ =  íà ðèñ. 5à ïî-
êàçàíî ñâ³òëèìè êðóæå÷êàìè, õðåñòèêàìè ³ òðèêóòíèêàìè. Ïîçíà÷êè ó âè-

 

  0          0.2         0.4          0.6         0.8         1.0         1.2  
p
iε( ) , % 

2 

4 

6 

8 

0 ÌÏàp
iΠ ε[ ]( ) ,  

 
Рис.  4  
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ãëÿä³ òåìíèõ êðóæå÷ê³â â³äïîâ³äàþòü óñåðåäíåíèì äàíèì, îäåðæàíèì äëÿ 
òðüîõ çðàçê³â çà îäí³ºþ ³ ò³ºþ ñàìîþ ïðîãðàìîþ ¿õ íàâàíòàæåííÿ. Ïóíêòèð-
íó òà ñóö³ëüíó êðèâ³ ïîáóäîâàíî íà îñíîâ³ òåîð³é ïëàñòè÷íîñò³ [2] ³ [5] â³ä-

ïîâ³äíî. Íà ðèñ. 5, 6 ïîçíà÷åíî ∗γ = γ − γ( ) ( )( ) ( )p p
xy xy xy At t , ∗ε = ε − ε( ) ( )( ) ( )p p

x x x At t , 

äå ïàðàìåòð At  â³äïîâ³äàº òî÷ö³ çëàìó òðàºêòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ.  

 Àíàëîã³÷í³ äàí³ ïðèðîñòó äåôîðìàö³¿ â³ä äîâàíòàæåííÿ ðîçòÿãóâàëüíîþ 

ñèëîþ ïðè ñòàëîìó êðóòíîìó ìîìåíò³ τ =3 1.775xy Tk/  íàâåäåíî íà ðèñ. 5á. 
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Рис. 5 
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Рис. 6 

Ñï³âñòàâëåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ³ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â ïî äâî-

ëàíêîâèõ òðàºêòîð³ÿõ ÎÀÂ ( τ = τ0 ( )xy xy At ), ïîâåðíóòèõ â³äíîñíî êîîðäèíàò-

íèõ îñåé íà êóòè 40° ³ 38° â³äïîâ³äíî, ³ëþñòðóº ðèñ. 6. Òåìí³ êðóæå÷êè – 
åêñïåðèìåíò, ïóíêòèðí³ òà ñóö³ëüí³ êðèâ³ ïîáóäîâàíî íà îñíîâ³ òåîð³é ïëàñ-
òè÷íîñò³ [2] ³ [5] â³äïîâ³äíî. 
 ßê çàçíà÷àþòü ñàì³ àâòîðè ðîáîòè [2], â³äïîâ³äí³ñòü òåîð³¿ åêñïåðèìåí-
òó ïðè ñêëàäíîìó íàâàíòàæåíí³ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü â³ä òîãî, íàñê³ëü-
êè òî÷íî º àïðîêñèìîâàí³ ä³àãðàìè çì³öíåííÿ ïðè ïðîñòîìó íàâàíòàæåíí³. 
Öÿ ïðîáëåìà, ùî º ñóòòºâîþ äëÿ ë³í³éíî¿ [3] ³ êâàç³ë³í³éíî¿ [2] ìîäåëåé, â 
íåë³í³éí³é ìîäåë³ [5] óñóâàºòüñÿ ââåäåííÿì ôóíêö³¿ ïëàñòè÷íîñò³ Π . Öèì, ó 
ïåðøó ÷åðãó, ìîæíà ïîÿñíèòè ïåðåâàãè âàð³àíòà òåîð³¿ êîâçàííÿ [5] ïðè 
îïèñ³ îäåðæàíî¿ â åêñïåðèìåíò³ [2] äåôîðìàö³¿ ñòàë³-45 ÿê ïðè ïðîñòîìó, 
òàê ³ ïðè ñêëàäíèõ òèïàõ íàâàíòàæåííÿ. 
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ДЕФОРМАЦИИ СТАЛИ-45 ПРИ СЛОЖНОМ НАГРУЖЕНИИ 
 
Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàíòîâ òåîðèè ñêîëüæåíèÿ [2] è [5] 
äëÿ îïèñàíèÿ íåìîíîòîííîé äåôîðìàöèè ñòàëè-45 ïðè íàãðóæåíèè ïî äâóõçâåí-
íûì òðàåêòîðèÿì (ðàñòÿæåíèå ñ êðó÷åíèåì òîíêîñòåííîé òðóáêè). Ñîïîñòàâ-
ëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ ïîäòâåðæäàåò íåêîòîðîå 
ïðåèìóùåñòâî âàðèàíòà òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [5]. Ýòî ïðåèìóùåñòâî ïðîÿâëÿ-
åòñÿ â óñëîâèÿõ êàê ñëîæíîãî, òàê è ïðîñòîãî íàãðóæåíèÿ, îñîáåííî â ïðåäåëàõ 
ìàëûõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ñîèçìåðèìûõ ñ óïðóãèìè íà ãðàíèöå òåêó-
÷åñòè. 
 

ANALYTICAL AND EXPERIMENTAL STUDY OF DEFORMATION 
OF STEEL-45 UNDER COMPLEX LOADING 
 
Potentialities of the sliding theory versions [2, 5] for description the steel 45 non-mono-
tonous deformation under loading along two-linked trajectories (tension-torsion of the 
thin-walled tube) are studied. The advantage of version [5] is confirmed confronting the 
experimental data to the theoretical ones. This advantage becomes apparent both under 
complex and simple loading, especially within small plastic strains comparable to elastic 
strains on the yield limit. 
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