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ÓÄÊ 539.3 
 

Л. А. Фильштинский, В. Н. Кобзарь  
 
ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА СВЯЗАННОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ ПЛАСТИН С ОТВЕРСТИЯМИ 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ãðàíè÷íûõ çà-
äà÷ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ïîñòðîåííûõ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ðåøåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. 

 
Èññëåäîâàíèå ñòîéêîñòè òâåðäûõ òåë ê âîçäåéñòâèþ òåïëîâûõ íàãðó-

çîê ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïðîáëåìû òåðìè÷åñêîé ïðî÷íîñòè, àêòóàëüíîñòü 
êîòîðîé âîçðîñëà îñîáåííî â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ñâÿçè ñ ñîçäàíèåì 
ìîùíûõ èçëó÷àòåëåé è èõ èñïîëüçîâàíèåì â òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ. 

Ïîÿâëÿåòñÿ áîëüøîé êðóã âîïðîñîâ, òðåáóþùèõ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ 
çàêîíîìåðíîñòåé òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, âîçíèêàþùåãî â òâåðäûõ 
òåëàõ, èñïûòûâàþùèõ òåïëîâûå âîçäåéñòâèÿ. Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ îêà-
çàëèñü íåîáõîäèìûìè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ïðèìåíåíèÿ 
ëàçåðîâ â òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ (ðåçàíèå, ñâàðêà); äëÿ èçó÷åíèÿ óñ-
ëîâèé ðàáîòû ñàìèõ ëàçåðîàêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ (ñòåêëà ñ íåîäèìîì, ðó-
áèí), ïîñêîëüêó ñâåòîâîå ðàçðóøåíèå ýòèõ ìàòåðèàëîâ îãðàíè÷èâàåò ïðå-
äåëüíóþ ìîùíîñòü ëàçåðîâ; ïðè èññëåäîâàíèè ñèíòåçà è ñâîéñòâ òåïëîñòîé-
êèõ (òåðìîñòàáèëüíûõ) ïîëèìåðîâ â óñëîâèÿõ ðàäèàöèîííîãî îáëó÷åíèÿ 
èëè ðåçêèõ òåìïåðàòóðíûõ ïåðåïàäîâ; â êðèîãåííîé òåõíèêå è ò. ï. 

Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îöåíîê òåðìè÷åñêîé 
ïðî÷íîñòè òâåðäûõ òåë ïðè òåìïåðàòóðíîì èëè òåïëîâîì íàãðåâàõ èëè 
íàãðåâå ñðåäîé ïðèîáðåòàåò âàæíîå çíà÷åíèå. 

Ïåðâîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î òåïëîâîì óäàðå íà ãðàíèöå ïî-
ëóïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæèò Â. È. Äàíèëîâñêîé [5]. Îáîáùåíèå èññëåäîâà-
íèé âçàèìîñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè, âêëþ÷àþùåå âûâîä îñíîâíûõ óðàâ-
íåíèé, ðåøåíèå ÷àñòíûõ çàäà÷ è àíàëèç ýôôåêòîâ ñâÿçàííîñòè, âûïîëíåíî 
Ï. ×åäâèêîì [14] è Á. Áîëè, Äæ. Óýéíåðîì [1]. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå 
óêàçàííîãî íàïðàâëåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä âíåñåí Â. Íîâàöêèì [11], 
À. Ä. Êîâàëåíêî [10], ß. Ñ. Ïîäñòðèãà÷îì è Þ. Ì. Êîëÿíî [12]. Ïðîáëåìàì 
äèíàìè÷åñêîé òåðìîóïðóãîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3, 4, 6, 7, 9, 13]. 

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè àêòóàëüíîé 
îñòàåòñÿ ðàçðàáîòêà àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ çàäà÷ 
ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ ãðàíè÷íûõ çàäà÷, îïèðàþùèéñÿ íà ïîñòðîåííóþ íèæå ìàòðèöó ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè ñ 
ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì òåõíèêè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. 
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, õàðàêòåðèçóþùèå ñâÿçàííîñòü òåðìîóï-
ðóãèõ ïîëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. 

1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè. Äèôôåðåíöèàëüíûå 
óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè èìåþò âèä [7, 10, 12] 

 2 3 2 1grad gradTe
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ãäå 2∇  – îïåðàòîð Ëàïëàñà; 1 1 2 2 1 2( , , ), ( , , )u x x t u x x t=u { }  – âåêòîð ïåðå-

ìåùåíèé ( 1 2,x x  – ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû; t  – âðåìÿ); 

0T Tθ = −  – ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû ( 0T  – òåìïåðàòóðà òåëà â íåäåôîð-

ìèðîâàííîì è íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè; T – àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà 

òî÷åê òåëà); dive = u  – îáúåìíîå ðàñøèðåíèå; 1(1 2 )−σ = − ν ; ν  – êîýôôè-



175 

öèåíò Ïóàññîíà; λ , µ  – ïîñòîÿííûå Ëàìå; Tα  – òåìïåðàòóðíûé êîýôôè-

öèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ èçîòðîïíîãî òåëà; F  – èíòåíñèâíîñòü îáúåì-

íûõ ñèë; ρ  – ïëîòíîñòü; 2
Ta cε= λ ρ  – êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîä-

íîñòè; Tλ  – òåïëîïðîâîäíîñòü ìàòåðèàëà; cε  – îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè 

ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè; W  – ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. 
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé. Îíà îïèñûâàåò äåôîðìà-

öèþ òåëà, âîçíèêàþùóþ îò íåñòàöèîíàðíûõ òåïëîâûõ è ìåõàíè÷åñêèõ âîç-
äåéñòâèé, à òàêæå îáðàòíûé ýôôåêò – èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû òåëà, îáóñ-
ëîâëåííîå äåôîðìàöèåé. Ýòî âëèÿíèå îáû÷íî ìàëî â êðèñòàëëè÷åñêèõ òå-
ëàõ è â ðÿäå àìîðôíûõ (íåîðãàíè÷åñêèå è îðãàíè÷åñêèå ñòåêëà). Îäíàêî 
ïîäîáíîå ïîëîæåíèå íå ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ðÿäà íîâûõ ïîëèìåðíûõ ìàòåðèà-
ëîâ (íàïðèìåð, ïîëèâèíèëàöåòàëè, â ÷àñòíîñòè ïîëèâèíèëáóòèðàëè), êîòî-
ðûå îáëàäàþò áîëüøèì ïàðàìåòðîì ñâÿçàííîñòè, îòðàæàþùèì âçàèìîäåé-
ñòâèå ïîëåé äåôîðìàöèè è òåìïåðàòóðû. 

2. Ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1). Èìåÿ â âèäó 
ãàðìîíè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïîëåâûõ âåëè÷èí, ïîëîæèì 

 Re , Re ,      , 1, 2i t i t
j j kj kju e U e S k j− ω − ω= σ = =( ) ( ) , 

 3Re , Rei t i te U e e e− ω − ω
∗θ = =( ) ( ) , 

 Re , Rei t i te W e Q− ω − ω= =F X( ) ( ) , (2) 

ãäå kjσ  – êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ; , 1,2,3jU j = , kjS , e∗ , X, Q  – 

àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí; ω  – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. 
Èñêëþ÷àÿ âðåìÿ â ñèñòåìå (1) â ñîîòâåòñòâèè c ïðåäñòàâëåíèÿìè (2), 

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì òåðìîóïðóãîñòè â àìïëèòóäàõ: 
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∂
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a

µ ω= γ = α = + ν σα
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, (3) 

ãäå 2γ  – âîëíîâîå ÷èñëî; 2c  – ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû 
â óïðóãîì òåëå. 

Ïóñòü â òî÷êå 10 20( , )x x  äåéñòâóåò ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùàÿñÿ âî 

âðåìåíè ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà 1 2( , )P P=P  èëè ñîñðåäîòî÷åííûé òåïëîâîé 

èñòî÷íèê 3P . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) ïî êîîð-

äèíàòå 1x , à âòîðîå óðàâíåíèå – ïî êîîðäèíàòå 2x , è çàòåì, ñëîæèâ èõ, 
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå 

 11 12 3 1 1 2 2
1 ( ) ( )

(1 )
l e l U P P x∗ − = − ∂ + ∂ δ

µ + σ
, 

 21 22 3 3
1 ( )
T

l e l U P x∗ + = − δ
λ

, 

 2 2 2 2 20
11 1 12 21 22,    ,    ,    

1
l l l im l i

α
= ∇ + γ = ∇ = ω = ∇ + γ

+ σ
, (4) 

ãäå 1
1 1c

−γ = ω  – âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîäîëüíîé âîëíå. 
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Â äàëüíåéøåì öåëåñîîáðàçíî ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (4) 

ïðîâîäèòü â ïðîñòðàíñòâå 2( )D R′  îáîáùåííûõ ôóíêöèé [2]. Ïîäðîáíî ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé 1 0P ≠ , 2 0P = , 3 0P = . 

Ââîäÿ ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ 1 1 2( , )x xΦ  ïî ôîðìóëàì 

 (1) (1)
22 1 21 1,           e l l∗ ∗= Φ θ = − Φ , 

ïðèâîäèì ñèñòåìó (4) ê íåîäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà 
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Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå 
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2 2
1 2 ,r x x x= = +  

ãäå (1) ( )pH x  – ôóíêöèÿ Ãàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà p ; jµ  – êîðíè óðàâ-

íåíèÿ 4 2 0a bµ − µ + = , ïðè÷¸ì Im 0,  1,2j jµ > = . 

Ñ ó÷åòîì (5) ñèñòåìà (4) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ 
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Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (6) â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé 
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. 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà 1 0P = , 2 0P ≠ , 

3 0P =  è 1 0P = , 2 0P = , 3 0P ≠ .  
Íèæå âûïèøåì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé 

è òåìïåðàòóðû: 
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(3) 2 2 (1)
3 1 0

1

( 1) ( )j
j j

j

g H r
=

= µβ − γ − µ µ∑ ( ) , (7) 

Âåëè÷èíû ( ) , , 1,2, 3k
ng n k = , îïðåäåëÿþò ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíûõ 

ðåøåíèé äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè. 

3. Ïëàñòèíêà ñ îòâåðñòèåì. Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííóþ ïëàñòèíêó, 
îñëàáëåííóþ îòâåðñòèåì äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî êîíòóðà Γ . Ïóñòü íà êîíòóðå 
îòâåðñòèÿ çàäàíû ìåõàíè÷åñêèå óñèëèÿ è òåïëîâîé ïîòîê. 

Óñëîâèÿ íà êîíòóðå îòâåðñòèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïëåêñíûõ ãðàíè÷-
íûõ ðàâåíñòâ 

 2
1 2 1 22 ( )i i

n nS e S e X iXψ ψ− = − , 

 2
1 2 1 22 ( )i i

n nS e S e X iX− ψ − ψ− = + , 

 3
T

U
n Γ

Γ

∂
− λ = Φ

∂
, 

 1 11 22 2 22 11 12 2 22 11 12,    2 ,    2S S S S S S iS S S S iS= + = − + = − − , (8) 

ãäå 1nX , 2nX  – êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà 

ãðàíè÷íîé ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ n ; ψ  – óãîë ìåæäó âíåøíåé íîðìàëüþ ê 

êîíòóðó Γ  è îñüþ 1Ox ; Φ  – òåïëîâîé ïîòîê. 
Ââåäåì èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è òåìïåðà-

òóðû â âèäå ñâåðòêè: 

 
3

( )

1

( ) ( ) ( , ) ,       1,2,3m
k m k

m

U z Z g z ds k
=Γ

= ζ ζ =∑∫ , (9) 

 1 2 1 2,               z x ix i= + ζ = ξ + ξ ∈ Γ , 

ãäå ÿäðà ( )m
kg  îïðåäåëåíû â (7). 
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Ïîäñòàíîâêà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé êîìáèíàöèé íàïðÿæåíèé (8) â ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ (ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (9)) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ñèíãóëÿð-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà: 

 
3

0 0 0
1

4 ( ) ( ) ( , ) ( ),         1,2,3p m pm p
m

iW W ds F p
=Γ

± ζ + ζ ζ ζ = ζ =∑∫ K , 

 1 1 2
i iZ W e W eψ − ψ= + , 2 1 2

i iiZ W e W eψ − ψ= − , 3 3TZ Wµα = , 

 1 0 0( ) (1 )( )( )F N iTζ = µ + ζ , 2 0 0( ) (1 )( )( )F N iTζ = µ − ζ , 

 3 0 0( ) 2 ( )TF ζ = − α Φ ζ , 0ζ ∈ Γ , 

 0 0
2

( 2 )(1) 2
11 0 2 1 2 0 0

1

( , ) ( ) ( 1)i j
j j j j

j

H r e a d bα +ψ− ψ

=

ζ ζ = − γ γ − − µ σ µ +∑K [ (  

 0 0 0( ) ( 2 )2 (1)
1 0( )i i

j j j je d b e H rψ −α α +ψ− ψ∗+ α + µ µ]) , 

 0 0
2

(3 2 ) 3
12 0 0 3 0

0

( , ) ( 1) ( )i j
j j j j

j

a e d b H rα − ψ −ψ ∗

=

ζ ζ = − µ µ −∑K  

 0
2

( ) 2 (1)
0 1 0

1

( 1) ( )i j
j j j j j

j

a e d b H rα −ψ ∗

=

− σ − µ µ + α µ∑ ( ) , 

 0 0
2

2 ( ) 2 (1) 2 2 (1)
13 0 2 0 2 0 0

1

1( , ) ( 1) ( ) ( )
1

ij
j j j j

j

e H r H rα −ψ

=

+ νζ ζ = β − µ µ − γ − µ µ
− ν ∑K [ ]( ) , 

 0 0
2

()2 3 3
21 0 0 3 0

0

( , ) ( 1) ( )i j
j j j j

j

a e d b H rψ +ψ − α ∗

=

ζ ζ = − µ µ −∑K  

 0
2

( ) 2 (1)
0 1 0

1

( 1) ( )i j
j j j j j

j

a e d b H r−α +ψ ∗

=

− σ − µ µ + α µ∑ ( ) , 

 0 0
2

(2 )(1) 2
22 0 2 1 2 0 0

1

( , ) ( ) ( 1)i j
j j j j

j

H r e a d bψ −α −ψ

=

ζ ζ = − γ γ − − µ σ µ +∑K [ (  

 0 0 0( ) (2 )2 (1)
1 0( )i i

j j j je d b e H rα −ψ ψ −α −ψ∗+ α + µ µ]) , 

 0 0
2

2 ( ) 2 (1) 2 2 (1)
23 0 2 0 2 0 0

1

1( , ) ( 1) ( ) ( )
1

ij
j j j j

j

e H r H rψ −α

=

+ νζ ζ = β − µ µ − γ − µ µ
− ν ∑K [ ]( ) , 

 0 0
2

( 2 )2 2 (1)
31 0 0 0 2 0

1

( , ) ( 1) ( )ij
T j j

j

iE T a e H rψ +ψ − α

=

ζ ζ = σ α ω − µ µ −∑K [  

 0( ) (1)
0 0( )i

je H rψ −ψ− µ ] , 

 0 0
2

(2 )2 2 (1)
32 0 0 0 2 0

1

( , ) ( 1) ( )ij
T j j

j

iE T a e H rα −ψ−ψ

=

ζ ζ = σ α ω − µ µ −∑K [  

 0( ) (1)
0 0( )i

je H rψ −ψ− µ ] , 

 
2

2 2 (1)
33 0 1 1 0 0 02 2

11 2

2( , ) ( 1) ( ) cos ( )j
j j j

j

H r
=

ζ ζ = − − µ γ − µ µ α − ψ
µ − µ

∑K ( ) , 

 (1)
3 3 0 03

2 (1 ) ,     ( ) 16 ( ),     Arg ( )T
ii m H x H x
x

∗ ∗α = + ν α ω = + α = ζ − ζ
π

, 
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ãäå N  è T  – íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå óñèëèÿ, çàäàííûå íà êîíòóðå îò-
âåðñòèÿ Γ ; E  – ìîäóëü Þíãà. Çäåñü âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåí-
íåé çàäà÷å (êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü), íèæíèé – âíåøíåé çàäà÷å (íå-
îãðàíè÷åííàÿ ñðåäà ñ îòâåðñòèåì). 

Àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ Sθθ  è òåìïåðàòóðû 3U  íà îñíîâàíèè ïðåä-

ñòàâëåíèé (9) áóäóò èìåòü âèä 

 1 1 0 2 02 ( ) ( )
(1 )

iS S N W W± ±
θθ

= − = µσ ± ζ + ζ + − ν σ
[ ]{ } { }  

 
3

0
1

( ) ( , )m m
m

W R ds N
=Γ

+ ζ ζ ζ −


∑∫ , 

 
3

( )
3 3 0

1

( ) ( , )m
m

m

U W R ds±

=Γ

= ζ ζ ζ∑∫{ }  

ãäå 

 0
2

( ) 2 (1)
1 0 0 1 0

1

( , ) ( 1) ( )i j
j j j j j

j

R e a d b H rψ −α ∗

=

ζ ζ = − − µ µ + α µ∑ ( ) , 

 0
2

( ) 2 (1)
1 0 0 1 0

1

( , ) ( 1) ( )i j
j j j j j

j

R e a d b H rα −ψ ∗

=

ζ ζ = − − µ µ + α µ∑ ( ) , 

 
2

2 2 (1)
3 0 2 0 0

1

(1 )
( , ) ( 1) ( )

(1 )
j

j j
j

R H r
=

β + νζ ζ = − − γ − µ µ
σ − ν ∑ ( ) , 

 0
2

( )(1) (1)
3 0 0 1 0

1

( , ) ( 1) ( )i j
j j

j

R i ma e H rψ −α

=

ζ ζ = ω − µ µ∑ , 

 0
2

( )(2) (1)
3 0 0 1 0

1

( , ) ( 1) ( )i j
j j

j

R i ma e H rα −ψ

=

ζ ζ = ω − µ µ∑ , 

 
2

(3) 2 2 (1)
3 0 1 0 0

1

( , ) ( 1) ( )j
j j

T j

R H r
=

βζ ζ = − γ − µ µ
α ∑ ( ) . 

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è èõ îáñóæäåíèå. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè 
ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà áûë ïðèâëå÷åí ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. 

Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü äëÿ êðóãîâîãî, ýëëèïòè÷åñêîãî è êâàäðàòíîãî 
êîíòóðîâ ñ òàêèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî: 

 iRe ϕζ = ,  1 2cos sinR R iζ = ϕ + ϕ , 30.14036i iR e eϕ − ϕζ = +( ) , 

ãäå 4
2 10R R −= = ì, 4

1 2 10R −= ⋅ ì, 0 2≤ ϕ ≤ π . 
Íà ïðåäñòàâëåííûõ ðèñóíêàõ òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âçÿ-

òû äëÿ ïîëèâèíèëáóòèðàëÿ, ïîëèñòèðîëà è àëþìèíèÿ (òàáë. 1). 

Таблица 1. Термодинамические характеристики материалов при 0 293T = K [4, 8] 

Ìàòåðèàë 
1010E −⋅ , 

Í/ì2 

cε , 

Äæ/(êã⋅K) 

310−ρ ⋅ , 

êã/ì3 
ν  

610Tα ⋅ , 

K−1 

Tλ , 

Äæ/(ì⋅ñ⋅K) 

Àëþìèíèé 7.0 861 2.70 0.34 26 207 
Ïîëèñòèðîë 0.255 1077 1.04 0.30 70 0.16 
Ïîëèâèíèëáóòèðàëü 0.275 1077 1.07 0.40 230 0.16 
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Íà ðèñ. 1–3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû îêðóæíîãî 
íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ Sθθ  â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî âîëíîâîãî 

÷èñëà 2rγ  äëÿ ïëàñòèíêè ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì ñîîòâåòñòâåííî èç ïîëè-
âèíèëáóòèðàëÿ, ïîëèñòèðîëà è àëþìèíèÿ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò 
ñëó÷àþ ñâÿçàííîñòè ïîëåé äåôîðìàöèè è òåìïåðàòóðû (êîýôôèöèåíò ñâÿç-
íîñòè 0δ > ), øòðèõîâàÿ – îòñóòñòâèþ ñâÿçàííîñòè ( 0δ = ). Íà êîíòóðå îò-
âåðñòèÿ çàäàíû íîðìàëüíîå óñèëèå 1N =  Í/ì2 è íóëåâîé òåïëîâîé ïîòîê 

0Φ =  Í/ì2. 

Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ Sθθ  ïî 2rγ  äëÿ ïëàñ-

òèíêè ñ ýëëèïòè÷åñêèì è «êâàäðàòíûì» îòâåðñòèÿìè ñîîòâåòñòâåííî, ó÷è-
òûâàÿ ñâÿçàííîñòü òåðìîóïðóãèõ ïîëåé. Êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, 
êîãäà íà êîíòóðå îòâåðñòèÿ çàäàíû íîðìàëüíîå óñèëèå 1N = Í/ì2 è íóëå-
âîé òåïëîâîé ïîòîê 0Φ = Í/ì2. Ñïëîøíàÿ, øòðèõîâàÿ è ïóíêòèðíàÿ ëèíèè 
ñîîòâåòñòâóþò ïëàñòèíêàì èç ïîëèñòèðîëà, ïîëèâèíèëáóòèðàëÿ è àëþìè-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî. 
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Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ Sθθ  äëÿ àëþìèíèåâîé ïëàñ-

òèíêè ñ îòâåðñòèåì ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 6. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò 
êðóãîâîìó, øòðèõîâàÿ – ýëëèïòè÷åñêîìó, à ïóíêòèðíàÿ – «êâàäðàòíîìó» 
îòâåðñòèÿì. Íà êîíòóðå îòâåðñòèÿ çàäàíû íîðìàëüíîå óñèëèå 1N =  Í/ì2 è 
òåïëîâîé ïîòîê 1Φ =  Í/ì2. 

Íà ðèñ. 1–3 âèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ íåñâÿçàííîé è ñâÿçàííîé çàäà÷ òåðìî-
óïðóãîñòè íå ñîâïàäàþò. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ íèçêèì êîýôôè-
öèåíòîì ñâÿçíîñòè (ïîëèñòèðîë, àëþìèíèé, ó êîòîðûõ δ  íà ïîðÿäîê ìåíü-
øå, ÷åì ó ïîëèâèíèëáóòèðàëÿ) êðèâûå ñîâìåùàþòñÿ. Íà ïðèìåðå ïîëèâè-
íèëáóòèðàëÿ (ðèñ. 1) î÷åâèäíî âëèÿíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé äåôîðìàöèé 
è òåìïåðàòóð, ïðèâîäÿùåå ê èçìåíåíèþ âîëíîâîãî ïðîöåññà. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíîñòü ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì ñâÿçàííîñòè 
çàâèñèò íå òîëüêî îò âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèÿ 1δ  , ÷òî íàãëÿäíî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2 (ïîëèñòèðîë, 0.0155δ = ). Ïîýòîìó ñòðîãîå îãðàíè-
÷åíèå êëàññà çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî óïðîñòèòü ñâÿçàííûå äèíàìè÷åñ-
êèå çàäà÷è, íå âñåãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. 
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ПЛОСКА ЗАДАЧА ЗВ’ЯЗАНОЇ ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПЛАСТИН З ОТВОРАМИ 
 
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîâèì³ðíèõ âíóòð³øí³õ ³ çîâí³øí³õ ãðàíè÷-
íèõ çàäà÷ çâ’ÿçàíî¿ òåðìîïðóæíîñò³, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîáóäîâàíèõ ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçêàõ â³äïîâ³äíèõ ð³âíÿíü. 
 
PLANE PROBLEM OF COUPLED THERMOELASTICITY FOR PLATES WITH HOLES 
 
The method for solution of two-dimensional inner and outer boundary problems of 
coupled thermoelasticity is proposed. It is based on the constructed fundamental solu-
tions of the corresponding equations. 
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