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ÓÄÊ 539.3 
 
В. Л. Богданов 
 

ОБ ИССЛЕДОВАНИИ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ 
ЛИНЕАРИЗИРОВАННОЙ МЕХАНИКИ РАЗРУШЕНИЯ ДЛЯ ТЕЛА 
С ДВУМЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ТРЕЩИНАМИ 
 

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ äèñêîîáðàçíûõ òðåùèí â áåñêîíå÷íîì ìàòå-
ðèàëå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äâóõ íåêëàññè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ – 
ðàçðóøåíèÿ òåëà ñ íà÷àëüíûìè (îñòàòî÷íûìè) íàïðÿæåíèÿìè è ðàçðóøå-
íèÿ ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè âäîëü òðåùèí. Â ðàìêàõ òðåõìåðíîé ëèíåàðè-
çèðîâàííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà âûïîëíåíà ïîñòàíîâêà 
çàäà÷ è ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëü-
ìà âòîðîãî ðîäà. Ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íà-
ïðÿæåíèé äëÿ ñëó÷àÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà.  

 
1. Ââåäåíèå. Çàäà÷è ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ íà÷àëüíûìè 

(îñòàòî÷íûìè) íàïðÿæåíèÿìè, äåéñòâóþùèìè âäîëü ïîâåðõíîñòåé òðåùèí, 
è çàäà÷è î ñæàòèè òåë âäîëü òðåùèí ïî òåðìèíîëîãèè [3, 4] îòíîñÿòñÿ ê íå-
êëàññè÷åñêèì ïðîáëåìàì ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, ïîñêîëüêó èõ íåëüçÿ àäåê-
âàòíî îïèñàòü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ìåõàíèêè òðåùèí. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì, ÷òî èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå íàãðóçêè, íàïðàâëåííûå ïàðàëëåëüíî 
ïëîñêîñòÿì òðåùèí, íå âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâ-
íîñòè íàïðÿæåíèé è âåëè÷èí ðàñêðûòèÿ òðåùèí è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ó÷è-
òûâàþòñÿ â êëàññè÷åñêèõ êðèòåðèÿõ ðàçðóøåíèÿ. 
 Â ðàáîòàõ [3, 4, 7, 8] äëÿ èññëåäîâàíèÿ óêàçàííûõ êëàññîâ çàäà÷ áûëè 
ïðåäëîæåíû ïîäõîäû â ðàìêàõ òðåõìåðíîé ëèíåàðèçèðîâàííîé ìåõàíèêè 
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì ñôîðìóëèðîâàííûé â óêàçàííûõ 
ðàáîòàõ êðèòåðèé õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿ-
æåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ Ãðèôôèòñà – Èð-
âèíà, à ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîáëåìå î ñæàòèè ìàòåðèàëîâ âäîëü òðåùèí â 
êà÷åñòâå ìåõàíèçìà ðàçðóøåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ïîòåðÿ óñòîé-
÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè òðåùèí.  
 Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííûõ ïîäõîäîâ ïîëó÷å-
íû ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ (ïðå-
èìóùåñòâåííî äëÿ èçîëèðîâàííûõ òðåùèí â áåñêîíå÷íîì ìàòåðèàëå), êî-
òîðûå îáíàðóæèëè íîâûå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì 
íàïðÿæåíèé, äåéñòâóþùèõ âäîëü òðåùèí [1–4, 6, 10]. 
 Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ êðóãîâûõ òðåùèí â 
áåñêîíå÷íîì ìàòåðèàëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçèðîâàííûõ ñîîòíîøåíèé 
âûïîëíåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷ äëÿ äâóõ ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ: ðàçðóøå-
íèÿ ìàòåðèàëîâ ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè, íàïðàâëåííûìè ïàðàëëåëüíî 
ñîäåðæàùèì òðåùèíû ïëîñêîñòÿì, è ðàçðóøåíèÿ ïðè ñæàòèè òåë âäîëü 
òðåùèí. Çàäà÷è ñâåäåíû ê ïàðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, à çàòåì ê 
ðàçðåøàþùèì ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðî-
äà. Äëÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-
åíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è áóäåì ïðîèçâîäèòü â ëàã-
ðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ iy , 1,2,3j = , êîòîðûå â íà÷àëüíîì (äîêðèòè÷åñêîì) 
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ñîâïàäàþò ñ äåêàðòîâûìè. Êðîìå 

òîãî, áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: 0
ijS  – êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷-

íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé, îòíåñåííûå ê åäèíèöå ïëîùàäè òåëà â íåäåôîð-

ìèðîâàííîì (åñòåñòâåííîì) ñîñòîÿíèè; 0
ju  – êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìå-

ùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûì íàïðÿæåíèÿì 0
ijS ; ijQ′  – êîìïîíåíòû 
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íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé, êîòîðûå îòíåñåíû ê åäèíèöå ïëî-
ùàäè òåëà â íà÷àëüíîì (äîêðèòè÷åñêîì) ñîñòîÿíèè. 

Ðàññìîòðèì äâå äèñêîîáðàçíûå òðåùèíû îäèíàêîâîãî ðàäèóñà a , ðàñ-
ïîëîæåííûå â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ 3 0y =  è 3 2y h= −  ñ öåíòðàìè íà 

îñè 3Oy . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ìàòåðèàëå ðåàëèçóåòñÿ îäíîðîäíîå íà-
÷àëüíîå (äîêðèòè÷åñêîå) íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå 
õàðàêòåðèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 

 0 0 0
33 11 220,     constS S S= = = ,  

 0 1 1
1 2( 1) ,      const,      m m m m ju y− −= λ λ − λ = λ = λ , (1) 

ãäå jλ  – êîýôôèöèåíòû óäëèíåíèÿ (óêîðî÷åíèÿ) âäîëü êîîðäèíàòíûõ 

îñåé jy . 

Â ðàáîòàõ [3, 4] äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (1) ïî-
ñòðîåíû ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé 
ðàâíîâåñèÿ ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêèå ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè; ïðè ýòîì âèä 
ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé çàâèñèò îò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. 
Òàê, â ñëó÷àå íåðàâíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ óêàçàííûå 
ïðåñòàâëåíèÿ â êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò   3( , , )r yθ , 

ïîëó÷àåìîé èç äåêàðòîâîé   1 2 3( , , )y y y , äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è èìåþò 
âèä [3] 
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∂
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∂ ∂
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Äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååì ñëå-
äóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ: 

 1r
Fu z

r r
∂ϕ ∂= − −
∂ ∂

,    1 2 1 1
3 1

11 1 1

1m m m m Fu F z
zn n n

− + ∂= − Φ −
∂

, 

 
2

33 44 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2
1 1 1

( ) F FQ C d l d l d l d l z
z z z

∂ ∂Φ ∂ ′ = − − − ∂ ∂ ∂
, 

 
2

1 1
3 44 1 2 1

1 11 1

1 ( ) ,     r

d z FQ C d d F d
r r z zn n

∂ϕ ∂ ∂′ = − − Φ − Φ ≡ ∂ ∂ ∂ ∂ 
[ ] . (3) 

Âåëè÷èíû 44 , , , , , 1, 2i i i iC n m l d i = , îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì ìîäåëè ìà-
òåðèàëà [3, 4], à âõîäÿùèå â ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé (2), (3) ôóíêöèè 

1ϕ , 2ϕ , ϕ , F , Φ  ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. 
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñîîñíûõ äèñêîîáðàçíûõ 

òðåùèí ïðè äâóõîñíîì ðàâíîìåðíîì íàãðóæåíèè âäîëü ïëîñêîñòåé ýòèõ 
òðåùèí èìååò ìåñòî ñèììåòðèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé è ñèëîâîé ñõåì çàäà÷è îò-
íîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 3y h= − . Ïîýòîìó èñõîäíàÿ çàäà÷à äëÿ ïðîñòðàíñòâà 
ñ äâóìÿ òðåùèíàìè ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à äëÿ ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà ñ îäíîé òðåùèíîé. Ðàññìàòðèâàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåðõíåå 
ïîëóïðîñòðàíñòâî 3y h≥ − , èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áå-
ðåãàõ òðåùèíû: 
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– äëÿ çàäà÷è î òðåùèíå íîðìàëüíîãî îòðûâà â ìàòåðèàëå ñ íà÷àëü-
íûìè íàïðÿæåíèÿìè 

 33 ( )Q r′ = − σ , 3 0rQ′ = ,  3 0y = ± ,  0 r a≤ ≤ ; (4) 

– äëÿ çàäà÷è î ñæàòèè ìàòåðèàëà âäîëü òðåùèíû 

 33 0Q′ = ,   3 0rQ′ = , 3 0y = ± ,   0 r a≤ ≤ . (5) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä 

 3 0u = ,  3 0rQ′ = ,  3 ,y h= −  0 r≤ < ∞ . (6) 

Óñëîâíî ðàçîáüåì ïîëóïðîñòðàíñòâî 3y h≥ −  íà äâå îáëàñòè: ïîëóïðîñ-

òðàíñòâî 3 0y ≥  è ñëîé 3 0h y− ≤ ≤ , îáîçíà÷èâ ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåëè-
÷èíû èíäåêñàìè «1» è «2». Íà ãðàíèöå óêàçàííûõ îáëàñòåé âíå òðåùèíû 
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ åñòåñòâåííûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è 
íàïðÿæåíèé: 

              

(1) (2) (1) (2)
3 3 , r ru u u u= = ,  3 0,y a r= < < ∞ ; (7) 

 (1) (2) (1) (2)
33 33 3 3,   r rQ Q Q Q′ ′ ′ ′= = , 3 0,   y a r= < < ∞ . (8) 

Ó÷èòûâàÿ ñîâìåñòíî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4)–(6) è óñëîâèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè (7), (8), ïîëó÷àåì ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è â âèäå 

– äëÿ çàäà÷è î ìàòåðèàëå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè: 

 (2)
3 0u = ,  (2)

3 0rQ′ = , 3 ,   0y h r= − ≤ < ∞ ,  (9) 

 (1) (2)
3 3 ,u u=  (1) (2)

r ru u= , 3 0,     y a r= < < ∞ ,  (10) 

 (1) (2)
33 33 ,Q Q′ ′=  (1) (2)

3 3r rQ Q′ ′= , 3 0,     0y r= ≤ < ∞ ,  (11) 

 (2)
33 ( )Q r′ = −σ ,  (2)

3 0rQ′ = , 3 0,     0y r a= ≤ ≤ ;  (12) 

– äëÿ çàäà÷è î ñæàòèè ìàòåðèàëà âäîëü òðåùèíû: 

 (2)
33 0Q′ = ,  (2)

3 0rQ′ = , 3 0,     0y r a= ≤ ≤ . (13) 

3. Ïàðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äàëåå äåòàëüíûå âûêëàäêè áóäåì ïðèâîäèòü äëÿ ñëó-
÷àÿ íåðàâíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷è î ðàçðó-
øåíèè ìàòåðèàëà ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè; äëÿ ïåðåõîäà ê ñîîòâåòñò-
âóþùèì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ çàäà÷è î ñæàòèè òåëà âäîëü òðåùèíû äîñòàòî÷-
íî áóäåò ïîëîæèòü 0σ ≡ . 

Âûðàçèì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ôèãóðèðóþùèå â ïðåäñòàâëåíèÿõ 
îáùèõ ðåøåíèé (2), â êàæäîé èç îáëàñòåé «1» è «2» â âèäå èíòåãðàëüíûõ 
ðàçëîæåíèé Õàíêåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà ïî êîîðäèíàòå r : 

1(1)
1 1 0

0

( , ) ( ) ( )z dr z A e J r
∞

−λ λϕ = λ λ
λ∫ , 2(1)

2 2 0
0

( , ) ( ) ( )z dr z B e J r
∞

−λ λϕ = λ λ
λ∫ ,  

(2)
1 1 1 1 1 2 1 1 0

10

( , ) ( ) ch ( ) ( ) sh ( ) ( )
sh

r z C z h C z h J r
h

∞
∂λϕ = λ λ + + λ λ + λ

λ λ∫ [ ] , 

(2)
2 2 1 2 2 2 2 2 0

20

( , ) ( ) ch ( ) ( ) sh ( ) ( )
sh

r z D z h D z h J r
h

∞
∂λϕ = λ λ + + λ λ + λ

λ λ∫ [ ] , (14) 

ãäå ,  1,2i ih h n i= = .  
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Óñëîâèÿ (9), (11), çàäàííûå íà âñåé îáëàñòè 3 consty = , ïîçâîëÿþò âû-

ðàçèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ( )A λ , ( )B λ , 2 ( )C λ , 2( )D λ  ÷åðåç ôóíêöèè 

1( ),C λ  1( )D λ : 

 2 1 2 2 1
1 1 2 1

2 1 1 2
( ) 1 cth ( ) (1 cth ) ( )

k k d l k
A C D

k k d l k
 λ = + µ λ + + µ λ 
 

, 

 1 1 1 2
1 1 2 1

2 2 1
( ) (1 cth ) ( ) 1 cth ( )

d l k k
B C D

d l k k
 λ = − + µ λ − + µ λ 
 

, 

 2 2( ) 0,          ( ) 0C Dλ = λ = , (15) 

ãäå 1 1 2k l n= ,  2 2 1k l n= ,  1 2k k k= − ,  i ihµ = λ , 1, 2i = . 

Èç óñëîâèé (10), (12) ïîëó÷àåì ñèñòåìó ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé: 

 1 1 1 1 2 2 2 1 0
440

( )
cth ( ) cth ( ) ( ) ,

r
d l C d l D J r d r a

C

∞
σµ λ + µ λ λ λ λ = − ≤∫ [ ] , 

 ( )1 2
1 1 1

1 20

( ) ( ) 0,            
d d

C D J r d r a
n n

∞
 λ + λ λ λ λ = ≤  ∫ , 

 1 0 2 1
0 0

( ) 0,            ( ) 0,          X J r d X J r d r a
∞ ∞

λ λ = λ λ = >∫ ∫ , (16) 

ãäå 

  1 1
1 1 1 2 1

2 2
(1 cth ) ( ) (1 cth ) ( )

d l
X C D

d l
≡ + µ λ + + µ λ , 

 11
2 1 1 2 1

2 2

(1 cth ) ( ) (1 cth ) ( )
nd

X C D
d n

≡ + µ λ + + µ λ . (17) 

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ïàðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (16) ìåòîäîì 
ïîäñòàíîâêè [5]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì áóäåì âûáèðàòü ðåøåíèå â âèäå, êî-
òîðûé ïîçâîëÿåò òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðèòü äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ â 
(16), à èìåííî: 

 1
0

( ) sin
a

X t t dt= ϕ λ∫ , 2 3/2
0

( ) ( )
2

a

X t t J t dtπλ= ψ λ∫ , (18) 

ãäå ( ),  ( )t tϕ ψ  – íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïåð-

âûìè ïðîèçâîäíûìè íà èíòåðâàëå 0,a[ ] .  
Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ 1 1,C D , âûðàæåííûå ÷åðåç ôóíêöèè 1 2,X X  ñ ó÷å-

òîì (17), â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (16), ïîëó÷èì 

 1
1 2 0

44 2 20

( )1 ( ) ( ) ( ) ,      
2 2

k r
M X F X J r d r a

k C d l

∞
σ  + λ − λ λ λ λ = − ≤    ∫ , 

 ( )2
1 2 1

0

1( ) ( ) 0,        
2 2
k

F X L X J r d r a
k

∞
  λ − − λ λ λ λ = ≤    ∫ , (19) 

ãäå 1 2 1 22 2 2 2
1 2 2 1

1 1( ) ,        ( )
2 2

M k e k e L k e k e
k k

− µ − µ − µ − µλ = − λ = − −( ) ( ) ,  

1 22 2( )F e e− µ − µλ = − . 
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ r a<  âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 

 1 0 2 2
0 0

1( ) ( ) ( )
r

d dtX J r d t t
r dr r t

∞

λ λ λ λ = ϕ
−

∫ ∫ , 

 2 1 2 2
0 0

1( ) ( ) ( )
r

d dtX J r d t t
r dt r t

∞

λ λ λ λ = ψ
−

∫ ∫ [ ] , 

èç (19) ìîæåì ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ  

 1 12 2
0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

r
dtt t r M X J r d

r t

∞

ϕ = − λ λ λ λ +
−

∫ ∫  

 1
2 1

44 2 20 0

( )
( ) ( ) ( )

2

rk
r F X J r d d

k C d l

∞ σ ρ+ λ λ λ λ − ρ ρ∫ ∫ , 

 2 12 2
0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

r
d dtt t r L X J r d
dt r t

∞

ψ = λ λ λ λ +
−

∫ ∫[ ]  

 2
1 1

0

( ) ( ) ( )
2
k

r F X J r d
k

∞

+ λ λ λ λ∫ . (20) 

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó sint r= θ  è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî óðàâ-
íåíèå Øëåìèëüõà âèäà  

  

/2

0

( sin ) ( )f r d N r
π

θ θ =∫ ,   0 r a≤ ≤ , 

èìååò ðåøåíèå [5] 

 
/2

0

2( ) (0) ( sin ) ,       0f x N x N x d x a
π

 ′= + θ θ ≤ ≤ π  
∫ ,  

èç (20) ïîëó÷àåì ñèñòåìó äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðî-
ãî ðîäà, êîòîðûå â îáåçðàçìåðåííîé ôîðìå èìåþò âèä 

 
/21 1

11 12
0 0 0

2 2 4( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( sin )kf f d g d k s d
π

ξ + η ξ η η + η ξ η η = ξ θ θ
π π π∫ ∫ ∫K K , 

 
1 1

21 22
0 0

2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0kg f d g dξ + η ξ η η + η ξ η η =
π π∫ ∫K K , (21) 

ãäå  

 1( ) ( ),f a
a

ξ ≡ ϕ ξ    1( ) ( )dg a
a d

ξ ≡ ξψ ξ
ξ

[ ] ,   
44 2 2

( )
( )

t
s

C d l
ξ ξξ ≡ − ,   ( ) ( )t aξ ≡ σ ξ . 

ßäðà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (21) èìåþò âèä 

 11 1 1 1 2 1 2( , ) (2 , ) (2 , )k I k Iξ η = β η − β ηK , 

 1
12 1 0 1 0 2 0 1 0 2( , ) (2 ,1) (2 ,1) (2 , ) (2 , )k I I I I−ξ η = β − β − η β η − β ηK [ ] [ ]{ } , 

 21 2 2 1 2 2( , ) (2 , ) (2 , )k I Iξ η = ξ β η − β ηK [ ] , 

 22 2 1 1 1 1 2( , ) (2 ,1) (2 ,1)k I k Iξ η = −ξ β − β −K [ ]{  

 1
2 1 1 1 1 1(2 , ) (2 , )k I k I−− η β η − β η[ ]} . (22) 
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 Â âûðàæåíèÿõ äëÿ ÿäåð (22) ââåäåíû òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: 

 
2 2

0 2 2

( ) 11 1( , ) ln ln
4 4 1( )

I
β + ξ + η ζ +β η = =

ζ −β + ξ − η
,  

 1 2
( , )

2 ( 1)
I

β
β η =

ξη ζ −
, 

 2 1 1
1( , ) ( , ) 4 ( , )I I I β η = β η ζ β η −  β

, 

ãäå 
2 2 2

1
1

,  ,  
2

h
a n

β + ξ + η β
ζ = β = β =

ξη
. 

Äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è î ñæàòèè ìàòåðèàëà âäîëü òðåùèí ðàçðåøàþùàÿ 
ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà èìååò âèä: 

 
1 1

11 12
0 0

2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0kf f d g dξ + η ξ η η + η ξ η η =
π π∫ ∫K K , 

 
1 1

21 22
0 0

2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0kg f d g dξ + η ξ η η + η ξ η η =
π π∫ ∫K K , (23) 

ãäå ÿäðà îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë (22). 
 Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ ëèíåàðèçèðîâàííàÿ çàäà÷à î ñæàòèè áåñêî-
íå÷íîãî ìàòåðèàëà ñ äâóìÿ êðóãîâûìè ïàðàëëåëüíûìè òðåùèíàìè ñâåäåíà 
ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà íà÷àëüíîãî óêî-
ðî÷åíèÿ 1 1λ <  äëÿ ñèñòåìû îäíîðîäíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (23) (ïðè 

ýòîì ïàðàìåòð 1λ  ñëîæíûì íåëèíåéíûì îáðàçîì âõîäèò â ÿäðà èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé).  

 4. Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèÿ (2), (14), (17) è (18), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé â ïëîñêîñòè òðåùèíû: 

 (2)
33 44 2 2 0

0 0

1( ,0) ( ) sin ( )
2

a

Q r C d l t dt tJ r d
∞′ = ϕ λ λ λ λ +


∫ ∫  

 1 22 2
1 2 0

0 0

1 ( ) sin ( )
a

t dt k e k e tJ r d
k

∞
− µ − µ+ ϕ − λ λ λ λ +∫ ∫ ( )  

 1 22 21
0

0 0

sin sin( ) ( )
ak d a tt t dt e e J r d

k dt a t

∞
− µ − µ λ λ + ψ − − λ λ    

∫ ∫ ( )[ ] , (24) 

 (2) 2
3 44 3/2 0

2 0 0

1( ,0) ( ) sin ( ) ( )
2 2

a

r

d
Q r C t t dt tJ t J r d

n

∞ πλ′ = − ψ λ λ λ λ λ +


∫ ∫  

 2 12 2
2 1 3/2 1

0 0

1 ( ) ( ) ( )
2

a

t t dt k e k e J t J r d
k

∞
− µ − µπλ+ ψ − λ λ λ λ +∫ ∫ ( )  

 1 22 22
1

0 0

( ) sin ( )
ak

t dt e e t J r d
k

∞
− µ − µ 

+ ϕ − λ λ λ λ


∫ ∫ ( ) . (25) 

Àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ [9] áóäåì îïðåäåëÿòü êîýôôèöèåí-
òû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé êàê êîýôôèöèåíòû ïðè îñîáåííîñòÿõ â êîì-
ïîíåíòàõ íàïðÿæåíèé âîçëå êðàÿ òðåùèíû:  
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1/2

33lim 2 ( ) ( ,0)I
r a

K r a Q r
−

→+
′= π −[ ] , 

 
1/2

3lim 2 ( ) ( ,0)II r
r a

K r a Q r
−

→+
′= π −[ ] . (26) 

Èç àíàëèçà âûðàæåíèé (24), (25) ñëåäóåò, ÷òî ïðè r a→ +   

 (2)
33 44 2 2 2 2

( )1( ,0)
2

a
Q r C d l

r a

ϕ′ −
−

 , 

 (2) 2
3 44 2 2

2

( )1( ,0)
2r

d a a
Q r C

n r r a

ψ′
−

 , 

ò. å. ïîðÿäîê îñîáåííîñòè â ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé âîçëå êðàÿ òðåùè-
íû íîðìàëüíîãî îòðûâà â òåëå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ñîâïàäàåò ñ 
ïîðÿäêîì îñîáåííîñòè, ïîëó÷åííûì ïðè èññëåäîâàíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â 
ëèíåéíîé ìåõàíèêè õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ [9]. 

Òîãäà èç (26) ïîëó÷àåì 

 44 2 2
1 ( )
2IK C d l a

a
π= − ϕ ,   (27) 

 2
44

2

1 ( )
2II

d
K C a

an
π= ψ .  (28) 

Ïåðåõîäÿ â (27), (28) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ôóíêöèÿì, ïîëó-
÷àåì 

 44 2 2
1 (1)
2IK C d l a f= − π ,  (29) 

 
1

2
44

2 0

1 ( )
2II

d
K C a g d

n
= π η η∫ , (30) 

ãäå ôóíêöèè f è g îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 
Ôðåäãîëüìà (21).  

Èç ñîîòíîøåíèé (29), (30) ñëåäóåò, ÷òî âçàèìîâëèÿíèå ïàðàëëåëüíûõ 
òðåùèí ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà IIK  

îòëè÷åí îò íóëÿ (äëÿ îäíîé èçîëèðîâàííîé òðåùèíû â ïðîñòðàíñòâå IIK =  

0=  [3]). Êðîìå òîãî, îáà êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé IK  è 

IIK  çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé 0 0
11 22S S=  (èëè óäëèíåíèé 1 2λ = λ ), 

à òàêæå îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè 2h (èëè 2β ), ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ 

( )f ξ  è ( )g ξ  óðàâíåíèé (21) çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ýòèõ ïàðàìåòðîâ. 

5. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí. Ðàññìîòðèì ïðåäåëü-
íûé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñòðåìèò-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Èç âûðàæåíèé äëÿ ÿäåð èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (22) 
ñëåäóåò, ÷òî ïðè h → ∞  (β → ∞ ) âñå ÿäðà â ïðåäåëå îáðàùàþòñÿ â íóëü:  

 lim ( , ) 0,            , 1,2ij i j
β→∞

ξ η = =K . (31) 

Òîãäà èç óðàâíåíèé (21) ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèé f , g : 

 
/2

0

4lim ( ) ( ) ( sin )f f s d
π

∞

β→∞
ξ ≡ ξ = ξ θ θ

π ∫ ,   

 lim ( ) ( ) 0g g∞

β→∞
ξ ≡ ξ = . (32) 
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Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (32) â ïðåäñòàâëåíèÿ (29), (30), ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé äëÿ ïðåäåëü-
íîãî ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèí ïðè β → ∞ : 

 
1

2 2 2
0 0

22 ( ) ( )
1

a

I
da dtK t t t

a a t

∞ η= η η = σ
π π− η −

∫ ∫ , 

 0IIK∞ = , (33) 

êîòîðûå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò (ïðè ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ) ñî çíà÷åíèÿìè 
êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûìè â çàäà÷å îá èçî-
ëèðîâàííîé òðåùèíå íîðìàëüíîãî îòðûâà â áåñêîíå÷íîì ìàòåðèàëå [3]. 

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî íàãðóæåíèÿ íà 
áåðåãàõ òðåùèíû ( ) constrσ = σ =  èç (33) ïîëó÷àåì 

 2 ,                0I II
aK K∞ ∞= σ =
π

.  (34) 

 Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíî èçìåíÿåìîé íàãðóçêè ( )r rσ = σ  ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ: 

 1 ,             0
2I IIK a a K∞ ∞= σ π = .  (35) 

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (31), èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (23) ïîëó÷à-
åì, ÷òî â ñëó÷àå ñòðåìëåíèÿ âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè ê 

áåñêîíå÷íîñòè êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ 1
∗λ  â çàäà÷å î ñæàòèè 

òåëà âäîëü ïëîñêîñòåé òðåùèí îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ: 

 ( ) 0k λ = ,   (36) 

ãäå k  îïðåäåëÿåòñÿ èç (15). Ñîîòíîøåíèå (36) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîò-
íîøåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ 
â îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷å î ñæàòèè áåñêîíå÷íîãî òåëà ñ èçîëèðîâàííîé 
êðóãîâîé òðåùèíîé, ïîëó÷åííûì â [4]. 

6. Âûâîäû. Â ðàáîòå â ðàìêàõ ïîäõîäîâ òðåõìåðíîé ëèíåàðèçèðîâàí-
íîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà èññëåäîâàíû çàäà÷è î ñæàòèè 
òåëà ñ äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè òðåùèíàìè óñèëèÿìè, íàïðàâëåííûìè âäîëü 
òðåùèí, è î äâóõ ïàðàëëåëüíûõ òðåùèíàõ íîðìàëüíîãî îòðûâà â áåñêîíå÷-
íîì ìàòåðèàëå ñ íà÷àëüíûìè (îñòàòî÷íûìè) íàïðÿæåíèÿìè. Ïîëó÷åííûå 
ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû: 

– ïîðÿäîê îñîáåííîñòè â ðàñïðåäåëåíèè íàïðÿæåíèé âîçëå êðàÿ òðå-
ùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà â òåëå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ñîâïàäàåò ñ 
ïîðÿäêîì îñîáåííîñòè, ïîëó÷åííûì ïðè èññëåäîâàíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â 
ëèíåéíîé ìåõàíèêè õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ; 

– àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ (ïðè îòñóòñòâèè íà÷àëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé) âçàèìîâëèÿíèå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñîîñíûõ òðåùèí â ìàòåðèà-
ëå ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ïðèâîäèò ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ êîýôôè-
öèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé IIK  äëÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà; 

– êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé IK  è IIK  çàâèñÿò îò çíà-
÷åíèé íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå îò âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 
òðåùèíàìè;  

– ïðè ñòðåìëåíèè âåëè÷èíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òðåùèíàìè ê áåñêîíå÷-
íîñòè êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (â çàäà÷å î ðàçðóøåíèè 
òåëà ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè) è êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñæàòèÿ (â çà-
äà÷å î ñæàòèè ìàòåðèàëà âäîëü òðåùèí) ñòðåìÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì 
çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì äëÿ ñëó÷àÿ èçîëèðîâàííîé òðåùèíû â áåñêîíå÷íîì 
ìàòåðèàëå.  
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ПРО ДОСЛІДЖЕННЯ ОСЕСИМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ  
ЛІНЕАРИЗОВАНОЇ МЕХАНІКИ РУЙНУВАННЯ 
ДЛЯ ТІЛА З ДВОМА ПАРАЛЕЛЬНИМИ ТРІЩИНАМИ 
 
Äëÿ âèïàäêó äâîõ ïàðàëåëüíèõ äèñêîïîä³áíèõ òð³ùèí â íåñê³í÷åííîìó ìàòåð³àë³ 
äîñë³äæåíî äâà íåêëàñè÷í³ ìåõàí³çìè ðóéíóâàííÿ – ðóéíóâàííÿ ò³ëà ç ïî÷àòêîâè-
ìè (çàëèøêîâèìè) íàïðóæåííÿìè òà ðóéíóâàííÿ ìàòåð³àëó ïðè ñòèñêàíí³ 
âçäîâæ òð³ùèí. Â ðàìêàõ òðèâèì³ðíî¿ ë³íåàðèçîâàíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî 
òâåðäîãî ò³ëà çä³éñíåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ òà îòðèìàíî ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ³íòåã-
ðàëüí³ ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó. Íàâåäåíî âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó âèïàäêó òð³ùèí íîðìàëüíîãî â³äðèâó.  
 
ON INVESTIGATION OF AXIALLY SYMMETRIC PROBLEMS 
OF LINEARIZED FRACTURE MECHANICS  
FOR A SOLID CONTAINING TWO PARALLEL CRACKS  
 
In this paper the problems for two parallel penny-shaped cracks in an infinite solid are 
considered. The analysis involves two non-classical mechanisms of fracture, namely, the 
fracture of solids with initial (residual) stresses and fracture of materials under comp-
ression along the cracks. Statement of the problems is formulated and the Fredholm 
second-kind integral equations are obtained. The representations of the stress intensity 
factors for the cracks under tension are given.  
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