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МОНОГАРМОНІЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ В ЗАДАЧАХ ПРО НЕЛІНІЙНІ 
КОЛИВАННЯ І ДИСИПАТИВНИЙ РОЗІГРІВ НЕПРУЖНИХ ТІЛ  
 

Ç âèêîðèñòàííÿì íåë³í³éíèõ ìîäåëåé íåïðóæíî¿ ïîâåä³íêè ìàòåð³àë³â, ñê³í-
÷åííî-åëåìåíòíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òà àíà-
ë³çó êîíêðåòíèõ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â îáãîâîðþºòüñÿ ïèòàííÿ ïðî îäíî÷àñ-
òîòí³ êîëèâàííÿ ³ äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â íåïðóæíèõ ò³ë ïðè ìîíîãàðìî-
í³÷íîìó íàâàíòàæåíí³. 

 
Âñòóï. Ïèòàííÿ ïðî ïåð³îäè÷í³, çîêðåìà ìîíîãàðìîí³÷í³, êîëèâàííÿ ìàº 

ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ ïðè äîñë³äæåíí³ ìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè íåë³í³éíèõ ìå-
õàí³÷íèõ ñèñòåì, ÿêà îïèñóºòüñÿ íåë³í³éíèìè ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Öüîìó ïèòàííþ ïðèñâÿ÷åíî ôóíäàìåíòàëüí³ ðîáîòè 
À. Ïóàíêàðå, Å. Âàí äåð Ïîëÿ, Î. Ì. Ëÿïóíîâà, Ì. Ì. Êðèëîâà, Ì. Ì. Áîãî-
ëþáîâà, Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî, À. Ì. Ñàìîéëåíêà òîùî, îãëÿä ÿêèõ ìîæíà 
çíàéòè â íåäàâíî îïóáë³êîâàí³é ìîíîãðàô³¿ Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêîãî [30]. 
Óçàãàëüíåííÿ ³ çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ â öèõ 
ðîáîòàõ äëÿ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ç çîñåðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè, íà ñèñòåìè 
ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè âèñâ³òëåíî â áàãàòüîõ ðîáîòàõ ìàòåìàòèê³â ³ 
ìåõàí³ê³â [3–5, 28, 29, 31, 33, 34]. ßê ïðàâèëî, ïðè äîñë³äæåíí³ íåë³í³éíèõ 
êîëèâàíü ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè çàñòîñîâóºòüñÿ 
ìåòîä â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, êîëè ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè øóêàºòüñÿ ó âèãëÿä³ ðîçâèíåííÿ çà äå-
ÿêîþ ïîâíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é â³ä êîîðäèíàò, ³ âèõ³äíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ 
äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çà ÷àñîì, äî ÿêèõ çàñòîñî-
âóþòüñÿ àñèìïòîòè÷í³ àáî ÷èñåëüí³ ìåòîäè äëÿ äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíèõ êî-
ëèâàíü. Òàêèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº, ïåâíîþ ì³ðîþ, äîñë³äèòè ìåæ³ çàñòîñóâàííÿ 
ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåííÿ. Ñàìå òàêèé ï³äõ³ä âèêîðèñòàíî â á³ëüøîñò³ 
ðîá³ò, ó ÿêèõ äîñë³äæóþòüñÿ íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ â ìåõàí³÷íèõ ñèñòåìàõ ç 
ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè [31], çîêðåìà â ðîáîòàõ, ïðèñâÿ÷åíèõ íåë³í³é-
íèì êîëèâàííÿì åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ç óðàõóâàííÿì íåë³í³éíîãî òåðòÿ, 
ùî îïèñóþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ìîäåë³ Í. Í. Äàâèäåíêîâà [33, 34].  

Íà îñíîâ³ òàêîãî æ ï³äõîäó Å. Ëîðåíöîì áóëî âèÿâëåíî ÿâèùå äåòåðì³-
íîâàíîãî õàîñó â äèñèïàòèâí³é ñèñòåì³ ç íåâåëèêèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ [6]. 
Öÿ ôóíäàìåíòàëüíà ðîáîòà äàëà ïîøòîâõ äî ³íòåíñèâíèõ äîñë³äæåíü, ÿê³ 
äîçâîëèëè ïðèíöèïîâî ïî-íîâîìó îö³íèòè ìîæëèâîñò³ ïåðåäáà÷åííÿ äèíà-
ì³÷íèõ ÿâèù â ðàìêàõ êëàñè÷íî¿ ìåõàí³êè Íüþòîíà. Ó çâ’ÿçêó ç ö³ºþ ïðîá-
ëåìîþ íàãàäàºìî ñëîâà âñåñâ³òíüî â³äîìîãî â÷åíîãî-ìåõàí³êà Äæ. Ëàéòõ³ë-
ëà [56]: «Òóò ÿ ïîâèíåí çóïèíèòèñÿ ³ çíîâó âèñòóïèòè â³ä ³ìåí³ øèðî-
êîãî âñåñâ³òíüîãî áðàòñòâà òèõ, õòî çàéìàºòüñÿ ìåõàí³êîþ. Ìè âñ³ ãëè-
áîêî óñâ³äîìëþºìî ñüîãîäí³, ùî åíòóç³àçì íàøèõ ïîïåðåäíèê³â ç ïðèâîäó 
ïðåêðàñíèõ äîñÿãíåíü íüþòîí³âñüêî¿ ìåõàí³êè ñïîíóêàâ ¿õ äî óçàãàëüíåíü 
â ö³é îáëàñò³ ïåðåäáà÷åííÿ, â ÿê³ äî 1960 ð. ìè ùèðî â³ðèëè, àëå ÿê³, ÿê 
òåïåð ìè ðîçóì³ºìî, áóëè õèáíèìè. Íàñ íå ïîêèäàº êîëåêòèâíå áàæàííÿ 
âèçíàòè ñâîþ âèíó çà òå, ùî ìè ââîäèëè â îìàíó øèðîê³ êîëà îñâ³÷åíèõ 
ëþäåé, ðîçïîâñþäæóþ÷è ³äå¿ ïðî äåòåðì³í³çì ñèñòåì, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü 
çàêîíè ðóõó Íüþòîíà, – ³äå¿, ÿê³, ÿê âèÿñíèëîñü ï³ñëÿ 1960 ð., âèÿâèëèñü 
íåïðàâèëüíèìè». 

Â³äêðèòòÿ äåòåðì³íîâàíîãî õàîñó â äèñèïàòèâíèõ ñèñòåìàõ íàâ³òü ç íå-
âåëèêèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³, íàïðèêëàä, ó íåë³í³éíîìó îñöèëÿòîð³ ïðè ãàð-
ìîí³÷íîìó çîâí³øíüîìó íàâàíòàæåíí³, ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî â ïåâíèõ îáëàñ-
òÿõ ïàðàìåòð³â (÷àñòîòè, êîåô³ö³ºíòà äåìïôóâàííÿ, àìïë³òóäè çîâí³øíüî¿ 
ñèëè, êîåô³ö³ºíòà íåë³í³éíîñò³), ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü äèíàì³÷íó ñèñòåìó, í³ 
ïðî ÿêó ìîíîãàðìîí³÷í³ñòü íå ìîæå áóòè é ìîâè. Á³ëüøå òîãî, â öèõ îáëàñ-
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òÿõ âçàãàë³ íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè ïîâåä³íêó äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè. Çâè÷àé-
íî, âèçíà÷åííÿ îáëàñòåé ïàðàìåòð³â, ïðè ÿêèõ âèíèêàº äåòåðì³íîâàíèé õà-
îñ, º äîñèòü íåïðîñòîþ ïðîáëåìîþ. Ìîæíà ëèøå ñêàçàòè, ùî, ÿê ñâ³ä÷àòü 
äîâåäåí³ ìàòåìàòèêàìè òåîðåìè, ìîíîãàðìîí³÷í³ñòü êîëèâàíü ó íåë³í³éíèõ 
ñèñòåìàõ áóäå ìàòè ì³ñöå, ÿêùî ö³ ïàðàìåòðè, áóäóòü â ÿêîìóñü ðîçóì³íí³ 
«ìàëèìè». Çà ìåæàìè îáëàñòåé, â ÿêèõ ðåàë³çóºòüñÿ äåòåðì³íîâàíèé õàîñ, 
³ñíóº íàäçâè÷àéíî øèðîêèé ñïåêòð ìåõàí³÷íèõ ÿâèù, ÿê³ ìîæóòü áóòè äî-
ñë³äæåí³ â ðàìêàõ êëàñè÷íèõ ï³äõîä³â, çîêðåìà â ðàìêàõ ìîíîãàðìîí³÷íîãî 
íàáëèæåííÿ [3–5, 28–34, 36].  

ßêùî ââàæàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè, ïðè ÿêèõ ìîíîãàðìîí³÷íå íà-
áëèæåííÿ ìàº ì³ñöå ³ ÿê³ âñòàíîâëåíî â çãàäàíèõ âèùå ìàòåìàòè÷íèõ ðîáî-
òàõ, òî ìîæíà çàñòîñóâàòè ³íøèé ï³äõ³ä äëÿ äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíèõ êîëè-
âàíü ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè, êîëè äî âèõ³äíî¿ 
ñèñòåìè íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè çàñòîñîâóºòüñÿ ìåòîä 
â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ, ³ ðîçâ’ÿçîê ïîäàºòüñÿ ç ñàìîãî ïî÷àòêó ó âèãëÿä³ 
ìîíîãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é çà ÷àñîì, àëå ç íåâ³äîìèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ÿê³ 
çàëåæàòü óæå â³ä êîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàò³ òàêîãî ï³äõîäó îäåðæèìî ñèñòå-
ìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè çà êîîðäèíàòàìè, äî 
ÿêî¿ âæå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ðîçðîáëåí³ â ìåõàí³ö³ äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî 
ò³ëà ÷èñåëüí³ òà àíàë³òè÷í³ ìåòîäè. Ïðè öüîìó ââàæàºòüñÿ, ùî âèçíà÷àëüí³ 
ð³âíÿííÿ, ÿê³ îïèñóþòü ìåõàí³÷íó ïîâåä³íêó ìàòåð³àëó, â³äîì³. Íàïðèêëàä, 
äëÿ â’ÿçêîïðóæíèõ ìàòåð³àë³â öå ìîæóòü áóòè íåë³í³éí³ äèôåðåíö³àëüí³ 
àáî ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà. Äëÿ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ ³ â’ÿçêîïðóæ-
íîïëàñòè÷íèõ ìàòåð³àë³â ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîð³þ ìàëèõ ïðóæíîïëàñòè÷-
íèõ äåôîðìàö³é, ð³çíîãî ðîäó ìîäåë³ òåîð³¿ òå÷³¿ òîùî. Àëå ìîæíà ï³òè äàë³ 
³, ïðèéíÿâøè ã³ïîòåçó ïðî ìîíîãàðìîí³÷í³ñòü ìåõàí³÷íîãî ïðîöåñó ïðè 
ìîíîãàðìîí³÷íîìó íàâàíòàæåíí³, ñïî÷àòêó ïîáóäóâàòè òåîð³þ âèçíà÷àëüíèõ 
ð³âíÿíü äëÿ íåïðóæíèõ ìàòåð³àë³â äëÿ öüîãî ñïåöèô³÷íîãî êëàñó ³ñòîð³é 
äåôîðìóâàííÿ. Öÿ òåîð³ÿ áóäå íàáàãàòî ïðîñò³øîþ â³ä âêàçàíèõ âèùå çà-
ãàëüíèõ àáî «ïîâíèõ» òåîð³é, ÿê³ îïèñóþòü ïîâåä³íêó ìàòåð³àëó äëÿ á³ëüø 
çàãàëüíèõ ³ñòîð³é äåôîðìóâàííÿ, í³æ ìîíîãàðìîí³÷í³. Äîïîâíèâøè ö³ ð³â-
íÿííÿ óí³âåðñàëüíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè ìåõàí³êè äëÿ ìîíîãàðìîí³÷íîãî 
ïðîöåñó – ð³âíÿííÿìè ðóõó, ê³íåìàòè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè, ãðàíè÷íèìè 
óìîâàìè, ìîæíà îäåðæàòè çàìêíåíó ñèñòåìó ð³âíÿíü, ÿêà îïèñóº íåë³í³éí³ 
ìîíîãàðìîí³÷í³ ïðîöåñè â ñèñòåìàõ ç ðîçïîä³ëåíèìè ïàðàìåòðàìè. Òàêèé 
ï³äõ³ä áóëî çàñòîñîâàíî, íàïðèêëàä, ó ìîíîãðàô³¿ Â. Î. Ïàëüìîâà [32] äëÿ 
ìîäåëþâàííÿ âíóòð³øíüîãî òåðòÿ â ìàòåð³àëàõ ³ äîñë³äæåííÿ êîëèâàëüíèõ 
ïðîöåñ³â ó ìåõàí³÷íèõ ñèñòåìàõ ç òåðòÿì. Ïðè öüîìó äëÿ ìîäåëþâàííÿ ã³ñ-
òåðåçèñíèõ âòðàò ó ìàòåð³àë³ íèì áóëà âèêîðèñòàíà òåîð³ÿ ì³êðîïëàñòè÷-
íîñò³ Î. Þ. ²øë³íñüêîãî [32]. Çàñòîñóâàâøè äî âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü 
Î. Þ. ²øë³íñüêîãî àñèìïòîòè÷í³ ìåòîäè íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè, Â. Î. Ïàëüìîâ 
îäåðæàâ íåë³í³éí³ àëãåáðà¿÷í³ êîìïëåêñí³ âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ, àíàëîã³÷í³ 
âèçíà÷àëüíèì ð³âíÿííÿì ë³í³éíî¿ òåîð³¿ â’ÿçêîïðóæíîñò³, àëå ç çàëåæíèìè 
â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é êîìïëåêñíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðè öüîìó ìàº 
ì³ñöå ïðèíöèï â³äïîâ³äíîñò³, àíàëîã³÷íèé ïðèíöèïó â³äïîâ³äíîñò³ äëÿ ë³í³é-
íèõ â’ÿçêîïðóæíèõ ìàòåð³àë³â, ÿêèé ïîëÿãàº â òîìó, ùî â ð³âíÿííÿõ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ íåîáõ³äíî çàì³íèòè ìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó íà 
êîìïëåêñí³ òà ïåðåéòè äî çàïèñó ð³âíÿíü ó êîìïëåêñí³é ôîðì³. Òàêèé æå 
ï³äõ³ä áóëî ïðèéíÿòî ³ â ìîíîãðàô³ÿõ [15, 17, 19, 20, 22, 25] ïðè ïîáóäîâ³ 
òåðìîìåõàí³÷íèõ ìîäåëåé â’ÿçêîïðóæíèõ ïàñèâíèõ (áåç ï’ºçîåôåêòó) ³ àê-
òèâíèõ (ç ï’ºçîåôåêòîì) ìàòåð³àë³â. Ó öèõ ìîíîãðàô³ÿõ âèêîðèñòàíî äâà 
ï³äõîäè. Ïåðøèé ç íèõ ïîëÿãàº ó âèêîðèñòàíí³ ïîâíèõ ìîäåëåé â’ÿçêî-
ïðóæíîñò³ òîãî ÷è ³íøîãî òèïó òà ïîáóäîâ³ íà ¿õ îñíîâ³ âèçíà÷àëüíèõ ð³â-
íÿíü äëÿ ìîíîãàðìîí³÷íîãî äåôîðìóâàííÿ. Ïðè âèêîðèñòàíí³ äðóãîãî ï³ä-
õîäó çðîáëåíî íàñòóïíèé êðîê, ÿêèé ïîëÿãàº ó â³äìîâ³ â³ä áóäü-ÿêèõ ïîâ-
íèõ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ³ ïîáóäîâ³ çàìêíåíî¿ òåîð³¿ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü 
äëÿ ìîíîãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñ³â äåôîðìóâàííÿ â äèñèïàòèâíèõ ìàòåð³àëàõ 
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íåçàëåæíî â³ä ïðèðîäè äèñèïàö³¿ â ìàòåð³àë³, ÿêèé ìîæå áóòè â’ÿçêîïðóæ-
íèì, ïðóæíîïëàñòè÷íèì, â’ÿçêîïðóæíîïëàñòè÷íèì. Ïðè öüîìó çà àíàëîã³þ 
ç òåîð³ºþ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ïðóæíèõ ìàòåð³àë³â ââàæàºòüñÿ, ùî ä³éñí³ 
òà óÿâí³ ÷àñòèíè êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü º ôóíêö³ÿìè â³ä ä³éñíèõ òà 
óÿâíèõ ÷àñòèí êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàö³é. Äîñë³äæåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ 
îäåðæàí³ òàêèì ÷èíîì âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ ìîæóòü áóòè çàïèñàí³ â êîìï-
ëåêñí³é ôîðì³, à òàêîæ óìîâè ïîòåíö³àëüíîñò³ öèõ ð³âíÿíü, êîëè âèçíà÷àëü-
í³ ð³âíÿííÿ ìîæóòü áóòè îäåðæàí³ ÷åðåç ïîõ³äí³ â³ä äåÿêèõ ñêàëÿðíèõ 
ôóíêö³é, ÿê³ ìîæíà íàçâàòè ïîòåíö³àëàìè. Ïðè òàêîìó ï³äõîä³ âèçíà÷àëüí³ 
ð³âíÿííÿ ïðèéìàþòü àëãåáðà¿÷íó ôîðìó ç äåÿêèìè ôóíêö³ÿìè ³ ïàðàìåòðà-
ìè, ÿê³, ÿê ³ â òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà â òåîð³¿ ìàëèõ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ äå-
ôîðìàö³é, âèçíà÷àþòüñÿ ç åêñïåðèìåíò³â.  

Ó ðîçâèòîê îäåðæàíèõ òàêèì ÷èíîì ðåçóëüòàò³â, ó ðîáîòàõ [7, 8–10, 12, 
38, 40–43] äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê áóëà âèêîðèñòàíà 
ñóòòºâî íåë³í³éíà ìîäåëü Áîäíåðà – Ïàðòîìà (ÁÏ), ÿêà îïèñóº ìàêðîïëàñ-
òè÷í³ íåïðóæí³ äåôîðìàö³¿ ³ ÿêà ïîáóäîâàíà â ðàìêàõ óçàãàëüíåíèõ òåîð³é 
òå÷³¿ [51–53]. Ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíèõ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ö³º¿ ìîäåë³ áó-
ëî óäîñêîíàëåíî àñèìïòîòè÷íó ìåòîäèêó îäåðæàííÿ êîìïëåêñíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ³ ç âèêîðèñòàííÿì ðîçðîáëåíèõ ó â³ää³ë³ òåðìîïðóæíîñò³ ²íñòèòóòó 
ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà ÍÀÍ Óêðà¿íè (²Ì) ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèõ ïðî-
ãðàì ðîçâ’ÿçàíî øèðîêå êîëî êîíêðåòíèõ çàäà÷ ç ìåòîþ îá´ðóíòóâàííÿ ìî-
íîãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåííÿ. Ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî ðåçóëüòàòè, îäåðæà-
í³ ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíî¿ íåë³í³éíî¿ ìîäåë³, ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ ñï³âïàäà-
þòü ç ðåçóëüòàòàìè, îäåðæàíèìè ç âèêîðèñòàííÿì ìîíîãàðìîí³÷íîãî íà-
áëèæåííÿ. Äåòàëüíèé àíàë³ç ðîá³ò, ïðèñâÿ÷åíèõ îá´ðóíòóâàííþ ìîíîãàðìî-
í³÷íîãî íàáëèæåííÿ ç çàñòîñóâàííÿì ìîäåë³ ÁÏ, íàâåäåíî â îãëÿäîâ³é ñòàò-
ò³ [39]. 

Àëå ïðè äîñë³äæåíí³ ñòàö³îíàðíèõ ìîíîãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü ó ðàìêàõ 
òàêîãî íàáëèæåííÿ â äèñèïàòèâí³é ñèñòåì³ ïîÿâëÿºòüñÿ íîâà ïîëüîâà âåëè-
÷èíà – òåìïåðàòóðà äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó, îáóìîâëåíà ã³ñòåðåçèñíèìè 
âòðàòàìè â íåïðóæíîìó ìàòåð³àë³. Äëÿ ïîáóäîâè çàìêíåíî¿ òåðìîìåõàí³÷-
íî¿ òåîð³¿ ìåõàí³÷í³ ð³âíÿííÿ ïîâèíí³ áóòè äîïîâíåí³ ð³âíÿííÿì åíåðã³¿. Äëÿ 
ìîíîãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñ³â âîíî ìàº âèãëÿä ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç 
äæåðåëîì òåïëà, ïîðîäæåíèì äèñèïàòèâíîþ ôóíêö³ºþ, äëÿ ÿêî¿ òàêîæ ïî-
âèííî áóòè çàïèñàíî âèçíà÷àëüíå ð³âíÿííÿ. Äëÿ òàêèõ ïðîöåñ³â äèñèïàòèâ-
íà ôóíêö³ÿ, ÿê ïðàâèëî, äîð³âíþº îñåðåäíåí³é çà ïåð³îä ïîòóæíîñò³ ³ çàïè-
ñóºòüñÿ â àëãåáðà¿÷í³é ôîðì³ ÷åðåç íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿. Òàêèì ÷èíîì, 
ÿêùî çâ’ÿçîê ì³æ íàïðóæåííÿìè ³ äåôîðìàö³ÿìè â³äîìèé, òî ñòàº â³äîìèì ³ 
âèçíà÷àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿. Ïðè öüîìó âñ³ ïàðàìåòðè 
âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ìîæóòü áóòè ôóíêö³ÿìè â³ä òåìïåðàòóðè, à äèñèïà-
òèâíà ôóíêö³ÿ º ñêëàäíîþ àëãåáðà¿÷íîþ ôóíêö³ºþ â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é 
³ òåìïåðàòóðè.  

Ðåçóëüòàòè îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ç íåë³í³éíî¿ òåðìîìåõàí³êè íåïðóæ-
íèõ ïàñèâíèõ (áåç ï’ºçîåôåêòó) òà àêòèâíèõ (ç ï’ºçîåôåêòîì) ò³ë â ìîíîãàð-
ìîí³÷íîìó íàáëèæåíí³ íàâåäåíî â ìîíîãðàô³¿ [22]. Ó í³é ïðè ïîáóäîâ³ 
òåðìîìåõàí³÷íèõ ìîäåëåé íåë³í³éíèõ êîëèâàíü çàñòîñîâóºòüñÿ äðóãèé ³ç 
âêàçàíèõ âèùå ï³äõîä³â, êîëè ïðèéìàºòüñÿ ã³ïîòåçà ïðî ìîíîãàðìîí³÷í³ñòü 
ïðîöåñó êîëèâàíü, áóäóºòüñÿ òåîð³ÿ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ òàêèõ ïðî-
öåñ³â ³ ïîò³ì ôîðìóëþºòüñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ïðî íåë³í³éí³ òåðìîìåõàí³÷í³ 
êîëèâàííÿ ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó. 

Òåìïåðàòóðà äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó ìîæå ñóòòºâî âïëèíóòè íà òåð-
ìîìåõàí³÷í³ ïðîöåñè â íåïðóæíèõ ò³ëàõ. ßê ïîêàçàíî, íàïðèêëàä, â êëàñè÷-
íèõ ðîáîòàõ ç ô³çèêè ä³åëåêòðèê³â [47], ïðè ìîíîãàðìîí³÷íîìó åëåêòðè÷íî-
ìó íàâàíòàæåíí³ â ñèñòåì³ ìîæå ìàòè ì³ñöå ð³çêå çðîñòàííÿ òåìïåðàòóðè ç 
îãëÿäó íà ïîðóøåííÿ áàëàíñó ì³æ òåïëîóòâîðåííÿì ÷åðåç ã³ñòåðåçèñí³ 
âòðàòè ³ òåïëîîáì³íîì ³ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì, êîëè ñòàö³îíàðíîãî òåïëî-
âîãî ñòàíó âçàãàë³ íå ³ñíóº ³ ìàº ì³ñöå òåïëîâå ðóéíóâàííÿ ò³ëà. Àíàëîã³÷í³ 
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ÿâèùà â òåðìîìåõàí³ö³ íåïðóæíèõ ìàòåð³àë³â ïî÷àëè äîñë³äæóâàòè çíà÷íî 
ï³çí³øå. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè ç äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíèõ òåðìîìåõàí³÷íèõ êî-
ëèâàíü íåïðóæíèõ ò³ë ç óðàõóâàííÿì äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó îäåðæàíî â 
ðîáîòàõ ñï³âðîá³òíèê³â ²Ì. Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ç òåðìîìåõàí³êè íåë³í³é-
íèõ êîëèâàíü íåïðóæíèõ ò³ë ïîäàíî â ìîíîãðàô³ÿõ [15, 17, 19, 20, 22, 25] ³ 
îãëÿäîâèõ ñòàòòÿõ [16, 18, 21, 23, 24, 39, 44, 55]. 

Ó ö³é ñòàòò³ ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ ñï³âðîá³òíèêàìè 
â³ää³ëó òåðìîïðóæíîñò³ ²Ì, ðîçãëÿíóòî ìîíîãàðìîí³÷íå íàáëèæåííÿ â òåð-
ìîìåõàí³ö³ íåïðóæíèõ ò³ë ïðè ä³¿ íà íèõ ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. 
Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ ã³ïîòåçè ïðî ìîíîãàðìîí³÷í³ñòü âèêîðèñòàíî ï³äõ³ä, òðà-
äèö³éíèé äëÿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà, êîëè: 
1) ïðîïîíóºòüñÿ äåÿêà òåîðåòè÷íà ìîäåëü òåðìîìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè ìà-

òåð³àëó, òîáòî âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ;  
2) ðîçðîáëÿºòüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷íà ïðîãðàìà äëÿ âèçíà÷åííÿ 

ôóíêö³é ³ ïàðàìåòð³â âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ö³º¿ ìîäåë³ ç âèêîðèñòàí-
íÿì ðîçâ’ÿçê³â íàéïðîñò³øèõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷;  

3) ó ðàìêàõ âêàçàíî¿ ìîäåë³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ á³ëüø ñêëàäí³ çàäà÷³, ÿê³ âè-
õîäÿòü çà ìåæ³ öèõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷;  

4) îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè äëÿ öèõ á³ëüø ñêëàäíèõ çàäà÷ ïîð³âíþþòüñÿ ç 
â³äïîâ³äíèìè äëÿ íèõ åêñïåðèìåíòàëüíèìè ðåçóëüòàòàìè;  

5) íà îñíîâ³ ïîð³âíÿííÿ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ³ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàò³â 
ðîáëÿòüñÿ âèñíîâêè ïðî äîñòîâ³ðí³ñòü çàïðîïîíîâàíî¿ ìîäåë³.  
×åðåç â³äñóòí³ñòü íåîáõ³äíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ¿õ ðîëü â³ä³-

ãðàþòü ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíî¿ ñóòòºâî íåë³í³éíî¿ 
ìîäåë³ ÁÏ, òîáòî â ïåðåðàõîâàíèõ âèùå ïóíêòàõ ñëîâî «åêñïåðèìåíò» ïî-
òð³áíî çàì³íèòè íà ñëîâî «ìîäåëü ÁÏ». Äëÿ ðåàë³çàö³¿ âêàçàíî¿ ïðîãðàìè 
ïîòð³áíî âèçíà÷èòè âñ³ ïàðàìåòðè ïîâíî¿ ìîäåë³ ÁÏ; íà îñíîâ³ ö³º¿ ìîäåë³ ç 
âèêîðèñòàííÿì àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè îäåðæàòè âè-
çíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ ñïðîùåíî¿ ìîäåë³, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ïðèïóùåíí³ ïðî ìî-
íîãàðìîí³÷í³ñòü ìåõàí³÷íîãî ïðîöåñó; ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíî¿ ³ ñïðîùåíî¿ 
ìîäåëåé ðîçâ’ÿçàòè îäíîâèì³ðí³ çàäà÷³ ³ çíàéòè ïàðàìåòðè ñïðîùåíî¿ ìîäå-
ë³; íà îñíîâ³ ïîâíî¿ ³ ñïðîùåíî¿ ìîäåëåé îäåðæàòè ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ äëÿ âè-
ïàäê³â, ÿê³ âèõîäÿòü çà ìåæ³ âêàçàíèõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷; ïîð³âíÿòè ðå-
çóëüòàòè öèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ çðîáèòè âèñíîâêè ïðî äîñòîâ³ðí³ñòü ìîíîãàðìîí³÷-
íîãî íàáëèæåííÿ.  

Â³äïîâ³äíî äî öüîãî ïëàíó â ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ñôîðìóëüîâàíî ïîñòà-
íîâêó ñïðÿæåíî¿ çàäà÷³ òåðìîìåõàí³êè â ðàìêàõ ÿê ïîâíî¿ ñóòòºâî íåë³í³é-
íî¿ ìîäåë³ ÁÏ, òàê ³ ñïðîùåíî¿ – ç âèêîðèñòàííÿì ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàáëè-
æåííÿ; íàâåäåíî ìîäèô³êîâàíó ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ñïðîùåíî¿ 
ìîäåë³ ³ ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â çàëåæíîñò³ êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê 
â³ä ³íòåíñèâíîñò³ äåôîðìàö³é, îäåðæàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì ÿê òðàäèö³éíîãî, 
òàê ³ ìîäèô³êîâàíîãî ìåòîä³â ãàðìîí³÷íîãî áàëàíñó; íàâåäåíî ìåòîäèêó ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ñïðÿæåíèõ çàäà÷ äëÿ òðèâèì³ðíîãî âèïàäêó äëÿ ïîâíî¿ ³ ñïðî-
ùåíî¿ ìîäåëåé, ùî áàçóºòüñÿ íà ³òåðàö³éíèõ ïðîöåäóðàõ ³ âèêîðèñòàíí³ ìå-
òîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ïðè ðîçâ’ÿçóâàí³ ë³í³éíèõ çàäà÷ ìåõàí³êè ³ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ íà êîæí³é ³òåðàö³¿; íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷, 
ÿê³ âèõîäÿòü çà ìåæ³ òèõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ 
ðîçðàõóíêó êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê; ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â 
ðîçðàõóíê³â ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíî¿ òà ñïðîùåíî¿ ìîäåëåé. Òàêå ïîð³âíÿí-
íÿ ñâ³ä÷èòü ïðî âèñîêó òî÷í³ñòü ðåçóëüòàò³â, ÿêó äàº ìîíîãàðìîí³÷íå íà-
áëèæåííÿ. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî äâà òèïè íåë³í³éíîñòåé, ÿê³ ìàþòü 
ì³ñöå ó âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿííÿõ äëÿ íåïðóæíèõ ìàòåð³àë³â â ìîíîãàðìîí³÷-
íîìó íàáëèæåíí³: íåë³í³éí³ñòü ïåðøîãî òèïó ïîðîäæóºòüñÿ çàëåæí³ñòþ 
êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é (÷è íàïðó-
æåíü), òåìïåðàòóðè òà íåë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿ â³ä 
òåìïåðàòóðè òà àìïë³òóä äåôîðìàö³é; íåë³í³éí³ñòü äðóãîãî òèïó, êîëè íåë³-
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í³éí³ñòü ïîðîäæóºòüñÿ ëèøå çàëåæí³ñòþ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó â³ä òåìïå-
ðàòóðè òà íåë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿ â³ä òåìïåðàòóðè òà 
àìïë³òóä äåôîðìàö³é ÷è íàïðóæåíü (âîíà º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì íåë³í³éíîñ-
ò³ ïåðøîãî òèïó). Íåë³í³éíîñò³ îáîõ òèï³â ìàþòü ì³ñöå ÿê äëÿ ïîë³ìåðíèõ, 
òàê ³ äëÿ ìåòàë³÷íèõ ìàòåð³àë³â. Ïðîòå íåë³í³éí³ñòü ïåðøîãî òèïó á³ëüø òè-
ïîâà äëÿ ìåòàë³÷íèõ ìàòåð³àë³â, äëÿ ÿêèõ çàëåæí³ñòü êîìïëåêñíèõ õàðàê-
òåðèñòèê â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é ìàº á³ëüøèé âïëèâ íà ¿õ ïîâåä³íêó, í³æ 
çàëåæí³ñòü âëàñòèâîñòåé â³ä òåìïåðàòóðè. Íåë³í³éí³ñòü æå äðóãîãî òèïó 
á³ëüø òèïîâà äëÿ ïîë³ìåðíèõ ìàòåð³àë³â, áàãàòî ç ÿêèõ äóæå ÷óòëèâ³ äî 
çì³íè òåìïåðàòóðè. Äî òîãî æ ïîë³ìåðí³ ìàòåð³àëè ìàþòü ñóòòºâ³ ã³ñòåðå-
çèñí³ âòðàòè óæå ïðè äîñèòü ìàëèõ àìïë³òóäàõ äåôîðìàö³é, â òîé ÷àñ ÿê 
áàãàòî ìåòàë³÷íèõ ìàòåð³àë³â ïðè òàêèõ äåôîðìàö³ÿõ ìàþòü íåçíà÷í³ ã³ñòå-
ðåçèñí³ âòðàòè. Ïðè äîñÿãíåíí³ æ äåôîðìàö³ÿìè ìåæ ïëàñòè÷íîñò³ âòðàòè 
ð³çêî çðîñòàþòü, ³ â³äïîâ³äíî òåìïåðàòóðà ðîç³ãð³âó òåæ ð³çêî çðîñòàº. Òîìó 
³íæåíåðí³ êîíñòðóêö³¿ íå ïîâèíí³ ïðàöþâàòè â òàêèõ óìîâàõ, îñîáëèâî ïðè 
âèñîêèõ, çîêðåìà ðåçîíàíñíèõ, ÷àñòîòàõ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ 
ñïðÿæåíèõ çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè äëÿ ò³ë ç ìåòàë³÷íèõ ìàòåð³àë³â ïîòð³áíî 
â³ääàòè ïåðåâàãó ìîäåëÿì ç ì³êðîïëàñòè÷íèìè äåôîðìàö³ÿìè òèïó ìîäå-
ëåé, ðîçðîáëåíèõ Â. Î. Ïàëüìîâèì [32], êîëè ð³âåíü òåìïåðàòóðè äèñèïà-
òèâíîãî ðîç³ãð³âó íå ïåðåâèùóº ðîçóìíèõ ìåæ.  

Ðîçâèíóòà â [11, 38, 40, 53] ñóòòºâî íåë³í³éíà òåðìîäèíàì³÷íà ìîäåëü 
ÁÏ âêëþ÷àº:  

– ïîäàííÿ ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿ ó âèãëÿä³ ñóìè ïðóæíî¿, íåïðóæíî¿ ³ 
òåïëîâî¿ ñêëàäîâèõ 

 e p θ= + +    ; (1) 

– ñï³ââ³äíîøåííÿ Êîø³ 

 1 grad (grad )
2

T= +u u [ ] ;  (2) 

– âèðàç äëÿ òåïëîâî¿ äåôîðìàö³¿  

 

0

( ) d
θ

θ

θ

′ ′= α θ θ∫I ; (3) 

– çàêîí Ãóêà äëÿ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ 

 2 ( ),              tr 3 tr ( )p
VG K θ= − = −s e     ;  (4) 

– ð³âíÿííÿ òå÷³¿ 

 
2

0

2 2

1exp ,            (0) 0
2 3

n
p pD Z

J J

  = − =    
s  ; (5) 

– ïîâí³ ð³âíÿííÿ åâîëþö³¿ äëÿ ïàðàìåòð³â ³çîòðîïíîãî òà ê³íåìàòè÷-
íîãî çì³öíåííÿ â³äïîâ³äíî 

 1 1 1 2 1 0( ) ( ) ,       (0)
Kr

p KK m K K W A K K K K K K= − − − =  /[ ] , (6) 

 1/2
2 1 1 1( ) ( ) ,     (0) 0

Dr

p Dm D W A K K= − − =u : V   β β/[ ] ; (7) 

– ð³âíÿííÿ ðóõó 

 div 0− ρ =u ; (8) 

– ð³âíÿííÿ íåñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (ð³âíÿííÿ åíåðã³¿) 

 0 03 (tr 3 )V Vc K D k r′θ + α θ − α θ − − ∆θ =  ;  (9) 

– âèðàç äëÿ øâèäêîñò³ äèñèïàö³¿ 

 pD K′ = ⋅ − ⋅ − δ     , (10) 



90 

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 

 1/2
2,     2,     ,     ( )p pZ K D J W= + = ⋅ = ⋅ = ⋅s s u s s s  / / , 

 1/2( ) ,        D= ⋅ = ⋅V u   / . 

Ó ð³âíÿííÿõ (1)–(10) u  – âåêòîð çì³ùåíü; G  ³ VK  – ìîäóëü çñóâó ³ 

îá’ºìíèé ìîäóëü ìàòåð³àëó; Vc , 0α  ³ k  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîºìíîñò³, ë³í³é-

íîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ ïðè â³äë³êîâ³é òåìïåðàòóð³ 0θ = θ  ³ òåïëîïðî-

â³äíîñò³. 
Â³äïîâ³äíî äî [46, 51] ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî êîåô³ö³ºíòè 0D , 1D , 1K , 1m , 

2m , Kr  ³ Dr  íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, à êîåô³ö³ºíòè n , 0K , 2K , KA , 

DA , VK  ³ G  º ôóíêö³ÿìè â³ä òåìïåðàòóðè. Âåëè÷èíè δ  ³   – òåðìîäèíà-

ì³÷í³ çì³ùåííÿ, ñïðÿæåí³ äî òåðìîäèíàì³÷íèõ ñèë K  ³   â³äïîâ³äíî. Åâî-
ëþö³éí³ ð³âíÿííÿ äëÿ íèõ íàâåäåíî â ðîáîòàõ [11, 38]. 

Äî çàïèñàíèõ ð³âíÿíü ïîòð³áíî äîäàòè â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ òà ïî÷àòêîâ³ 
óìîâè.  

Ââàæàºòüñÿ, ùî ìàòåð³àë – öèêë³÷íî ñòàá³ëüíèé. Äëÿ íüîãî ðåàêö³ÿ 
íàïðóæåííÿ ( )t  íà ïåð³îäè÷íó ³çîòåðì³÷íó äåôîðìàö³þ ( )τ , t−∞ ≤ τ ≤ , 
( ) ( )Tτ + = τ  , òàêîæ º ïåð³îäè÷íîþ ôóíêö³ºþ â³ä ÷àñó ç ïåð³îäîì T . Ï³ä 

ìîíîãàðìîí³÷íèì íàáëèæåííÿì ðîçóì³ºòüñÿ ñóìà ïåðøèõ òðüîõ ñêëàäîâèõ 
ó ðîçâèíåíí³ íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é ó ðÿäè Ôóð’º: 

 ( ) cos sin ,               , , const′ ′′ ′ ′′τ = + ωτ − ωτ =       , (11) 

 ( ) cos sin ,      ( ) ,     , , , const′ ′′ ′ ′′τ = + ωτ − ωτ θ τ = θ θ =       , (12) 

 t−∞ ≤ τ ≤ . 

ßêùî êîíòðîëüîâàíîþ âåëè÷èíîþ º äåôîðìàö³ÿ, òî ç óðàõóâàííÿì (11) 
³ (12) îäåðæèìî âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåííÿ 

 ˆ ˆ ˆ( , , , ),     ( , , , ),     ( , , , )′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′= ω = ω = ω               . (13) 

ßê âêàçàíî âèùå, àìïë³òóäí³ ð³âíÿííÿ (13) ìàþòü äâ³ ³íòåðïðåòàö³¿ [25, 
48]: 1) âîíè ìîæóòü áóòè îäåðæàí³ íà îñíîâ³ òèõ ÷è ³íøèõ ïîâíèõ âèçíà-
÷àëüíèõ ð³âíÿíü ìàòåð³àëó; 2) âîíè ìîæóòü áóòè êîíêðåòèçîâàí³ íà îñíîâ³ 
ïðÿìèõ åêñïåðèìåíò³â áåç âèêîðèñòàííÿ áóäü-ÿêèõ ïîâíèõ âèçíà÷àëüíèõ 
ð³âíÿíü. 

Äëÿ îäåðæàííÿ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü íà îñíîâ³ ïîâíî¿ ìîäåë³ ÁÏ âèêî-
ðèñòàíî ÿê ñòàíäàðòíó, òàê ³ ìîäèô³êîâàíó òåõí³êó îñåðåäíåííÿ. 

Ïðè âèêîðèñòàíí³ ñòàíäàðòíî¿ òåõí³êè äåâ³àòîð òåíçîðà íàïðóæåíü ( )ts  
ââàæàºòüñÿ íåë³í³éíèì ³çîòðîïíèì ôóíêö³îíàëîì ïîâíî¿ ³ñòîð³¿ äåâ³àòîðà 
òåíçîðà äåôîðìàö³é ( ), :tτ −∞ < τ <e  

 ( ) ( )
t

t
τ=−∞

= τs s e[ ] . (14) 

Äëÿ àïðîêñèìàö³¿ öüîãî ôóíêö³îíàëà íà ìîíîãàðìîí³÷íèõ ³ñòîð³ÿõ äå-
ôîðìàö³é 

 ( ) cos sin ,       t′ ′′τ = ωτ − ωτ − ∞ < τ <e e e , (15) 

âèêîðèñòàíî ìåòîä ãàðìîí³÷íî¿ ë³íåàðèçàö³¿ ç çàñòîñóâàííÿì ìîäåë³ Ôîéãòà 
[3, 30, 32, 35] 

 1( ) 2 2
t

e G G−

τ=−∞
′ ′′τ ≈ + ωs e e[ ] , (16) 

äå G′  ³ G′′  – ñêàëÿðí³ êîåô³ö³ºíòè; t= ∂ ∂e e . 
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Ö³ êîåô³ö³ºíòè âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè ì³í³ìóìó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ 
ïîõèáêè àïðîêñèìàö³¿ (11) íà ìîíîãàðìîí³÷íèõ ³ñòîð³ÿõ äåôîðìàö³¿ (12): 

 1 1( 2 2 ) ( 2 2 ) minR G G G G− −′ ′′ ′ ′′= − − ω ⋅ − − ω =s e e s e e  , (17) 

äå 
0

1( ) ( )
T

f t f d
T

= τ τ∫  – îñåðåäíåííÿ çà ïåð³îä êîëèâàíü T ; ⋅a b  – çãîðòêà 

äâîõ òåíçîð³â. 
Ç óìîâè ì³í³ìóìó ôóíêö³¿ R : 

 0,       0R R
G G

∂ ∂= =′ ′′∂ ∂
, (18) 

îäåðæóºìî 

 
 

2 2
1 1( ( )) ,   ( ( ))

2 2i i

G G
e e

′ ′′= τ ⋅ = τ ⋅
ω

s e e s e e , (19) 

äå ie  – ³íòåíñèâí³ñòü àìïë³òóä çñóâíèõ äåôîðìàö³é, 2 1 ( )
2ie ′ ′ ′′ ′′= ⋅ + ⋅e e e e . 

Êîåô³ö³ºíòè G′  ³ G′′  çàëåæàòü â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é ′e , ′′e , ÷àñòî-
òè ω  ³ òåìïåðàòóðè θ . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ íàïðóæåíü îäíî÷àñòîòíó àïðîêñèìàö³þ òèïó (11) 
′ ′′= ω − ω( ) cos sint t ts s s  ³ ï³äñòàâëÿþ÷è ¿¿ ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (16), îòðèìóºìî 

ð³âíÿííÿ äëÿ àìïë³òóä 

 2 2 ,        2 2G G G G′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′= − = +s e e s e e . (20) 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (20) ìîæíà çàïèñàòè â êîìïëåêñí³é ôîðì³ 

 2 ,G=s e   (21) 

äå G G iG′ ′′= +  – êîìïëåêñíèé ìîäóëü çñóâó; s  ³ e  – êîìïëåêñí³ àìïë³òó-

äè íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é, i′ ′′= +s s s , i′ ′′= +e e e . 

Çàëåæí³ñòü ′G  ³ ′′G  â³ä òåíçîð³â ′e  ³ ′′e  â ³çîòðîïíèõ ôóíêö³îíàëàõ òè-
ïó (14) òåíçîðíî-ë³í³éíî¿ ñòðóêòóðè ðåàë³çóºòüñÿ ÷åðåç íàá³ð ³íâàð³àíò³â [17, 
19, 20, 22, 25, 48] ,  ′ ′ ′ ′′⋅ ⋅e e e e , ′′ ′′⋅e e . Ó âèïàäêó ïðîïîðö³éíîãî (ìîíîôàç-

íîãî) äåôîðìóâàííÿ çà ãàðìîí³÷íèì çàêîíîì çàëåæí³ñòü ′G  ³ ′′G  â³ä ′e  ³ ′′e  
ñóòòºâî ñïðîùóºòüñÿ ³ ðåàë³çóºòüñÿ ÷åðåç ºäèíèé ³íâàð³àíò 

 ( ),          ( )i iG G e G G e′ ′ ′′ ′′= = . (22) 

Áåçïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî â ðîçãëÿíóò³é 
ñõåì³ ãàðìîí³÷íî¿ ë³íåàðèçàö³¿ íàáëèæåí³ ð³âíÿííÿ (16) åêâ³âàëåíòí³ ïîâíî-
ìó ð³âíÿííþ (14) â³äíîñíî äâîõ âåëè÷èí sΠ  ³ sD′ : 

 1 1( ),    ( )
2 2s sD′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′Π = ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ = ⋅ − ⋅s e s e s e s e s e s e . (23) 

Ïåðøó ç íèõ, sΠ , ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñåðåäíþ àáî ìàêñèìàëüíó çà 

ïåð³îä íàêîïè÷åíó åíåðã³þ [48]. Âåëè÷èíà sD′  â óñòàëåíîìó ïåð³îäè÷íîìó 
ïðîöåñ³ äîð³âíþº ñåðåäí³é çà ïåð³îä êîëèâàíü øâèäêîñò³ äèñèïàö³¿ ìåõàí³÷-
íî¿ åíåðã³¿ [48]. Òàêèì ÷èíîì, ñòàíäàðòíà ñõåìà ë³íåàðèçàö³¿ ïðèâîäèòü äî 
ìîíîãàðìîí³÷íî¿ ìîäåë³, ÿêà åêâ³âàëåíòíà ïîâí³é çà åíåðã³ÿìè. Îïèñàíèé 
âèùå åíåðãåòè÷íèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ G′  ³ ′λ  íå çàáåçïå÷óº ðîçðàõóíêó 
òî÷íèõ çíà÷åíü àìïë³òóä (ðîçìàõ³â) íàïðóæåíü ³ íåïðóæíèõ äåôîðìàö³é â 
öèêë³.  

Äëÿ ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ ðîçðàõóíêó íàïðóæåíü s  ³ íåïðóæíèõ äå-

ôîðìàö³é pε  ó ñòàòòÿõ [41, 42] ðîçðîáëåíî ìîäèô³êîâàíó òåõí³êó âèçíà÷åí-
íÿ êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê. Ñóòü ìîäèô³êàö³¿ ìîäåë³ ïîëÿãàº â òîìó, 
ùî âèðàçè äëÿ ìîäóë³â âòðàò G′′  ³ ′′λ  çàëèøàþòüñÿ áåç çì³íè, òîáòî âèðà-



92 

æàþòüñÿ ÷åðåç ñåðåäíþ çà ïåð³îä øâèäê³ñòü äèñèïàö³¿ 

 ( , ) ( , )i i i iD G e e G e e′ ′′ ′′= ⋅ = ω ω = ω λ ωs e ,  (24) 

äå G  – ìîäóëü çñóâó. 

Ïðè öüîìó ìîäóë³ íàêîïè÷åííÿ G′  ³ ′λ  ðîçðàõîâóþòüñÿ ç óìîâ òî÷íîãî 
çàäîâîëåííÿ íàáëèæåíîþ ìîäåëëþ â³äïîâ³äíèõ öèêë³÷íèõ ä³àãðàì ˆ

i is s≡  ³ 

ˆp p
i iε ≡ ε . Òîä³  

 
1/22

2
2

( , )
( , ) ( , )

4
i i

i i
i

s e
G e G e

e

ω ′ ′′ω = − ω  
, 

 
1/22

2
2

( ) ( , )
( , ) ( ) ( , )

p
i i

i i
i

e
e e

e

ε ω ′ ′′λ ω = − λ ω  
, (25) 

äå 2 ( )/2is ′ ′ ′′ ′′⋅= + ⋅s s s s . 
Òàêèì ÷èíîì, êîìïëåêñí³ õàðàêòåðèñòèêè ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåí-

íÿ â³äïîâ³äíî äî (24) ³ (25) âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿìè 

 
2

1,       ,       ,       
2

p
i i

i ii

s GG G
e e Ge

ε ′′′′ ′′= = ⋅ λ = λ =
ω

s e    (26) 

³ â³äîáðàæàþòü ñóòü ìîäèô³êîâàíî¿ ìîäåë³ ãàðìîí³÷íî¿ ë³íåàðèçàö³¿. 
Íà îñíîâ³ îäåðæàíèõ âèùå âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì ìå-

òîäó ãàðìîí³÷íî¿ ë³íåàðèçàö³¿ ìîæå áóòè ïîäàíà ïîñòàíîâêà ñïðÿæåíî¿ çà-
äà÷³ òåðìîìåõàí³êè äëÿ íåë³í³éíèõ ìàòåð³àë³â ïåðøîãî òèïó â ìîíîãàðìî-
í³÷íîìó íàáëèæåíí³. Ïðè öüîìó âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ ìàòèìóòü âèãëÿä 

 2 ,              pG= = λs e e   ε , (27) 

  ,            ,          pi i i′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= + = + = +e e e s s s   ε ε ε ,  (28) 

 ,         G G iG i′ ′′ ′ ′′= + λ = λ + λ  , (29) 

äå e , s  ³ pe  – êîìïëåêñí³ àìïë³òóäè äåâ³àòîð³â ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿, íàïðó-

æåííÿ ³ ïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿; G  ³ λ  – êîìïëåêñí³ ìîäóëü çñóâó ³ êîåô³-
ö³ºíò íåïðóæíîñò³ â³äïîâ³äíî; øòðèõàìè (∙)′ ³ (∙)″ ïîçíà÷åíî â³äïîâ³äíî ä³éñí³ 
òà óÿâí³ ÷àñòèíè êîìïëåêñíèõ âåëè÷èí. 

Ìîäóë³ G  ³ λ  º ôóíêö³ÿìè â³ä ³íòåíñèâíîñò³ òåíçîðà àìïë³òóä äåôîð-

ìàö³é 2
ie , ÷àñòîòè ω ³ â çàãàëüíîìó âèïàäêó – â³ä òåìïåðàòóðè θ: 

 ( , , ),    ( , , )i iG G e e= ω θ λ = λ ω θ    ,    äå 2
ie ′ ′ ′′ ′′= ⋅ + ⋅e e e e . 

Ä³éñí³ òà óÿâí³ ÷àñòèíè êîìïëåêñíèõ ìîäóë³â âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-
ëàìè (25), (26) ç âèêîðèñòàííÿì öèêë³÷íèõ ä³àãðàì, ÿê³ ðîçðàõîâóâàëèñü 
øëÿõîì ïðÿìîãî ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ìîäåë³ ÁÏ äëÿ îäíîâè-
ì³ðíîãî âèïàäêó çàäà÷ ïðî ðîçòÿã ³ çñóâ. 

Â³äì³òèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïðîùåíà ìîäåëü ìîæå áóòè ïîâ-
í³ñòþ êîíêðåòèçîâàíà ç âèêîðèñòàííÿì åêñïåðèìåíòàëüíèõ öèêë³÷íèõ ä³à-
ãðàì. ßê âêàçóâàëîñü âèùå, çàñòîñóâàííÿ ìîäåë³ ÁÏ îáóìîâëåíî ëèøå íå-
îáõ³äí³ñòþ îá´ðóíòóâàííÿ ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåííÿ. 

Ð³âíÿííÿ ñïðîùåíî¿ ìîäåë³ (27)–(29) äîïîâíþþòüñÿ êîìïëåêñíèì àíà-
ëîãîì ð³âíÿííÿ êîëèâàíü, ÿêå çàïèñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

  

2div 0+ ρ ω =u σ .  (30) 

 Ó íàáëèæåí³é ïîñòàíîâö³ ñïðÿæåíî¿ çàäà÷³ ç óðàõóâàííÿì ô³çè÷íî¿ 
íåë³í³éíîñò³ ïåðøîãî òèïó âèêîðèñòîâóºòüñÿ îñåðåäíåíå çà ïåð³îä ð³âíÿííÿ 
åíåðã³¿, ÿêå ïðè íåõòóâàíí³ âïëèâîì òåðìîïðóæíèõ åôåêò³â 3 trVKα θ ≈ε  
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0≈  ³ 9 0V VK cαθ ≈  ìàº âèãëÿä 

 0V N
c k D′θ − ∆θ − = ,  (31) 

äå θ  – îñåðåäíåíà çà ïåð³îä êîëèâàíü òåìïåðàòóðà. 
Àíàëîã³÷íî, îñåðåäíþþ÷è âèðàç äëÿ øâèäêîñò³ äèñèïàö³¿ ³ íåõòóþ÷è 

åôåêòîì «õîëîäíî¿ ðîáîòè», îäåðæóºìî  

 pD W′ = = ⋅s e  .  (32) 

Íàâåäåíà ñèñòåìà ð³âíÿíü (27)–(32) äîïîâíþºòüñÿ êîìïëåêñíèì àíàëî-
ãîì â³äïîâ³äíèõ ãðàíè÷íèõ ³ ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ òåìïåðàòóðè. 

ßê áà÷èìî, öÿ ñèñòåìà ð³âíÿíü í³÷èì íå â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ñèñòåìè, 
îäåðæàíî¿ ðàí³øå ïðè ïîñòàíîâö³ çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè â ìîíîãàðìîí³÷íîìó 
íàáëèæåíí³ ç âèêîðèñòàííÿì íåë³í³éíèõ ìîäåëåé òåîð³¿ â’ÿçêîïðóæíîñò³ 
[17, 19, 20, 25]. Îäåðæàí³ ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ ìîíîãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñ³â òà-
êîæ íå â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ìåõàí³÷íèõ ð³âíÿíü ñòàíó, îäåðæàíèõ Â. Î. Ïàëü-
ìîâèì ç âèêîðèñòàííÿì ìîäåë³ ïëàñòè÷íîñò³ Î. Þ. ²øë³íñüêîãî, çà âèêëþ-
÷åííÿì òîãî, ùî êîìïëåêñí³ õàðàêòåðèñòèêè ìîæóòü çàëåæàòè â³ä òåìïåðà-
òóðè, õî÷à â íàçâàíèõ ðîáîòàõ öÿ çàëåæí³ñòü íå âðàõîâóâàëàñü. Äî òîãî æ, 
Â. Î. Ïàëüìîâ íå âðàõîâóâàâ âçàºìîä³þ ìåõàí³÷íèõ ³ òåïëîâèõ ïîë³â. 

Ó çãàäàíèõ âèùå ðîáîòàõ, ó ÿêèõ âèêîðèñòîâóâàëàñü óçàãàëüíåíà ìî-
äåëü òåîð³¿ òå÷³¿, çàëåæí³ñòü âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó â³ä òåìïåðàòóðè íå 
âðàõîâóâàëàñü, à îñíîâíà óâàãà áóëà çîñåðåäæåíà íà äîñë³äæåíí³ âïëèâó 
àìïë³òóä äåôîðìàö³é íà êîìïëåêñí³ õàðàêòåðèñòèêè.  

Äëÿ êîíêðåòèçàö³¿ çàëåæíîñòåé êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê â³ä ³íòåí-
ñèâíîñòåé äåôîðìàö³é âèêîðèñòîâóâàëàñü îäíîâèì³ðíà çàäà÷à ïðî çñóâ 
(êðó÷åííÿ). 

Â ðåçóëüòàò³ îáðîáêè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ [2] äëÿ àëþì³í³ºâîãî 
ñïëàâó ÀÌã-6 çà ìåòîäèêîþ [46] îäåðæàíî òàê³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ìî-
äåë³: 

 0D = 104
 ñ–1,     0K = 323.6 Ìïà,      1K = 647.4Ìïà,     n = 2.06,  

 1m = 0.182 Ìïà,      2m = 0,        G = 3.044104 ÌÏà. (33) 

Öèêë³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ðîçðàõîâóâàëè ïîò³ì äëÿ ³ñòîð³é 0 sine e t= ω . 

Íà ðèñ. 1 êðèâ³ 1 ³ 2 â³äïîâ³äàþòü 
öèêë³÷í³é êðèâ³é äëÿ ñòàíäàðòíîãî ìîíî-
ãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåííÿ 0s e  , s =  

02 G e=  , ³ «òî÷í³é» öèêë³÷í³é êðèâ³é 

02 ~s e∆  äëÿ ÷àñòîòè 2ω = π ñ–1. Àíàëî-

ã³÷íèìè êðèâèìè 3 ³ 4 çîáðàæåíî íàáëè-

æåíó 0
p eε  , 02p eε = λ , ³ òî÷íó 

02 ~p e∆ε  öèêë³÷í³ êðèâ³ äëÿ íåïðóæíî¿ 

äåôîðìàö³¿. Êðèâà 5 â³äïîâ³äàº ìîíîòîí-
íîìó êðó÷åííþ ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ 

=
0 0.1e ñ–1 (ñòàòè÷íà ä³àãðàìà). 

        Âèäíî, ùî ñòàíäàðòíà ìîäåëü ãàðìîí³÷íî¿ ë³íåàðèçàö³¿ ñóòòºâî çá³ëü-
øóº ðîçìàõè (àìïë³òóäè) íàïðóæåíü ³ íåïðóæíèõ äåôîðìàö³é. Î÷åâèäíî, 
ùî öèêë³÷í³ êðèâ³, ÿê³ äàº ìîäèô³êîâàíà ìîäåëü, ñï³âïàäàþòü ç òî÷íèìè, 
îñê³ëüêè îñòàíí³ é ïîêëàäåíî â ¿¿ áàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (27) äëÿ êîìïîíåíò 

G′  ³ ′λ  êîìïëåêñíèõ ìîäóë³â G  ³ λ . 
 Ñóòü íàáëèæåíèõ ï³äõîä³â íàî÷íî ³ëþñòðóº ðèñ. 2. Öèì äàíèì â³äïîâ³-

äàþòü 2
0 1.8 10e −= ⋅  ³ ω = π2 ñ–1. Êðèâèìè 1–3 çîáðàæåíî ïåòë³ ã³ñòåðåçèñà 
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Рис. 1 
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~s e  â³äïîâ³äíî äëÿ ïîâíî¿, ñòàíäàðòíî¿ ³ ìîäèô³êîâàíî¿ ìîäåëåé. Íà ðèñ. 3 

íàâåäåíî àíàëîã³÷í³ ïåòë³ äëÿ íåïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ ~p eε . Ïðè îäíàêîâèõ 
ïëîùàõ óñ³õ ïåòåëü (åêâ³âàëåíòí³ñòü çà äèñèïàö³ºþ çà ïåð³îä) ìîäèô³êîâàíà 
ìîäåëü äàº òî÷í³ çíà÷åííÿ ðîçìàõ³â íàïðóæåíü ³ íåïðóæíèõ äåôîðìàö³é â 
öèêë³. 
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 Рис. 2 Рис. 3 

Äåôîðìàö³éí³ çàëåæíîñò³ ìîäóë³â 0( )G e′  ³ 0( )G e′′  äëÿ àëþì³í³ºâîãî 

ñïëàâó ÀÌã-6 íà ÷àñòîò³ ω = π2 ñ–1 ïîêàçàíî íà ðèñ. 4à. Êðèâ³ 1 ³ 2 â³äïîâ³-

äàþòü ìîäóëþ G′ , ÿêèé ðîçðàõîâàíî ç âèêîðèñòàííÿì ñòàíäàðòíî¿ ³ ìîäè-

ô³êîâàíî¿ ìîäåëåé â³äïîâ³äíî. Êðèâà 3 â³äïîâ³äàº ìîäóëþ G′′ , ÿêèé ìàº îä-
íàêîâ³ çíà÷åííÿ äëÿ îáîõ ìîäåëåé. Ñòàíäàðòíà ìîäåëü äàº çàâèùåíó öèê-
ë³÷íó æîðñòê³ñòü ìàòåð³àëó. Âèäíî, ùî íèæ÷å â³ä öèêë³÷íî¿ ìåæ³ ïëàñòè÷-
íîñò³ Te ≅ 0.003 ìàòåð³àë âåäå ñåáå ÿê ïðóæíå ò³ëî, à äëÿ Te e>  ìîäóëü 

æîðñòêîñò³ G′  ð³çêî çìåíøóºòüñÿ, ìîäóëü âòðàò G′′  ð³çêî çðîñòàº ç³ çá³ëü-
øåííÿì e . Íåïðóæíà äåôîðìàö³ÿ çì³íþºòüñÿ çà çàêîíîì, áëèçüêèì äî ë³-

í³éíîãî çàêîíó /2 .p
Te e e= −  Îòæå, öèêë³÷íà ïîâåä³íêà ìàòåð³àëó º ñóòòºâî 

íåë³í³éíîþ. Àíàëîã³÷í³ êðèâ³ äëÿ ñòàë³ 12ÕÍÇÀ çîáðàæåíî íà ðèñ. 4á. 
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Рис. 4 

 3. ×èñëîâ³ ìåòîäè äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíèõ òåðìîìåõàí³÷íèõ êîëè-
âàíü. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â, îäåðæàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì íàâåäåíèõ 
âèùå ïîâíî¿ ³ íàáëèæåíî¿ ìîäåëåé, ïîòð³áíî ìàòè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò äëÿ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñêëàäíèõ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷. Äëÿ öüîãî â ²Ì ðîçðîá-
ëåíî ³òåðàö³éí³ ïðîöåäóðè äëÿ ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ, ÿê³ çâîäÿòü âèõ³äí³ íåë³-
í³éí³ çàäà÷³ äî ïîñë³äîâíîñò³ ë³í³éíèõ çàäà÷ ìåõàí³êè â’ÿçêîïðóæíèõ ò³ë ³ 
çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äîìèì äæåðåëîì òåïëà. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ 
ë³í³éíèõ çàäà÷ ðîçðîáëåíî ñê³í÷åííî-åëåìåíòí³ ìåòîäè òà ìåòîä äèñêðåòíî¿ 
îðòîãîíàë³çàö³¿. Ðîçðîáëåíî êîìïëåêñ ïðîãðàì, ÿê³ ðåàë³çóþòü ö³ ìåòîäè 
ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ îñåñèìåòðè÷íèõ, ïëîñêèõ ³ òðèâèì³ðíèõ äèíàì³÷íèõ 
ñïðÿæåíèõ ñòàö³îíàðíèõ ³ íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷. 

Îãëÿä ðîá³ò, ïðèñâÿ÷åíèõ ðîçðîáö³ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîâèì³ðíèõ 
çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè ñïðÿæåíèõ ïîë³â, ïîäàíî â ðîáîòàõ [18, 22, 39, 48]. Íå-
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äàâíî áóëî ðîçðîáëåíî ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ³ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
òðèâèì³ðíèõ çàäà÷. Íàâåäåìî îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ïîêëàäåí³ â îñíîâó 
öüîãî ìåòîäó.  

Âàð³àö³éíå ôîðìóëþâàííÿ ë³í³éíî¿ çàäà÷³ ìàòèìå âèãëÿä 

 1 20, .Ý Ý Ý Ýδ = = +  (34) 

Òóò äëÿ ïåð³îäè÷íèõ ïðîöåñ³â 

  2
1 2

1 ( 2 ] ,
2 ijkl ij kl i i i i i i

V S

Ý C K u u u dV Ý F u ds

σ

= ε ε − − ω ρ =∫∫ ∫ ,  (35) 

äå V  – îá’ºì ò³ëà, Sσ  – ÷àñòèíà ïîâåðõí³, ò³ëà, íà ÿê³é ä³º ìåõàí³÷íå íà-

âàíòàæåííÿ. 
Çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ â öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ( , , )r z ϕ , â³ñü z  

ÿêî¿ ñï³âïàäàº ç â³ññþ îáåðòàííÿ ò³ëà. Ìàë³ äåôîðìàö³¿ äëÿ çàãàëüíîãî íå-
îñåñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè çì³ùåííÿ ϕ, ,ru u  

zu  ç â³äîìèõ ñï³ââ³äíîøåíü, çàïèñàíèõ â öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âàð³àö³éíî¿ çàäà-
÷³ (34) ðîç³á’ºìî îá’ºì V  ò³ëà îáåðòàííÿ 
N  âóçëîâèìè êîëàìè ³ â³äïîâ³äíèìè K  
ìåðèä³îíàëüíèìè ïåðåð³çàìè (ïåðåòèíà-
ìè) íà M  øåñòèãðàííèõ ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â, êîæíèé ç ÿêèõ ìàº 24 âóçëîâ³ 
òî÷êè (ðèñ. 5). Ò³ëî ä³ëèìî íà ñê³í÷åíí³ 
åëåìåíòè òàê, ùî êîæíèé ç íèõ ñêëàäà-
ºòüñÿ ç îäíîãî ìàòåð³àëó. 

Çà ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ó 
ÿê³é âèçíà÷àþòüñÿ àïðîêñèìóþ÷³ ôóíê-
ö³¿ åëåìåíòà òà âèêîíóºòüñÿ ³íòåãðóâàí-
íÿ, âèêîðèñòàíî íîðìàë³çîâàíó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêö³é, 
ÿê³ àïðîêñèìóþòü ñêëàäîâ³ ïåðåì³ùåíü â åëåìåíò³, âèêîðèñòàíî òðèãîíî-
ìåòðè÷í³ é àëãåáðà¿÷í³ ïîë³íîìè ( ),  ( , ),  1,2,3,   1,2, , 8i j i jΦ ϕ Ψ ξ η = =  , [54] 

 
ϕ − ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ

Φ ϕ =
ϕ − ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ

2 3 2 3
1

1 2 1 3 2 3

sin( ) sin( ) sin( )
( ) ,

sin( ) sin( ) sin( )
 

 3 1 3 1
2

2 3 2 1 3 1

sin( ) sin( ) sin( )
( )

sin( ) sin( ) sin( )
ϕ − ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ

Φ ϕ =
ϕ − ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ

, 

 1 2 1 2
3

3 1 3 1 1 2

sin( ) sin( ) sin( )
( )

sin( ) sin( ) sin( )
ϕ − ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ

Φ ϕ =
ϕ − ϕ − ϕ − ϕ + ϕ − ϕ

, 

 1 2
1 1(1 )(1 )( 1), (1 )(1 )( 1)
4 4

Ψ = − ξ − η −ξ − η − Ψ = + ξ − η ξ − η − , 

 3 4
1 1(1 )(1 )( 1), (1 )(1 )( 1)
4 4

Ψ = + ξ + η ξ + η − Ψ = − ξ + η −ξ + η + , 

 2 2
5 6

1 1(1 )(1 ), (1 )(1 )
2 2

Ψ = − ξ − η Ψ = − η + ξ , 

  2 2
7 8

1 1(1 )(1 ), (1 )(1 )
2 2

Ψ = − ξ + η Ψ = − η − ξ .  (36) 

Öèë³íäðè÷í³ ,r z  ³ ëîêàëüí³ ,ξ η  êîîðäèíàòè ïîâ’ÿçàí³ òàêèìè ñï³â-
â³äíîøåííÿìè:  
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Рис. 5 
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8 8

1 1

,           j j j j
j j

r r z z
= =

= Ψ = Ψ∑ ∑ , (37) 

äå ,j jr z  – âóçëîâ³ çíà÷åííÿ êîîðäèíàò. 

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ³ àëãåáðà¿÷íèõ ïîë³íîì³â, 
êîìïîíåíòè âåêòîðà çì³ùåíü ìîæíà àïðîêñèìóâàòè âèðàçàìè 

 
24 24 24

1 1 1

( , , ) ,  ( , , ) ,  ( , , )i i i
r i r z i z i

i i i

u G u u G u u G uϕ ϕ
= = =

= ϕ ξ η = ϕ ξ η = ϕ ξ η∑ ∑ ∑ . (38) 

Òóò àïðîêñèìóþ÷³ ôóíêö³¿ iG  º äîáóòêàìè â³äïîâ³äíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ³ 

àëãåáðà¿÷íèõ ïîë³íîì³â: ,  1,2,3,   1,2, ,8i j kG j k= Φ Ψ = =  ; , ,i i i
r zu u uϕ  – 

âóçëîâ³ çíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîðà çì³ùåííÿ. 
 Àïðîêñèìóþ÷è ìåõàí³÷íå íàâàíòàæåííÿ òàêîæ ôóíêö³ÿìè iG , ç óìîâè 
ñòàö³îíàðíîñò³ ôóíêö³îíàëà (34), (35) äëÿ âèçíà÷åííÿ âóçëîâèõ çíà÷åíü 
êîìïëåêñíèõ àìïë³òóä ïåðåì³ùåíü îäåðæèìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷-
íèõ ð³âíÿíü ç êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. ²íòåãðàëè, ÿê³ âõîäÿòü ó êîåô³-
ö³ºíòè àëãåáðà¿÷íî¿ ñèñòåìè, ðîçðàõîâóâàëè ÷èñåëüíî, ïðè öüîìó çà çì³í-
íèìè ,ξ η  âèêîðèñòîâóâàëè ôîðìóëó ¥àóññà [1, 13], à çà çì³ííîþ ϕ  – êâàä-

ðàòóðíó ôîðìóëó [54] 
0

( ) ( )
b M

m m
ma

F d h F
=

ϕ ϕ = ϕ∑∫ . Òóò 1M +  – ÷èñëî òî÷îê, â 

ÿêèõ îá÷èñëþºòüñÿ ôóíêö³ÿ ( )F ϕ , 

 2 1 1, ,        ( )
1 2 1m m

m k M h B A
M M

πϕ = = = − ++ + 
 

 
1

2 2cos ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( ) cos ( ) cos ( )
k

m m
j

j jb jb j jb jb
j j=

 + ϕ − − ϕ −    
∑ [ ] [ ] . 

Îäåðæàíó òàêèì ÷èíîì ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ðîçâ’ÿçóâàëè â 
êîìïëåêñí³é îáëàñò³ ìåòîäîì ¥àóññà. Öå äîçâîëÿº çíàéòè ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè 
âåëèêî¿ ðîçì³ðíîñò³ áåç ïîðóøåííÿ ñèìåòð³¿ ³ ñòð³÷êîâîñò³ ¿¿ ñòðóêòóðè. Çà 
îòðèìàíèìè çíà÷åííÿìè çì³ùåíü çíàõîäèìî êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîð-
ìàö³é ³ äèñèïàòèâíó ôóíêö³þ. 
 Çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçðàõîâóâàòè íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíèé ñòàí â ò³ëàõ îáåðòàííÿ ÿê ïðè íåîñåñèìåòðè÷íîìó, òàê ³ ïðè 
îñåñèìåòðè÷íîìó äåôîðìóâàíí³, à òàêîæ â íåçàìêíóòèõ ò³ëàõ îáåðòàííÿ.  
 Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ äëÿ â’ÿçêîïðóæíèõ ìàòåðàë³â 

ó ôóíêö³îíàë³ (34), (35) íåîáõ³äíî çàì³íèòè 2−ω  íà êâàäðàò ïàðàìåòðà ïå-

ðåòâîðåííÿ çà Ëàïëàñîì 2s , êîìïëåêñí³ õàðàêòåðèñòèêè çàì³íèòè íà ïåðå-
òâîðåí³ çà Ëàïëàñîì âåëè÷èíè, îäåðæàòè ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â 
ïðîñòîð³ ïåðåòâîðåíèõ çà Ëàïëàñîì âåëè÷èí ³ â ê³íöåâîìó ðåçóëüòàò³ ïå-
ðåéòè äî ñèñòåìè ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, çàñòîñóâàòè äî ö³º¿ 
ñèñòåìè ìåòîä îñåðåäíåííÿ (ùî ôàêòè÷íî åêâ³âàëåíòíî ïåðåõîäó äî ñïðî-
ùåíî¿ ìîäåë³ Ôîéãòà) ³ âèêîðèñòàòè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îäåðæàíî¿ òàêèì ÷èí-
îì ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ÷èñåëüíèé ìåòîä. Ïðè ðîç-
â’ÿçóâàíí³ íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ ç âèêîðèñòàííÿì ìîäåë³ ÁÏ ìîæíà çàñòî-
ñîâóâàòè ò³ æ ñàì³ ³òåðàö³éí³ ïðîöåäóðè, ÿê³ âèêîðèñòîâóâàëèñü ïðè ðîçâ’ÿ-
çóâàíí³ îñåñèìåòðè÷íèõ ïðîñòîðîâèõ çàäà÷ ó ðîáîòàõ [22, 23, 48]. 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó íåïðóæíèõ ò³ë, ñêëàäåíèõ ³ç 
àí³çîòðîïíèõ òà ³çîòðîïíèõ ÷àñòèí, íåîáõ³äíî îá÷èñëèòè òåìïåðàòóðó â 
êîæí³é òî÷ö³ ò³ëà. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íà êîæí³é ³òåðàö³¿ ë³í³éíî¿ çàäà÷³ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äîìèì äæåðåëîì äëÿ òðèâèì³ðíîãî ò³ëà îáåðòàííÿ òàêîæ 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â.  

Ôóíö³îíàë I  ó âàð³àö³éí³é çàäà÷³ 
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 0Iδ =   (39) 

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ [37] 

  
2 2 2

2
1 1 1
2 2 2

zz rr zr
V

T T T T TI
z r z rr

ϕϕ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = λ + λ + λ + λ +      ∂ ∂ ∂ϕ ∂ ∂     ∫  

 1 1 1
2z r C

S

T T T T TcT Qt dV T T dS
r z r r tϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + λ + λ + ρ − + α − ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂  ∫ . (40) 

Öÿ âàð³àö³éíà çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ íà ò³é ñàì³é ñ³òö³ ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â, ùî é çàäà÷à ìåõàí³êè. Ïðè öüîìó òåìïåðàòóðà, êîåô³ö³ºíò òåïëî-
ïðîâ³äíîñò³, òåìïåðàòóðà îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà òà äæåðåëî òåïëà àïðîê-
ñèìóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì: 

 
24 24 24 24

1 1 1 1

,     ,     ,      i i i i C i i i i
i i i i

T G T G T G T Q G Q
= = = =

= α = α = =∑ ∑ ∑ ∑ , (41)                  

äå iQ  – äîáóòîê òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà àëãåáðà¿÷íèõ ïîë³íîì³â, ÿê³ âèçíà÷à-
þòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (36). 

Âèêîíóþ÷è çâè÷àéíó ïðîöåäóðó ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ³ ââàæà-
þ÷è, ùî ïîõ³äíà ∂ ∂T t  íå âàð³þºòüñÿ, îäåðæèìî òàêó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ 
ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî âóçëîâèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè: 

 k
k k

dT
M KT P

dt
+ = . (42) 

Äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âèêîðèñòîâóºìî ìåòîä ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü, êîëè 
ïîõ³äíà çà ÷àñîì àïðîêñèìóºòüñÿ âèðàçîì [1] 

 
( ) ( )k k kdT T t t T t

dt t
+ ∆ −

=
∆

. (43) 

Öå äîçâîëÿº îäåðæàòè ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî âóçëîâèõ 
çíà÷åíü òåìïåðàòóðè â ìîìåíò ÷àñó t t+ ∆  ÷åðåç â³äîì³ çíà÷åííÿ òåìïåðà-
òóðè â ïîïåðåäí³é ìîìåíò .t  Òàêà ð³çíèöåâà ñõåìà º íåÿâíîþ ³ âèìàãàº 
ðîçâ’ÿçóâàòè ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü íà êîæíîìó êðîö³ çà 
÷àñîì. 

4. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â. Îäí³ºþ ç íàé-
á³ëüø âàæëèâèõ çàäà÷, ÿêà º òåñòîâîþ äëÿ ð³ç-
íèõ ìîäåëåé ³ ìåòîä³â äîñë³äæåííÿ, º êëàñè÷íà 
çàäà÷à ïðî ðåçîíàíñí³ êîëèâàííÿ íåë³í³éíîãî 
îñöèëÿòîðà [3, 35]. Ðîçãëÿíåìî îñöèëÿòîð çñóâó 
– ò³ëî ìàñîþ M, ðîçì³ùåíå íà íåë³í³éíî â’ÿçêî-
ïðóæí³é ïðóæèí³ (ðèñ. 6) 

Ââàæàºòüñÿ, ùî ìåõàí³÷íà ïîâåä³íêà ìàòå-
ð³àëó ïðóæèíè îïèñóºòüñÿ íåë³í³éíîþ ìîäåëëþ 
ñòàíäàðòíîãî â’ÿçêîïðóæíîãî ò³ëà [27]. Äëÿ íå¿ 
äîòè÷íå íàïðóæåííÿ s  ³ çñóâíà äåôîðìàö³ÿ e  
ïîâ’ÿçàí³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 0 1
12 ( ),   ( 2 ),     (0) 0
2v v v vs G e e e s G e e= − = − =

η
 , (44) 

äå 0G  – ìèòòºâèé ìîäóëü çñóâó; ve  – â’ÿçêà ñêëàäîâà äåôîðìàö³¿. 

Íåë³í³éí³ âëàñòèâîñò³ ìîäåë³ âèçíà÷àºìî çàëåæíîñòÿìè 

 1 01 0 0 0exp ,     expv vG G e e e eγ β= − η = η −  ( ) ( ) . (45) 

Òóò 01G , 0η , 0e , 0e , γ  ³ β  – ïàðàìåòðè ìîäåë³, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ 0e , 0e , 

γ  ³ β  õàðàêòåðèçóþòü íåë³í³éí³ñòü. 

Êîëèâàííÿ ò³ëà ìàñè M  íà â³áðî³çîëÿòîð³ çñóâó ç ïëîùåþ F  ³ âèñîòîþ 
H  (ðèñ. 6) îïèñóþòüñÿ ð³âíÿííÿì 

 

M 

x 

η 

G1 

G0 

T0 S sin ωt 

  
Рис. 6 
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 0 sin ,       (0) 0,        (0) 0Mx sF Fs t x x+ = ω = =  , (46) 

äå 0s  – çîâí³øíº äîòè÷íå íàâàíòàæåííÿ, â³äíåñåíå äî îäèíèö³ ïëîù³ â³áðî-

³çîëÿòîðà; ω  – ÷àñòîòà íàâàíòàæåííÿ. 
Âðàõîâóþ÷è (44), ð³âíÿííÿ (46) ïåðåòâîðèìî äî âèãëÿäó 

 2 2
0 0 0( ) sin ,         (0) (0) 0ve e e e t e e∗+ ω − = ω ω = =  , (47) 

äå 2
0 0 0 0 0/2 , / , / 2 .e x H G F HM e s G∗= ω = =  

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (44) ³ (47) ñòàíîâëÿòü çàìêíåíó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ 
âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí e , s  ³ ve . Íàáëèæåíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ïðî îäíî÷àñ-
òîòí³ êîëèâàííÿ ò³ëà îäåðæèìî, çàñòîñîâóþ÷è îïèñàí³ âèùå ñõåìè ãàðìî-
í³÷íî¿ ë³íåàðèçàö³¿. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî òàê³ ð³âíÿííÿ äëÿ àìïë³òóäè e  
³ ôàçè ϕ  âèìóøåíèõ  ñòàö³îíàðíèõ êîëèâàíü: 

 
/

ˆ ˆ ˆ
ˆ

1 222 2
2

0 2 2
0 0

1( ) 0,      e G G G
G

−
∗  ω ω   ′ ′′ ′− − + = ϕ = −     ′′    ω ω

, (48) 

äå ˆ ˆ/ /0 0,G G G G G G′ ′ ′′ ′′= =  – íîðìîâàí³ êîìïîíåíòè êîìïëåêñíîãî ìîäóëÿ 

çñóâó. 
Íåõàé â³áðî³çîëÿòîð âèãîòîâëåíî ç åëàñòîìåðà áóòèë – êàó÷óê (+28% 

ñàæ³). Â ðåçóëüòàò³ îáðîáêè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ [57] îäåðæàíî òàê³ 
çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ (44), (45): 

 7 6 6
0 01 03.45 10 Ïà,    23.0 10 Ïà,      2.462 10 Ïà ñG G= ⋅ = ⋅ η = ⋅ ⋅ , 

 0 095.8,   0.89,   327.0,      1.12e e= γ = = β =  (49) 

Íà ðèñ. 7 ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè ïîêàçàíî äåôîðìàö³éí³ çàëåæíîñò³ G′  ³ 
G′′ , ðîçðàõîâàí³ ç âèêîðèñòàííÿì ïà-
ðàìåòð³â (49). Êðóæå÷êàìè íàâåäåíî 
åêñïåðèìåíòàëüí³ äàí³. Öèôðà 1 â³äïî-
â³äàº ìîäóëþ G′ , îäåðæàíîìó çà äî-
ïîìîãîþ ñòàíäàðòíî¿, à öèôðà 2 – ìî-
äèô³êîâàíî¿ ñõåìàì ë³íåàðèçàö³¿. Âèä-
íî, ùî â óñüîìó ³íòåðâàë³ äåôîðìàö³é 
ìàòåð³àë âåäå ñåáå ÿê íåë³í³éíå ò³ëî, 
ïðè÷îìó ç ðîñòîì äåôîðìàö³¿ ìîäóëü 
íàêîïè÷åííÿ G′  ñóòòºâî çìåíøóºòüñÿ, 

à ìîäóëü âòðàò G′′  – çðîñòàº.  
Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî ðåçîíàíñí³ àì-

ïë³òóäíî-÷àñòîòí³ êðèâ³ äëÿ çóñèëëÿ ó â³áðî³çîëÿòîð³ äëÿ íàâàíòàæåííÿ 
∗ −= ⋅ 3
0 0.12 10e . 

Øòðèõîâà êðèâà ðîçðàõîâóâàëàñü øëÿõîì ïðÿìîãî ÷èñåëüíîãî ³íòåãðó-
âàííÿ çà ÷àñîì âèõ³äíèõ ð³âíÿíü (44) ³ 
(47). Ðîçðàõóíîê ïðîâîäèâñÿ íåÿâíèì 
ìåòîäîì Åéëåðà. Íà êîæíîìó ÷àñîâî-
ìó êðîö³ ñèñòåìà íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü 
ðîçâ’ÿçóâàëàñü ìåòîäîì ïðîñòèõ ³òå-
ðàö³é ç ïðèñêîðåííÿì çá³æíîñò³ ïðî-
öåñó çà äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè Ñòåô-
ôåíñåíà – Åéòêåíà [48]. Êðèâ³ 1 ³ 2 
â³äïîâ³äàþòü ñòàíäàðòíîìó òà ìîäè-
ô³êîâàíîìó ï³äõîäàì.  

Âèäíî, ùî â äåÿê³é îáëàñò³ ÷àñòîò 
ñòàíäàðòíà ìîäåëü äîáðå óçãîäæó-
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Рис. 7 
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ºòüñÿ ç òî÷íèì (÷èñåëüíèì) ðîçâ’ÿçêîì äëÿ ê³íåìàòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, 
ïðîòå äàº ã³ðø³ ðåçóëüòàòè ïîð³âíÿíî ç ìîäèô³êîâàíèì ï³äõîäîì ïðè îö³íö³ 
ìàêñèìàëüíîãî â ðåçîíàíñí³é îáëàñò³ çì³ùåííÿ ò³ëà. Âêàçàí³ ìîäåë³ äàþòü 
â³äïîâ³äíî âåðõíþ ³ íèæíþ îö³íêó àìïë³òóä íàïðóæåíü ó â³áðî³çîëÿòîð³. 
Ïðè öüîìó, ÿê ³ ó âèïàäêó çì³ùåíü, ìîäèô³êîâàíà ìîäåëü äàº á³ëüø òî÷í³ 
çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíî¿ àìïë³òóäè íàïðóæåíü. 

Â ö³ëîìó íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî îáèäâ³ ñõåìè ãàðìîí³÷íî¿  
ë³íåàðèçàö³¿ äîïîâíþþòü îäíà îäíó ³ ïðè ñóì³ñíîìó âèêîðèñòàíí³ äîçâîëÿ-
þòü çàäîâ³ëüíî îïèñàòè ê³íåìàòè÷í³ òà ñèëîâ³ ðåçîíàíñí³ õàðàêòåðèñòèêè 
êîëèâàëüíèõ ñèñòåì ç íåë³í³éíî-â’ÿçêîïðóæíèìè â³áðî³çîëÿòîðàìè. 

Ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî äëÿ íàâàíòàæåíü, ÿê³ âèêëèêàþòü ïîâíó äå-
ôîðìàö³þ äî 2%, âíåñîê âèùèõ ãàðìîí³ê â ïîâíó àìïë³òóäó êîëèâàíü ñêëà-
äàº íå á³ëüøå 6%. Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòàííÿ ìîäåë³ ìîíîãàðìîí³÷íîãî íà-
áëèæåííÿ äëÿ íå äóæå âåëèêî¿ íåë³í³éíîñò³ äàº íåçíà÷íó ïîõèáêó. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îñöèëÿòîð çñóâó (ðèñ. 6) ç äèñèïàòèâíèì åëåìåíòîì, 
ÿêèé îïèñóºòüñÿ îäíîâèì³ðíîþ ìîäåëëþ ÁÏ ç ïàðàìåòðàìè (33). Ð³âíÿííÿ 
êîëèâàíü çáåð³ãàº âèãëÿä (46). 
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Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíî ðîçðàõîâàí³ çíà÷åííÿ êîìïîíåíò êîìïëåêñíîãî ìî-
äóëÿ âêàçàíîãî âèùå àëþì³í³ºâîãî ñïëàâó äëÿ äåôîðìàö³éíîãî öèêëó ç ÷àñ-
òîòîþ = 243Ãöf . Êðèâ³ 1 ³ 2 äàþòü çàëåæíîñò³ G′  â³ä äåôîðìàö³¿ äëÿ 

ñòàíäàðòíî¿ ³ ìîäèô³êîâàíî¿ ìîäåëåé; êðèâà 3 â³äïîâ³äàº ìîäóëþ G′′ , îäíà-

êîâîìó äëÿ îáîõ ìîäåëåé; êðèâà 4 ³ëþñòðóº ä³àãðàìó ( , )pe e∆ ω . Íà ðèñ. 10 
ïîêàçàíî ÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ àìïë³òóä ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿ e  â îêîë³ ë³í³é-
íîãî ðåçîíàíñó =0 243Ãöf . Àíàëîã³÷í³ êðèâ³ äëÿ íåïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ ³ 

íàïðóæåííÿ íàâåäåíî íà ðèñ. 11 ³ 12. Ñåð³¿ êðèâèõ 1 ³ 2 â³äïîâ³äàþòü íà-

âàíòàæåííÿì ∗ −= ⋅ 2
0 0.1 10e , −⋅ 20.2 10 . Ñóö³ëüí³ ë³í³¿ îäåðæàíî øëÿõîì ïðÿ-

ìîãî ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì ïîâíî¿ çàäà÷³ ÁÏ äëÿ ìàòåð³àëó ç âëàñòèâîñòÿ-
ìè (33). Êðóæå÷êàìè íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â ç âèêîðèñòàííÿì 
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ñòàíäàðòíî¿, à òðèêóòíèêàìè – ìîäèô³êîâàíî¿ ìîäåëåé. Òîíê³ ë³í³¿ â³äïîâ³-
äàþòü ë³í³éíî-ïðóæí³é çàäà÷³. Âèäíî, ùî ïëàñòè÷í³ñòü îáóìîâëþº ðåçîíàíñ-
íó õàðàêòåðèñòèêó ì’ÿêîãî òèïó. Ïðè öüîìó, ïðîòå, ôîðìóâàííþ îáëàñòåé 
íåîäíîçíà÷íîñò³ ïåðåøêîäæàº âèñîêèé ð³âåíü âíóòð³øíüî¿ äèñèïàö³¿ â ìà-
òåð³àë³. Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî àëþì³í³ºâ³ ñïëàâè ìàþòü äóæå ìàëå öèêë³÷íå 
çì³öíåííÿ, ÷àñòîòíà õàðàêòåðèñòèêà äëÿ íàïðóæåíü ìàº â ïëàñòè÷í³é îá-
ëàñò³ ïëàòîâèäíó ôîðìó. 

Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â ñâ³ä÷èòü, ùî ñòàíäàðòíà ìîäåëü äàº äîáðå óçãîä-
æåííÿ ç òî÷íèì (÷èñåëüíèì) ðîçâ’ÿçêîì çà ê³íåìàòè÷íèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè – ïîâíèìè ³ ïëàñòè÷íèìè äåôîðìàö³ÿìè. Ïðîòå âîíà äàº ïîì³òíî çà-

âèùåí³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f∗  ÷àñòîòó, ïðè ÿê³é äîñÿ-

ãàºòüñÿ ìàêñèìóì àìïë³òóäè çáóäæåííÿ. Çîêðåìà, äëÿ ∗ −= ⋅ 2
0 0.1 10e  ³ 0e

∗ =  
20.2 10−= ⋅  ìàºìî â³äïîâ³äíî ∗ =1 223Ãöf  ³ ∗ =2 190Ãöf . Â îáëàñò³ f f∗>  ìî-

äèô³êîâàíà ìîäåëü òàêîæ äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì, ïðè 
öüîìó âîíà äàº íèæíþ, à ñòàíäàðòíà ìîäåëü – âåðõíþ îö³íêó äëÿ äåôîð-

ìàö³é. Ïðè f f∗<  ìîäèô³êîâàíà ìîäåëü çàâèùóº äåôîðìàö³¿ â îáëàñò³ íå-
ïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ.  

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ îäåðæàííÿ á³ëüø òî÷íèõ îö³íîê ÿê ê³íåìàòè÷íèõ, 
òàê ³ ñèëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæíà ðåêîìåíäóâàòè ïðîâåäåííÿ ïîäâ³éíîãî 
ðîçðàõóíêó ïëàñòè÷íèõ ñèñòåì ç âèêîðèñòàííÿì îáîõ ñõåì ë³íåàðèçàö³¿. 

Ç âèêîðèñòàííÿì ïîâíî¿ ³ íàáëèæåíî¿ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðî êîëèâàííÿ 
³ äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â äèñèïàòèâíèõ ò³ë ç ïàñèâíèõ ìàòåð³àë³â ç óðàõó-
âàííÿì ô³çè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ ïåðøîãî òèïó áóëî ðîçâ’ÿçàíî áàãàòî êîíêðåò-
íèõ çàäà÷ ³ ïîêàçàíî, ùî ñïðîùåíà ïîñòàíîâêà äàº äîñèòü òî÷í³ ðåçóëüòàòè. 
Îãëÿä öèõ ðåçóëüòàò³â ì³ñòèòüñÿ ó ñòàòò³ [39]. 

Ñë³ä â³äì³òèòè, ùî âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ìîíîãàðìîí³÷íèõ ïðîöåñ³â 
äåôîðìóâàííÿ ìàþòü îäèí ³ òîé æå âèãëÿä ÿê äëÿ â’ÿçêîïðóæíèõ ìàòåð³à-
ë³â, òàê ³ äëÿ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ ÷è â’ÿçêîïðóæíîïëàñòè÷íèõ ìàòåð³àë³â, 
òîáòî âîíè º îäíàêîâèìè äëÿ âñ³õ òèï³â äèñèïàòèâíèõ ìàòåð³àë³â.  

Îãëÿä ðîá³ò, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñë³äæåííþ âïëèâó íåë³í³éíîñò³ ïåðøîãî 
òèïó äëÿ ïîë³ìåðíèõ ò³ë, íàâåäåíî â ñòàòòÿõ [24, 44, 55]. ßêùî çíåõòóâàòè 
çàëåæí³ñòþ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó â³ä òåìïåðàòóðè, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî 
ïîñë³äîâíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ ìåõàí³êè ç âèêîðèñòàííÿì íå-
ë³í³éíèõ êîìïëåêñíèõ ð³âíÿíü ñòàíó, ðîçðàõóíêó äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿ òà 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç â³äîìèì äæåðåëîì òåïëà. Òàê³ çà-
äà÷³ âèíèêàþòü ïðè ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðè äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó åëå-
ìåíò³â êîíñòðóêö³é ç ìåòàë³÷íèõ ìàòåð³àë³â ïðè ðîñò³ òåìïåðàòóðè â ä³à-
ïàçîí³, êîëè çàëåæí³ñòþ âëàñòèâîñòåé â³ä òåìïåðàòóðè ìîæíà çíåõòóâàòè.  

Ïðè ïîñòàíîâö³ çàäà÷ ç óðàõóâàííÿì íåë³í³éíîñò³ äðóãîãî òèïó íåîá-
õ³äíî â íàâåäåíèõ âèùå ð³âíÿííÿõ çíåõòóâàòè çàëåæí³ñòþ êîìïëåêñíèõ õà-
ðàêòåðèñòèê â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é (÷è íàïðóæåíü) ³ âðàõóâàòè ëèøå çà-
ëåæíîñò³ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó â³ä òåìïåðàòóðè. Òàê³ çàäà÷³ âèíèêàþòü 
ïðè äîñë³äæåíí³ êîëèâàíü ïîë³ìåðíèõ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é, âëàñòèâîñò³ 
ÿêèõ á³ëüø ÷óòëèâ³ äî çì³íè òåìïåðàòóðè, í³æ äî çàëåæíîñòåé âëàñòèâîñ-
òåé ìàòåð³àëó â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é. Øèðîê³ êëàñè îñåñèìåòðè÷íèõ 
ñïðÿæåíèõ çàäà÷ äëÿ ò³ë îáåðòàííÿ, ïëîñêèõ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ òà äâîâè-
ì³ðíèõ ³ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ äëÿ òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â ó ðàìêàõ ö³º¿ ïî-
ñòàíîâêè ïîäàíî â ìîíîãðàô³ÿõ [15, 17, 19, 20, 22, 25]. 

Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ ìîíîãàðìîí³÷íîãî íàáëèæåííÿ áóâ ïðîâåäåíèé àíà-
ë³ç åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàò³â ñòîñîâíî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè äèñè-
ïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó â ò³ëàõ ð³çíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ³ ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ç òå-
îðåòè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, ÿêå ñâ³ä÷èòü ïðî âèñîêó òî÷í³ñòü ìîíîãàðìîí³÷-
íîãî íàáëèæåííÿ äëÿ ìàòåð³àë³â ç íåë³í³éí³ñòþ äðóãîãî òèïó. Àíàë³ç òåî-
ðåòè÷íèõ òà åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðîá³ò, âèêîíàíèõ â ðàìêàõ ö³º¿ ïîñòàíîâêè, 
íàâåäåíî â îãëÿäîâèõ ñòàòòÿõ [16, 18, 21, 23, 24, 44].  
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Íà îñíîâ³ âêàçàíîãî âèùå ï³äõîäó ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ 
åëåìåíò³â ðîçâ’ÿçàíî ñïðÿæåíó çàäà÷ó äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ àëþì³í³ºâî¿ ïàíåë³ 
ç óðàõóâàííÿì ô³çè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ ïåðøîãî òèïó ïðè ä³¿ íà íå¿ ãàðìîí³÷-
íîãî âíóòð³øíüîãî òèñêó. Îäåðæàí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè ñâ³ä÷àòü, ùî ïðè 
íàâ³òü äóæå âåëèêèõ êîåô³ö³ºíòàõ òåïëîîáì³íó ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì 
òåìïåðàòóðà äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó ïåðåâèùóº ðåàëüíî ìîæëèâ³ ìåæ³ ïðè 
ñòàö³îíàðíèõ êîëèâàííÿõ íåïðóæíîãî ò³ëà çà ìåæàìè ïðóæíîñò³. Ó íàñòóï-
íèõ ïóáë³êàö³ÿõ àâòîð³â öå ïèòàííÿ áóäå îáãîâîðåíî á³ëüø äåòàëüíî. 
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МОНОГАРМОНИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ В ЗАДАЧАХ О НЕЛИНЕЙНЫХ 
КОЛЕБАНИЯХ И ДИССИПАТИВНОМ РАЗОГРЕВЕ НЕУПРУГИХ ТЕЛ  
 
Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíûõ ìîäåëåé íåóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ, êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ è àíàëèçà êîíêðåòíûõ 
÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ îá îäíî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèÿõ è 
äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå íåóïðóãèõ òåë ïðè ìîíîãàðìîíè÷åñêîì íàãðóæåíèè. 
 
MONOHARMONIC APPROXIMATION IN PROBLEMS OF NONLINEAR 
VIBRATIONS AND DISSIPATIVE HEATING OF INELASTIC BODIES 
 
The question about one-frequency vibrations and dissipative heating of inelastic bodies 
under monoharmonic loading is considered using the nonlinear models of inelastic 
materials, finite-element method  and analysis of numerical results. 
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