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ТЕРМОПРУЖНІСТЬ НЕФЕРОМАГНІТНИХ ЕЛЕКТРОПРОВІДНИХ ТІЛ 
ЗА УМОВ ДІЇ ІМПУЛЬСНИХ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ ПОЛІВ  
 

Çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü îïèñó òà ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ òåðìî-
íàïðóæåíîãî ñòàíó íåôåðîìàãí³òíèõ åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë çà óìîâ ä³¿ çîâ-
í³øí³õ íåóñòàëåíèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ ïîë³â ³ìïóëüñíîãî òèïó, ÿê³ ìàþòü 
õàðàêòåð øèðîêî âèêîðèñòîâóâàíîãî â ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³ ðåæèìó ç ìîäó-
ëÿö³ºþ àìïë³òóäè ïðè ³ìïóëüñíîìó ìîäóëþþ÷îìó ñèãíàë³. Ìîäåëü º ðîçâèò-
êîì â³äîìèõ ç ë³òåðàòóðè ìîäåëåé äëÿ êâàç³óñòàëåíîãî òà ³ìïóëüñíîãî 
åëåêòðîìàãí³òíèõ ïîë³â. ßê ïðèêëàä äîñë³äæåíî òåðìîìåõàí³÷íó ïîâåä³íêó 
ñóö³ëüíîãî òà ïîðîæíèñòîãî öèë³íäð³â çà òàêî¿ ä³¿. 

 
Åëåìåíòè êîíñòðóêö³é ñó÷àñíî¿ òåõí³êè, ÿê ïðè âèãîòîâëåíí³, òàê ³ ïðè 

åêñïëóàòàö³¿, ïåðåáóâàþòü â óìîâàõ áàãàòîôàêòîðíèõ íàâàíòàæåíü, îäíèìè 
ç ÿêèõ º ³ìïóëüñí³ åëåêòðîìàãí³òí³. Òàê³ íàâàíòàæåííÿ, çîêðåìà, øèðîêî 
âèêîðèñòîâóþòüñÿ â òåõíîëîã³ÿõ îáðîáêè äåòàëåé ìàøèí ³ ìåõàí³çì³â, ó 
ñèñòåìàõ ³ ïðèñòðîÿõ äëÿ çíÿòòÿ îáëåäåí³ííÿ íà ë³òàêàõ ³ êîðàáëÿõ, î÷è-
ùåííÿ òðóáîïðîâîä³â ñêëàäíî¿ ôîðìè, ïðóæíîãî ïðóæèíåííÿ äåòàëåé [1, 7, 
10, 11, 20] ³ ò. ï. Ôóíêö³îíàëüíå ïðèçíà÷åííÿ çãàäàíèõ òåõí³÷íèõ ñèñòåì ³ 
ïðèñòðî¿â, ó ÿêèõ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ä³ÿ ³ìïóëüñíèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ ïîë³â 
(ÅÌÏ), ïîâ’ÿçàíå ç³ ñòâîðåííÿì òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â òà äèíàì³÷íèõ íàïðó-
æåíü (ìåõàí³÷íèõ êîëèâàíü) ó â³äïîâ³äíèõ åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é ³ ïðèëà-
ä³â (çà ÿêèõ â³äáóâàºòüñÿ çíÿòòÿ íåáàæàíèõ ÷óæîð³äíèõ íàøàðóâàíü ÷è 
âíóòð³øí³õ íàïðóæåíü) áåç ïîðóøåííÿ ãðàíè÷íî¿ íåñó÷î¿ çäàòíîñò³ öèõ 
åëåìåíò³â. 

Îñíîâíèì äæåðåëîì ñòâîðåííÿ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ ó çãàäàíèõ ïðèñòðîÿõ, 
ÿê ³ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ ïðîìèñëîâîãî âèêîðèñòàííÿ, º òåõí³÷í³ çàñîáè, ùî 
ïðàöþþòü íà ïðèíöèï³ ðîçðÿäó êîíäåíñàòîðíî¿ ñèñòåìè íà ñîëåíî¿ä [1, 10, 
11, 20]. ²ìïóëüñí³ ÅÌÏ ìîæóòü ñòâîðþâàòèñü òàêîæ ãåíåðàòîðàìè âèñîêî-
÷àñòîòíèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ êîëèâàíü [1, 11]. Çì³íà â ÷àñ³ öèõ ³ìïóëüñíèõ 
ÅÌÏ ìàº õàðàêòåð ðåæèìó ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè [1, 10, 20]. Òàêèé êëàñ 
³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ äîïóñêàº ¿õ ð³çíîìàí³òíå ïðàêòè÷íå âèêîðèñòàííÿ â 
çâ’ÿçêó ç ìîæëèâ³ñòþ êåðóâàííÿ ïðîöåñîì çà ðàõóíîê âèáîðó â³äïîâ³äíîãî 
çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ ìîäóëþþ÷î¿ ôóíêö³¿ ³ ÷àñòîòè íåñó÷îãî ñèãíàëó.  

Çà îñòàíí³ ðîêè ðîçâ’ÿçàíî ðÿä ³íæåíåðíèõ ïðîáëåì â ãàëóç³ ðîçðîáêè 
òåõí³÷íèõ ñèñòåì äëÿ ñòâîðåííÿ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ [10, 11, 20], çàïðîïîíîâà-
íî ìåòîäèêè ðîçðàõóíêó îêðåìèõ òèï³â ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ, íàáëèæåíó ðîç-
ðàõóíêîâó ñõåìó îö³íêè êâàç³ñòàòè÷íèõ íàïðóæåíü ïðè «ìàãí³òíîìó óäàð³» 
– ÷àñòêîâîìó òèï³ ³ìïóëüñíî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿ [9, 12, 20, 21, 23]. Â³äîì³ 
òàêîæ ìåòîäèêè âèçíà÷åííÿ òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàíó åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë 
çà óìîâ ä³¿ óñòàëåíèõ ³ êâàç³óñòàëåíèõ ÅÌÏ [19, 22]. Îäíàê â ë³òåðàòóð³ 
â³äñóòí³ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ³ ìåòîäè îïèñó òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàíó åëåêò-
ðîïðîâ³äíèõ ò³ë çà óìîâ ä³¿ øèðîêî ðîçïîâñþäæåíèõ ó ïðàêòèö³ åëåêòðî-
ìàãí³òíî¿ îáðîáêè ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè. Òîìó âèíèêàº 
ïðîáëåìà ðîçðîáêè âàð³àíòó òåîð³¿ òåðìîìåõàí³êè íåôåðîìàãí³òíèõ åëåêò-
ðîïðîâ³äíèõ ò³ë çà óìîâ ä³¿ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè ç 
óðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé ä³¿ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ íà ìàòåð³àëüíèé êîíòèíóóì 
äëÿ ïîáóäîâè ðàö³îíàëüíèõ ðåæèì³â ³ìïóëüñíî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ îáðîáêè 
òà åêñïëóàòàö³¿ åëåêòðîïðîâ³äíèõ êîíñòðóêö³éíèõ åëåìåíò³â çà òàêî¿ ä³¿, 
çîêðåìà, ïðè çàáåçïå÷åíí³ ¿õ ãðàíè÷íî¿ íåñó÷î¿ çäàòíîñò³.  

Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî âàð³àíò òåðìîìåõàí³êè íåôåðîìàãí³òíèõ åëåêò-
ðîïðîâ³äíèõ ò³ë çà óìîâ ä³¿ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè, ÿêèé 
âêëþ÷àº ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ê³ëüê³ñíîãî îïèñó ó âçàºìîçâ’ÿçêó åëåêò-
ðîìàãí³òíèõ, òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ó öèë³íäðè÷íèõ òà ñôåðè÷íèõ 
ò³ëàõ ³ ò³ëàõ ç ïëîñêîïàðàëåëüíèìè ãðàíèöÿìè ïðè âðàõóâàíí³ îñîáëèâîñ-
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òåé ä³¿ ÅÌÏ íà åëåêòðîïðîâ³äíå ò³ëî äëÿ õàðàêòåðíèõ òèï³â ìîäóëþþ÷îãî 
ñèãíàëó, à òàêîæ ìåòîäèêè ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ô³çèêè. 

Ðîçãëÿäàºìî ³ìïóëüñí³ ÅÌÏ, ÿê³ îïèñóþòüñÿ çíà÷åííÿìè âåêòîðà íà-
ïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ ( , )tH r  íà ïîâåðõí³ åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà âè-
ãëÿäó 

 0
0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) cost t t t= ≡ ωH r H r H r   

àáî 

 0
0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) sint t t t= ≡ ωH r H r H r .  (1) 

Òóò 0
0 0 0( , ) ( ) ( )t H t ∗

∗=H r H r  – ìîäóëüîâàíà àìïë³òóäà; 0 0( )∗H r  – àìïë³òóäà 

íåñó÷îãî ñèãíàëó; ( )H t∗  – ôóíêö³ÿ ³ìïóëüñíîãî õàðàêòåðó çì³íè â ÷àñ³, ùî 
îïèñóº çàêîí çì³íè â ÷àñ³ ñèãíàëó, ÿêèé ìîäóëþº àìïë³òóäó åëåêòðîìàãí³ò-
íèõ êîëèâàíü (àìïë³òóäó íåñó÷îãî ðåæèìó), ³ çàäîâîëüíÿº óìîâè ( ) 1H t∗ ≤ ,   

0, it t∈ [ ] , ∗ =(0) 0H ,  ( ) 0iH t∗ = ; ω  – íåñó÷à êðóãîâà ÷àñòîòà; it  – ÷àñ òðè-

âàëîñò³ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿; r ³ 0r  – ðàä³óñè-âåêòîðè òî÷îê îá’ºìó òà ïî-

âåðõí³ åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà. Ïðèéìàºìî, ùî ïàðàìåòðè 0 0( )∗H r , ∗( )H t , ω , 

it  º òàêèìè, ùî ä³þ÷å ³ìïóëüñíå ÅÌÏ â³äíîñèòüñÿ äî êëàñó ³ìïóëüñíèõ 
«íåðóéí³âíèõ» ÅÌÏ ç ³ìïóëüñîì òðèâàë³ñòþ, ìåíøîþ â³ä ÷àñòîê ñåêóíäè 
( 0.1t ≤ ñ), ³ ç íàéá³ëüøèì çíà÷åííÿì ³íäóêö³¿ ìàãí³òíîãî ïîëÿ, ìåíøèì í³æ 
50Òë ( max 50B ≤ Òë). Ðîçãëÿíåìî òàê³ ÅÌÏ, ä³ÿ ÿêèõ ùå íå ïðèâîäèòü äî 

âèíèêíåííÿ óäàðíèõ õâèëü ( 7
max 10H ≤ À/ì, äå maxH  – íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ 

íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõí³ ò³ëà) [10, 12, 20, 23]. Ñôîðìóëþº-
ìî çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ùî îïèñóþòü òåïëîâ³ é ìåõàí³÷í³ ïðîöåñè 
çà òàêî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿.  

Ïðè îêðåñëåíèõ âåëè÷èíàõ ïàðàìåòð³â åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿ íàïðóæåí-
íÿ ³ äåôîðìàö³¿, à òàêîæ ¿õ øâèäêîñò³ â ò³ë³ º íàñò³ëüêè ìàëèìè, ùî âèêî-
íóþòüñÿ çàëåæíîñò³ ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ³ âïëèâîì ðóõîìîñò³ ñåðåäî-
âèùà íà õàðàêòåðèñòèêè ÅÌÏ ìîæíà çíåõòóâàòè. Ïðîöåñ äåôîðìóâàííÿ 
åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà ìàº äèíàì³÷íèé õàðàêòåð, äëÿ ÿêîãî âëàñòèâ³ â³äîì³ 
îñîáëèâîñò³ ìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè äåôîðì³âíèõ ò³ë çà äèíàì³÷íèõ òà ³ìïóëü-
ñèâíèõ ñèëîâèõ ³ òåïëîâèõ íàâàíòàæåíü (çíà÷åííÿ äèíàì³÷íèõ ìîäóë³â 
ïðóæíîñò³ ìåòàë³â ³ ¿õ ñïëàâ³â ìàëî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä ñòàòè÷íèõ, à çíà÷åí-
íÿ äèíàì³÷íî¿ ìåæ³ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ dσ  ìîæå çðîñòàòè â 2 3÷  ðàçè ïî-

ð³âíÿíî ç³ ñòàòè÷íîþ ìåæåþ ïðóæíîñò³ sσ  ³ º âèçíà÷åíå åêñïåðèìåíòàëüíî 
äëÿ ð³çíèõ ìàòåð³àë³â çàëåæíî â³ä øâèäêîñò³ äåôîðìàö³¿) [8, 18].  

Ðîçãëÿäàºìî øèðîêî ðîçïîâñþäæåí³ ³çîòðîïí³ îäíîð³äí³ íåä³åëåêòðè÷í³ 
íåôåðîìàãí³òí³ ò³ëà, äëÿ ÿêèõ åëåêòðîìåõàí³÷í³ òà òåðìîåëåêòðè÷í³ åôåêòè 
º íå³ñòîòíèìè, âåêòîðè ³íäóêö³é D  ³ B  ïàðàëåëüí³ äî âåêòîð³â íàïðóæå-
íîñòåé åëåêòðè÷íîãî E  òà ìàãí³òíîãî H  ïîë³â,  ñòðóì ïðîâ³äíîñò³ j  ïàðà-
ëåëüíèé äî E . Ó öüîìó âèïàäêó ïðèéìàºìî, ùî ìàòåð³àëüí³ ð³âíÿííÿ 
åëåêòðîäèíàì³êè ìàþòü âèãëÿä = ε ,D E   = µ ,B H  = σ0 ,j E  äå ∗ε = ε ε 0 , µ =  

0 ∗= µ µ ; ∗ε , ∗µ  – ïîñò³éí³ â³äíîñí³ åëåêòðè÷íà ³ ìàãí³òíà ïðîíèêíîñò³; 0σ  – 

êîåô³ö³ºíò åëåêòðîïðîâ³äíîñò³ (âåëè÷èíè, âèçíà÷åí³ åêñïåðèìåíòàëüíî àáî 
òåîðåòè÷íî äëÿ êîíêðåòíèõ ô³çè÷íèõ ìîäåëåé òâåðäèõ ò³ë); 0ε , 0µ  – â³äïî-

â³äíî åëåêòðè÷íà òà ìàãí³òíà ñòàë³. Çà ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåíü âïëèâ ³ì-
ïóëüñíîãî ÅÌÏ ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè íà ïðîöåñè òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà 
ïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ â åëåêòðîïðîâ³äíîìó ò³ë³, ÿê ³ äëÿ êâàç³óñòàëåíèõ 
ÅÌÏ [19, 22], âðàõîâóºìî ÷åðåç çóìîâëåí³ öèì ïîëåì äæîóëåâ³ òåïëîâèä³-
ëåííÿ = σ ⋅0Q E E  ³ ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè = σ µ ×0F E H . Ö³ ôàêòîðè çóìîâ-

ëþþòü âèíèêíåííÿ íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóðíèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïîë³â. Ïîí-
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äåðîìîòîðí³ ìîìåíòè êðó÷åííÿ ( E M
∗ ∗ ∗= +M M M , äå E

∗ = ×M P E  – åëåêò-

ðè÷í³ ìîìåíòè, à M
∗ = ×M M B  – ìàãí³òí³ ìîìåíòè; = − εP D E  ³ =M  

0= µ −B H/  – â³äïîâ³äíî âåêòîðè ïîëÿðèçàö³¿ ³ íàìàãí³÷óâàííÿ) çà ðàõóíîê 

ïàðàëåëüíîñò³ âåêòîð³â ³íäóêö³é ³ íàïðóæåíîñòåé åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíî-
ãî ïîë³â äîð³âíþþòü íóëåâ³. Ó òàêîìó íàáëèæåíí³ ³ ïðè ïîñò³éíèõ õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ìàòåð³àëó (çîêðåìà, ð³âíèõ ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì â ðîçãëÿäóâàíîìó 
³íòåðâàë³ çì³íè òåìïåðàòóð) âèõ³äí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ê³ëüê³ñíîãî îïèñó 
ïàðàìåòð³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü åëåêòðîìàãí³òí³, òåïëîâ³ òà ìåõàí³÷í³ ïðî-
öåñè â ò³ëàõ çà ³ìïóëüñíî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè çà 
äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó åòàï³ çàïèñóºìî ð³âíÿííÿ íà âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 
ÅÌÏ ³ âèðàçè äëÿ âèðîáíèöòâà òåïëà òà ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë ÿê ôóíêö³é 
â³ä åëåêòðîìàãí³òíèõ ïàðàìåòð³â. Íà äðóãîìó åòàï³ ôîðìóëþºìî çàëåæíîñ-
ò³, ùî îïèñóþòü ìåõàí³÷í³ òà òåïëîâ³ ïàðàìåòðè ïðè çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ ³ 
ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà òåìïåðàòóðó T  ³ êîìïîíåíòè ijσ  òåíçîðà íàïðóæåíü 

̂ , ó ÿêèõ äæåðåëàìè òåïëà òà îá’ºìíèìè ñèëàìè º äæîóëåâ³ òåïëîâèä³ëåí-
íÿ ³ ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè, âèçíà÷åí³ íà ïåðøîìó åòàï³. Ïðè â³äîìèõ òåìïå-
ðàòóð³ òà êîìïîíåíòàõ òåíçîðà íàïðóæåíü ̂  àíàë³çóºìî ïàðàìåòðè 
íàÿâíèõ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ³ ¿õ îñîáëèâîñò³ â çàëåæíîñò³ â³ä ³ì-
ïóëüñíèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ íàâàíòàæåíü, à òàêîæ ç óìîâè 

 ˆ ˆ2
2 13 ( ) ( ) 2i ³òäI Iσ = − ≤ σ  /  (2) 

(äå iσ  – ³íòåíñèâí³ñòü íàïðóæåíü; ˆ( ),  1,2jI j = , – ³íâàð³àíòè òåíçîðà íà-

ïðóæåíü) âèçíà÷àºìî äîïóñòèì³ ïàðàìåòðè ³ìïóëüñíîãî ÅÌÏ, ÿê³ çàáåçïå-
÷óþòü ãðàíè÷íó íåñó÷ó çäàòí³ñòü ðîçãëÿäóâàíèõ ò³ë. 

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêî¿ êîìïëåêñíî¿ çàäà÷³ íàâ³òü äëÿ ò³ë ïðîñòî¿ ãåîìåò-
ðè÷íî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ïîâ’ÿçàíå ç³ çíà÷íèìè ìàòåìàòè÷íèìè òðóäíîùàìè. Ç 
ìåòîþ âèêîðèñòàííÿ íàáëèæåíèõ ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñêëàäîâèõ çà-
äà÷ (çîêðåìà, òåðìîïðóæíîñò³ íà äðóãîìó åòàï³) çà êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ âèáå-
ðåìî ˆ,  ,  TH  , â³äíîñíî ÿêèõ ñôîðìóëþºìî çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Çà-
çíà÷èìî, ùî ôîðìóëþâàííÿ ïðÿìèõ çàäà÷ â³äíîñíî öèõ êëþ÷îâèõ ôóíêö³é 
äîçâîëÿº åôåêòèâíî âèêîðèñòàòè ìåòîä ïîë³íîì³àëüíî¿ àïðîêñèìàö³¿ ðîç-
â’ÿçê³â ³ ñóòòºâî ï³äâèùèòè ¿õ òî÷í³ñòü [2, 4, 5, 13, 16]. 

Íà ïåðøîìó åòàï³, íåõòóþ÷è ñòðóìè çì³ùåííÿ ³ çà â³äñóòíîñò³ â³ëüíèõ 
çàðÿä³â ó ò³ë³, íà îñíîâ³ ð³âíÿíü Ìàêñâåëëà äëÿ íåôåðîìàãí³òíîãî åëåêòðî-
ïðîâ³äíîãî ò³ëà çàïèñóºìî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ÅÌÏ (âåê-
òîðà íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ H ): 

 0 0,          div 0
t

∂∆ − σ µ = =
∂
HH H , (3) 

³ âèðàçè äëÿ òåïëîâèä³ëåíü ³ ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë  

 [ ]2 0rot ( , ) ,         rot ( , ) ( , )jQ Q t t t≡ = σ = µ ×H r F H r H r/ . (4) 

Ð³âíÿííÿ (3) ðîçâ’ÿçóºìî çà ãðàíè÷íî¿ óìîâè (1) ³ ïî÷àòêîâî¿ óìîâè 
( ,0) 0=H r  (â³äñóòí³ñòü ïîëÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t = ). 

Ïðè âèçíà÷åíí³ ïàðàìåòð³â, ùî îïèñóþòü òåðìîïðóæíèé ñòàí ò³ëà, çà 
êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ âèáåðåìî òåìïåðàòóðó T  ³ òåíçîð íàïðóæåíü ̂ . Ïðèéìà-

þ÷è, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t =  ïåðåì³ùåííÿ U  ³ øâèäêîñò³ d
dt
U  

äîð³âíþþòü íóëåâ³, à òåìïåðàòóðà T  äîð³âíþº 0T  [K], îòðèìàºìî ïî÷àòêîâ³ 

óìîâè  
 ( ,0) 0,           ( ,0) 0ikT = σ =r r ,   

 
( ,0) ( ,0)( ,0)1 0,     , 1, 2,3

2
³k

³k
T

i k
G t t E t

∗∂σ ∂σ∂ ν + α − δ = = ∂ ∂ ∂ 
r rr

. (5) 
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Òóò T  – â³äõèëåííÿ òåìïåðàòóðè â³ä ïî÷àòêîâî¿ 0T ; ˆ( )1 kkI∗σ ≡ = σ =  

= σ + σ + σ11 22 33 ; 2(1 )G E= + ν/[ ]  – ìîäóëü çñóâó; ,α ν  – êîåô³ö³ºíòè ë³í³é-

íîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ ³ Ïóàññîíà; E  – ìîäóëü Þíãà; δik  – ñèìâîë 

Êðîíåêåðà.  
Çã³äíî ç îçíà÷åíèìè çàëåæíîñòÿìè (4) ÷èííèêàìè âïëèâó ÅÌÏ íà ò³ëî, 

òåìïåðàòóðó T  ³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü σik  ïîäàºìî ó âèãëÿä³ ñó-

ìè äâîõ ñêëàäîâèõ 

 Q FT T T= + ,     σ = σ + σQ F
iê ik ik , (6) 

äå QT , σQ
ik  ³ FT , σF

ik  – ñêëàäîâ³, çóìîâëåí³ â³äïîâ³äíî äæîóëåâèì òåïëîì ³ 

ïîíäåðîìîòîðíèìè ñèëàìè. 
Â³äîìî, ùî äëÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿ êëàñó ³ìïóëüñíèõ «íåðóéí³âíèõ» 

ÅÌÏ ò³ëà ïðîòÿãîì òàêî¿ ä³¿ íàãð³âàþòüñÿ àä³àáàòè÷íî – òåìïåðàòóðà â 
òî÷ö³ âèçíà÷àºòüñÿ ò³ëüêè ê³ëüê³ñòþ åíåðã³¿ ÅÌÏ íåçâîðîòíî ïîãëèíóòî¿ ó 
â³äïîâ³äíîìó åëåìåíòàðíîìó îá’ºì³ ò³ëà (äæîóëåâèì òåïëîì) [10, 12, 20, 23]. 

Çà òàêèõ óìîâ òåìïåðàòóðíå ïîëå QT  îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì ∂ =
∂ λ

QT Q
t

æ , äå 

λ,æ  – êîåô³ö³ºíòè òåìïåðàòóðî- ³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Òîìó â ðîçãëÿäóâàíîìó 

âèïàäêó äëÿ ñêëàäîâî¿ òåìïåðàòóðè QT  ìàºìî  

 
0

( , ) ( , )
t

QT t Q t dt=
λ ∫r ræ .  (7) 

Ïðèéìàºìî, ùî ò³ëî â³ëüíå â³ä ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ. Òîä³ ç ð³âíÿíü òåð-

ìîïðóæíîñò³ äëÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîíåíò σQ
³k  ñêëàäîâî¿ ˆ Q  òåíçîðà íàïðó-

æåíü, çóìîâëåíèõ òåìïåðàòóðîþ QT , îòðèìàºìî ñèñòåìó ð³âíÿíü [19, 22]  

 ˆˆ ˆ
2

2
1Def(Div )

2
Q Q QT I

G Et
∗

∂ ν  = ρ + α − σ    ∂
  , (8) 

ÿêó ðîçâ’ÿçóºìî çà ïî÷àòêîâèõ  

 
( ,0)

( ,0) 0,         0,         
Q

Q ik
ik i k

t
∂σ

σ = = ≠
∂

r
r , 

 
( ,0) ( ,0)

,             
1 2

Q Q
³k TE i k

t t
∂σ ∂α= − =

∂ − ν ∂
r r

, (9) 

³ ãðàíè÷íèõ σ = 0Q
ik kn  ïðè = 0r r  óìîâ. Òóò ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó ò³ëà; Î  – 

îäèíè÷íèé òåíçîð.  

Ïðè âèçíà÷åíí³ ñêëàäîâèõ òåìïåðàòóðè FT  ³ íàïðóæåíü σF
ik , çóìîâëå-

íèõ ä³ºþ ïîíäåðîìîòîðíî¿ ñèëè, âðàõîâóºìî òîé ôàêò, ùî òåðì³÷íå çáóðåí-
íÿ â åëåêòðîïðîâ³äíîìó ò³ë³ (âèêëèêàíå äåôîðìàö³ºþ â³ä äèíàì³÷íî¿ ñèëî-
âî¿ ä³¿ – ïîíäåðîìîòîðíî¿ ñèëè F, ÿêà ìàº ³ìïóëüñíèé õàðàêòåð) º ìàëèì. 
Òîìó çà ÷àñ ³ìïóëüñíî¿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿ ïðîöåñ äåôîðìóâàííÿ åëåêòðî-
ïðîâ³äíîãî ò³ëà ìîæíà ââàæàòè àä³àáàòè÷íèì, çà ÿêîãî ïðèð³ñò òåìïåðàòó-

ðè FT  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ [9, 12, 13, 19] 

    0
1 (3 2 )F F

kkT T∗ ∗= − λ + µ α ε
λ
[ ]æ ,  (10) 

äå εF
kk  – ïåðøèé ³íâàð³àíò òåíçîðà äåôîðìàö³é ˆFe , çóìîâëåíèõ ä³ºþ ïîíäå-

ðîìîòîðíî¿ ñèëè; ,  G∗ ∗λ µ ≡  – ³çîòåðì³÷í³ êîåô³ö³ºíòè Ëÿìå. Âðàõîâóþ÷è, 
ùî ó âèïàäêó àä³àáàòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ ò³ëà çàêîí Ãóêà âèçíà÷àºòüñÿ ñï³â-
â³äíîøåííÿì 

2F F F
³k ³k s kk ³kg∗σ = µ ε + λ ε , 
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çàïèøåìî âèðàç îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ ò³ëà ó âèãëÿä³ 
1

3 2
F F
kk kk

s ∗
ε = σ

λ + µ
,   

äå 

2
0

1 1 1(3 2 ) 1
(1 )(1 2 )s T Eσ ∗ ∗ ∗

− ν  λ = λ + λ + µ α = ν + ε  λ + ν − ν ν  
[ ]æ  

– àä³àáàòè÷íèé êîåô³ö³ºíò Ëÿìå, 
2 2 2

0 0
1 1(3 2 ) (1 )

( 2 ) (1 )(1 2 )
T ET∗ ∗ ∗

∗ ∗
ε = λ + µ α = α + ν

λ + µ λ − ν − ν λ
[ ][ ]æ æ  

– ïàðàìåòð çâ’ÿçàíîñò³ ïîë³â äåôîðìàö³¿ ³ òåìïåðàòóðè. Òîä³ ïðèð³ñò òåì-

ïåðàòóðè FT  â³äíîñíî ïî÷àòêîâî¿ òåìïåðàòóðè ò³ëà 0T  áóäå òàêèì [2, 5, 16]: 

 0 0(3 2 )
(3 2 ) 1 3 (1 ) (1 )

F
F Fkk

kk
s

T T
T ∗ ∗

∗ ∗

λ + µ α σ α
= − = − σ

λ λ + µ + ε − ν + ν λ/[ ]
æ æ

, (11) 

à êîìïîíåíòè ñêëàäîâî¿ ˆ F  òåíçîðà íàïðóæåíü çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 

 
2

2
1Def Div

2
F F F
³k ³k ³kG Et

∗
∗

νν∂  σ + = ρ σ − σ δ 
 ∂

F( ) ,  (12) 

ïî÷àòêîâ³  

 
( ,0)

( ,0) 0,       0
F

F ³ê
iê t

∂σ
σ = =

∂
r

r   (13) 

³ ãðàíè÷í³ 0F
ik knσ =  ïðè 0t >  óìîâè, äå 

11 (1 )(1 2 )
(1 )(1 3 (1 ) (1 )∗ ∗

∗
ν = + − ν − ν ε

ν + ν + ε − ν + ν/
[ ]  . 

Çàóâàæèìî, ùî, ä³þ÷è íà ð³âíÿííÿ (8) ³ (12) îïåðàòîðîì íåñóì³ñíîñò³ 
Ink  ³ âðàõîâóþ÷è, ùî Ink Def 0≡ , à òàêîæ ïî÷àòêîâ³ óìîâè (9) ³ (13) íà 

òåíçîðè íàïðóæåíü ˆ Q  ³ ˆ F , îòðèìàºìî ˆInk 0Q =e  ³ ˆInk 0F =e , òîáòî óìî-
âè íåïåðåðâíîñò³ äåôîðìàö³é âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî ïðè âèêîíàíí³ ð³â-
íÿíü (8) ³ (12).  

Ïðè ðîçãëÿä³ òåìïåðàòóð ³ íàïðóæåíü äëÿ ìîìåíò³â ÷àñó it t>  – á³ëü-

øèõ çà òðèâàë³ñòü ³ìïóëüñíî¿ ä³¿ – òåìïåðàòóðíå ïîëå ( , ) Q FT t T T T∗ ∗= = +r  

âèçíà÷àºìî ç ð³âíÿííÿ 1 0TT
t

∗
∗ ∂∆ − =

∂æ
 çà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè ( ,0)T∗ =r  

( , ) ( , )Q F
i iT t T t= +r r  ³ ãðàíè÷íèõ óìîâ, ùî â³äïîâ³äàþòü êîíâåêòèâíîìó òåï-

ëîîáì³íó ò³ëà ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì. Â³äïîâ³äíå ïîëå íàïðóæåíü ˆ T∗
 , 

âðàõîâóþ÷è âèñíîâêè ðîáîòè [9, 17] ïðî çàíèêàííÿ äèíàì³÷íèõ åôåêò³â ïðè 
òåïëîâîìó óäàð³ çà ñê³í÷åííî¿ øâèäêîñò³ ðîñòó òåìïåðàòóðè íà ïîâåðõí³ 
ò³ë, øóêàºìî â êâàç³ñòàòè÷í³é ïîñòàíîâö³ ç ñèñòåìè ð³âíÿíü  

 1Div 0,       Ink 0T T T
ik ³k kk ³kT g

E E

∗ ∗ ∗∗+ ν ν  σ = σ + α − σ =    
, (14) 

ÿêà âèïëèâàº ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (8) çà ãðàíè÷íèõ óìîâ 0T
ik kn

∗
σ =  íà ïîâåðõí³ 

åëåêòðîïðîâ³äíîãî ò³ëà.  
Ïðè äîñë³äæåíí³ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ ïîë³â ó ò³ëàõ êîíêðåòíî¿ ãåîìåòð³¿ 

âèã³äíî âèêîðèñòîâóâàòè êðèâîë³í³éí³ ñèñòåìè êîîðäèíàò, â ÿêèõ çðó÷íî 
ïàðàìåòðèçóþòüñÿ ãðàíè÷í³ ïîâåðõí³ ò³ë. Ðîçãëÿíóò³ âèùå ñï³ââ³äíîøåííÿ 
òåðìîìåõàí³êè ñôîðìóëüîâàíî äëÿ åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë öèë³íäðè÷íî¿ òà 
ñôåðè÷íî¿ ãåîìåòð³¿ ³ ò³ë ç ïëîñêîïàðàëåëüíèìè ãðàíèöÿìè [2, 6, 14, 15].  

Ðîçâ’ÿçîê ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå çàäà÷ ñòîñîâíî êëþ÷îâèõ ôóíêö³é 

, , , ,Q F Ò
i ³k ³k ³kH T

∗∗Φ = σ σ σ{ }  ìîæå áóòè çíàéäåíèé ç âèêîðèñòàííÿì â³äîìèõ 

ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè [3]. Äëÿ ò³ë ç ïëîñêîïà-
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ðàëåëüíèìè ( , , ,i k x y z= ), öèë³íäðè÷íèìè ( , , ,i k r z= ϕ ) ³ ñôåðè÷íèìè ( ,i k =   

, ,r= ϕ θ ) ãðàíèöÿìè ïîáóäóºìî íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè öèõ çàäà÷, âèêîðèñòî-

âóþ÷è àïðîêñèìàö³þ øóêàíèõ ôóíêö³é 1 2( , , , )tΦ α α γ  (ïðè â³äïîâ³äí³é ¿õ 
ãëàäêîñò³ [13, 20]) ìíîãî÷ëåíîì òðåòüîãî ñòåïåíÿ çà êîîðäèíàòíîþ çì³í-
íîþ γ  [2, 4–6, 14, 16]  

 
4

1
1 2 1 2

1

( , , , ) ( , , ) i
³

i

t a tΦ −

=

Φ α α γ = α α γ∑ ,  (15) 

äå zγ =  äëÿ ïëîñêîïàðàëåëüíîãî øàðó òà rγ =  äëÿ öèë³íäðè÷íèõ ³ ñôå-

ðè÷íèõ ò³ë. Êîåô³ö³ºíòè 1 2( , , )³a tΦ α α  âèðàæàºìî ÷åðåç ³íòåãðàëüí³ õàðàêòå-

ðèñòèêè 1 2( , , )s tΦ α α  öèõ âåëè÷èí (â³äíåñåí³ äî â³äïîâ³äíî¿ åëåìåíòàðíî¿ 
ïëîù³ ÷è åëåìåíòàðíîãî ìîìåíòó), òîáòî  

 
1

0

1 2 1 21 1
1 0

1( , , ) ( , , , ) ,     1,2
r

s
s s s

r

st t d s
r r

+
+ + + +

+ +Φ α α = Φ α α γ γ γ =
− ∫ 

 
 ,  (16) 

³ çàäàí³ ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ 1 2( , , )t±Φ α α  êëþ÷îâèõ ôóíêö³é ÷è â³äîì³ 
ãðàíè÷í³ óìîâè ñòîñîâíî öèõ ôóíêö³é íà ãðàíè÷íèõ ïîâåðõíÿõ. Òóò 

1 2,  x yα = α = , 1= − , 0 0r = , 1r h=  (h  – òîâùèíà) – äëÿ øàðó ç 

ïëîñêîïàðàëåëüíèìè ãðàíèöÿìè; 1 2,  ,  0zα = ϕ α = =  – äëÿ öèë³íäðè÷íîãî 

ò³ëà; 1 2,  ,  1α = ϕ α = θ =  – äëÿ ñôåðè÷íîãî ò³ëà; 0r  ³ 1r  – âíóòð³øí³é ³ 

çîâí³øí³é ðàä³óñè ïîðîæíèñòèõ öèë³íäðà ÷è ñôåðè; 0 0r =  ³ 1r R=  (R  – 

ðàä³óñ) – äëÿ ñóö³ëüíèõ öèë³íäðà ³ êóë³.  
Ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ³íòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê 1 2( , , )s tΦ α α , 

1, 2s = , îòðèìàºìî, äîìíîæèâøè íà s+γ   âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ äëÿ â³äïîâ³äíèõ 
âåëè÷èí ³ ïðî³íòåãðóâàâøè ïî γ  ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (16). 

Ïðè íåîäíîð³äíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ 1 2( , , , )tΦ α α γ  
äëÿ ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ àïðîêñèìàö³¿ çà íåäîñòàòíüî¿ ãëàäêîñò³ ôóíêö³é 

1 2( , , )t±Φ α α  àáî, êîëè çíà÷åííÿ 1 2( , , )t±Φ α α  íå º â³äîì³, âèêîðèñòîâóºìî 
ïîäàííÿ êëþ÷îâèõ ôóíêö³é ó âèãëÿä³  

 0
1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )t t t∗Φ α α γ = Φ α α γ + Φ α α γ . 

Ôóíêö³ÿ 1 2( , , , )t∗Φ α α γ  çàäîâîëüíÿº çàäàí³ íåîäíîð³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè ³ ìàº 
â³äïîâ³äíó ñòðóêòóðó çàëåæíî â³ä ãåîìåòð³¿ ò³ëà. Äëÿ ðîçãëÿäóâàíèõ ò³ë 

ôóíêö³þ ∗Φ  âèáèðàºìî ó âèãëÿä³: 
– äëÿ öèë³íäðè÷íîãî ³ ñôåðè÷íîãî øàð³â 

 1 2 1 2 1 2
1( , , , ) ( , , ) ( , , )
2

t t t∗ + −Φ α α γ = Φ α α + Φ α α +

[ ]  

 1 0
1 2 1 2

1 0

2 ( )
( , , ) ( , , )

r r r
t t

r r
+ −− + + Φ α α − Φ α α − 

[ ] , (18) 

 – äëÿ øàðó ç ïëîñêîïàðàëåëüíèìè ãðàíèöÿìè  

 1 2 1 2 1 2
1 ( , , ) ( , , ) ( , , )
2

zt t t
h

∗ + − +Φ = Φ α α + Φ α α + Φ α α −
[ ] [  

 1 2( , , )t− − Φ α α 
] , (19) 

– äëÿ ñóö³ëüíèõ öèë³íäðà òà êóë³ 

 1 2( , , )r t
R

∗ +Φ = Φ α α . (20) 
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Ïðè öüîìó çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â âèõ³äíèõ çàäà÷ íà êëþ÷îâ³ ôóíêö³¿ 

1 2( , , , )tΦ α α γ  çâîäèìî äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íà ôóíêö³¿ 0
1 2( , , , )tΦ α α γ , ùî 

îïèñóþòüñÿ ð³âíÿííÿì 0( ) ( )L L ∗Φ = − Φ  çà îäíîð³äíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. Òóò 

( )L Φ  – äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ íà ôóíêö³þ Φ , à ∗Φ  
âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (18)–(20). Òîä³, çàñòîñóâàâøè àïðîêñèìàö³¿ 

(15) âæå äî ôóíêö³é 0
1 2( , , , )tΦ α α γ , êîåô³ö³ºíòè 0

1 2( , , )³a tΦ α α  ïîäàºìî ÷åðåç 

àíàëîã³÷í³ äî (16) ³íòåãðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè 0
1 2( , , )s tΦ α α  öèõ ôóíêö³é òà 

¿õ íóëüîâ³ ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ. 
Îòðèìàí³ äâîâèì³ðí³ ð³âíÿííÿ íà ³íòåãðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè ðîçâ’ÿçó-

ºìî â³äîìèìè àíàë³òè÷íèìè ÷è ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè àáî ñòîñóºìî ïîâòîðíî 

àïðîêñèìàö³þ ³íòåãðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê 1 2( , , )s tΦ α α  ÷è 0
1 2( , , )s tΦ α α  çà 

ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè 1α  ³ 2α  êóá³÷íèì çàêîíîì.  
Ç âèêîðèñòàííÿì ö³º¿ ìåòîäèêè ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ 

äëÿ ò³ë ðîçãëÿäóâàíî¿ ãåîìåòð³¿ çà êîíêðåòíèõ òèï³â ³ìïóëüñíèõ åëåêòðî-
ìàãí³òíèõ íàâàíòàæåíü [2, 4–6, 16]. 

ßê ïðèêëàä äîñë³äæåíî òåðìîìåõàí³÷íó ïîâåä³íêó ñóö³ëüíîãî òà ïî-
ðîæíèñòîãî åëåêòðîïðîâ³äíèõ öèë³íäð³â çà óìîâ åëåêòðîìàãí³òíî¿ ä³¿ â ðå-
æèì³ ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè ïðè ³ìïóëüñíîìó ìîäóëþþ÷îìó ñèãíàë³. 

Ðîçãëÿíóòî ïîðîæíèñòèé (ç âíóòð³øí³ì 0 8r = ìì ³ çîâí³øí³ì 1 10r = ìì 

ðàä³óñàìè) ³ ñóö³ëüíèé (ðàä³óñà 10R = ìì) öèë³íäðè, âèãîòîâëåí³ ç³ ñòàë³ 
Õ18Í9Ò. Ôóíêö³þ ( )H t∗  ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (1) ïðèéìàëè òàêîþ: ( )H t∗ =  

1 2
0 ( )t tkH e e−β −β= −  (k – íîðìóþ÷èé ìíîæíèê; 0H  – ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ 

íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ â ³ìïóëüñ³; 1β  ³ 2β  – ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòå-
ðèçóþòü øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ ³ ñïàäàííÿ ìîäóëþþ÷îãî ³ìïóëüñó). Ïàðàìåò-

ðè ³ìïóëüñó âèáèðàëè òàêèìè: òðèâàë³ñòü ³ìïóëüñó 410it
−= ñ, 1 69000β = , 

2 12β = β ; 4k = . Ö³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äàþòü ÷àñó ôðîíòó íàðîñòàííÿ ³ìïóëüñó 

iner 0.1 it t= . 

Ç àíàë³çó âèðàç³â äëÿ ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü rrσ  âèïëèâàº, ùî ïðè 

÷àñòîò³ ÅÌÏ 2r∗ω = ω ≈ ω /  (òóò rω  – ÷àñòîòà âëàñíèõ ìåõàí³÷íèõ êîëè-

âàíü) çíà÷íî çðîñòàþòü ð³âí³ ñêëàäîâèõ íàïðóæåíü F
³kσ , çóìîâëåíèõ ïîí-

äåðîìîòîðíîþ ñèëîþ, ïîð³âíÿíî ç³ ñêëàäîâèìè Q
³kσ . Òàê³ ÷àñòîòè ÅÌÏ çà 

àíàëîã³ºþ ç ³íäóêö³éíèì íàãð³âîì óñòàëåíèì ÅÌÏ [19, 22] áóäåìî íàçèâàòè 

ðåçîíàíñíèìè. Çàëåæíîñò³ â³ä ÷àñó êîëîâèõ íàïðóæåíü ϕϕσ  (ÿê³ º íàéá³ëü-

øèìè ³ ïðèéìàþòü ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ íà çîâí³øí³é ïîâåðõí³ 1r r=  ³ 

r R=  öèë³íäð³â) çà ÷àñòîòè íåñó÷îãî ñèãíàëó ∗ω ≠ ω  ïîêàçàíî íà ðèñ. 1 

äëÿ ïîðîæíèñòîãî (ïðè 1.236ω = ÌÃö) ³ íà ðèñ. 2 – äëÿ ñóö³ëüíîãî (ïðè 
314ω = ÊÃö) öèë³íäð³â.  
Ö³ ÷àñòîòè º ïðèáëèçíî â òðè ðàçè ìåíøèìè â³ä çíà÷åííÿ ïåðøî¿ 

ðåçîíàíñíî¿ ÷àñòîòè 1 4.87∗ω = ÌÃö äëÿ ïîðîæíèñòîãî ³ 1 1.1∗ω = ÌÃö – äëÿ 

ñóö³ëüíîãî öèë³íäð³â. Êîëîâ³ íàïðóæåííÿ Q
ϕϕσ  â îáîõ öèë³íäðàõ º á³ëüøèìè 

â³ä íàïðóæåíü F
ϕϕσ  (ó ïîðîæíèñòîìó – â 5 ðàç³â, ó ñóö³ëüíîìó – â 1.5). Ïðè 

öüîìó íàïðóæåííÿ Q
ϕϕσ  â ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ ïðèáëèçíî â 6 ðàç³â 

á³ëüø³ â³ä òàêèõ æå íàïðóæåíü ó ñóö³ëüíîìó öèë³íäð³.  
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 Рис. 4  Рис. 5 

Ðèñ. 3 ³ 4 ³ëþñòðóþòü çì³íó â ÷àñ³ ïðè ÷àñòîò³ 1∗ω = ω  êîëîâèõ 

íàïðóæåíü F
ϕϕσ  ³ Q

ϕϕσ  (â³äïîâ³äíî ðèñ. 3à ³ ðèñ. 3á) ó ïîðîæíèñòîìó òà 

ñóö³ëüíîìó (ðèñ. 4) öèë³íäðàõ.  

Âèäíî, ùî â îáîõ öèë³íäðàõ íàïðóæåííÿ F
ϕϕσ  ìàþòü ñèìåòðè÷íèé îñ-

öèëþþ÷èé õàðàêòåð, à ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ àìïë³òóä ¿õ îñöèëÿö³é ñòàþòü 
íà ïîðÿäîê á³ëüøèìè â³ä ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü ñòèñêàëüíèõ êîëèâíèõ íà-

ïðóæåíü Q
ϕϕσ . Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî çì³íó â ÷àñ³ ³íòåíñèâíîñò³ ñóìàðíèõ íà-

ïðóæåíü iσ  â ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ ïðè ÷àñòîò³ 1∗ω = ω . Ìàêñèìàëüí³ 

çíà÷åííÿ êîëîâèõ íàïðóæåíü F
ϕϕσ  òà ³íòåíñèâíîñò³ ñóìàðíèõ íàïðóæåíü iσ  

â ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ º íà ïîðÿäîê á³ëüøèìè â³ä òàêèõ æå çíà÷åíü öèõ 
âåëè÷èí ó ñóö³ëüíîìó öèë³íäð³ öüîãî æ çîâí³øíüîãî ä³àìåòðà. Íà îñíîâ³ 
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îòðèìàíèõ çàëåæíîñòåé âñòàíîâëåíî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè 0H , ïðè ÿêîìó ³í-

òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü iσ  äîñÿãàþòü ìåæ³ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ (çîêðåìà, 

äëÿ òðèâàëîñò³ ³ìïóëüñó 410it
−= ñ çíà÷åííÿ 300iσ = ÌÏà [1, 18] (ìåæà 

ïðóæíîñò³ äëÿ ñòàë³ Õ18Í9Ò) äîñÿãàþòüñÿ ïðè ÷àñòîòàõ ∗ω ≠ ω  â ïîðîæ-

íèñòîìó öèë³íäð³ ïðè 6
0 3.5 10H = ⋅ À/ì ( 1.236ω = ÌÃö) ³ â ñóö³ëüíîìó – 

ïðè 6
0 8.5 10H = ⋅ À/ì ( 314ω = ÊÃö), à ïðè ÷àñòîòàõ 1∗ω = ω  â ïîðîæíèñòî-

ìó öèë³íäð³ – ïðè 5
0 5 10H = ⋅ À/ì ³ â ñóö³ëüíîìó – ïðè 6

0 1.5 10H = ⋅ À/ì).  

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç ðîçâ’ÿçê³â ïîêàçàâ, ùî íàïðóæåíèé ñòàí íåôåðî-
ìàãí³òíèõ åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë çà óìîâ ä³¿ ³ìïóëüñíèõ ÅÌÏ ç ìîäóëÿö³ºþ 
àìïë³òóäè çóìîâëþºòüñÿ ÿê äæîóëåâèì òåïëîì, òàê ³ ïîíäåðîìîòîðíèìè 
ñèëàìè. Ïðè îäèíî÷íîìó åëåêòðîìàãí³òíîìó ³ìïóëüñ³ òà ä³¿ â ðåæèì³ çãàñ-
íî¿ ñèíóñî¿äè âïëèâ äæîóëåâîãî òåïëà òà ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë íà âåëè÷è-
íó íàïðóæåíü ó ò³ë³ º ð³âíîçíà÷íèì. Ä³ÿ â ðåæèì³ çãàñíî¿ ñèíóñî¿äè îäíà-
êîâî¿ òðèâàëîñò³ ç ä³ºþ åëåêòðîìàãí³òíîãî ³ìïóëüñó äîçâîëÿº äîñÿãíóòè ò³º¿ 

æ âåëè÷èíè íàïðóæåíü ³ òåìïåðàòóðè QT  ïðè çíà÷íî ìåíø³é âåëè÷èí³ íà-
ïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ 0H . Çà óìîâ ä³¿ ³ìïóëüñíîãî ìîäóëþþ÷îãî ñèã-

íàëó ïðè ÷àñòîò³ íåñó÷îãî ñèãíàëó ∗ω ≠ ω  (ïîçà îêîëîì ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò) 

âèçíà÷àëüíèìè º íàïðóæåííÿ Q
³kσ , à ñêëàäîâà òåìïåðàòóðè FT  º íåõòîâíî 

ìàëîþ. Â îêîë³ ÷àñòîò ∗ω = ω  íåñó÷îãî ñèãíàëó ð³çêî çðîñòàþòü ð³âí³ íà-

ïðóæåíü F
³kσ , à ñêëàäîâà òåìïåðàòóðè FT  ñêëàäàº 10–15% â³ä ñêëàäîâî¿ 

òåìïåðàòóðè QT  äëÿ ñòàëüíèõ ò³ë ³ ìîæå áóòè ñï³ââèì³ðíîþ ç íåþ äëÿ ì³ä-
íèõ ò³ë. 

Òàêèì ÷èíîì, çàïðîïîíîâàíî âàð³àíò òåðìîìåõàí³êè åëåêòðîïðîâ³äíèõ 
ò³ë, ÿêèé äîçâîëÿº äîñë³äèòè ¿õ òåðìîìåõàí³÷íó ïîâåä³íêó çà óìîâ ä³¿ ³ì-
ïóëüñíèõ ÅÌÏ ç ìîäóëÿö³ºþ àìïë³òóäè òà âñòàíîâèòè êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ 
ïàðàìåòð³â ÅÌÏ, çà ÿêèõ çàáåçïå÷óºòüñÿ ãðàíè÷íà íåñó÷à çäàòí³ñòü.  
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ТЕРМОУПРУГОСТЬ НЕФЕРРОМАГНИТНЫХ ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ 
ТЕЛ ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ИМПУЛЬСНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ  
 
Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ è ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ òåðìî-
óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ íåôåððîìàãíèòíûõ ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåë ïðè âîçäåéñòâèè 
âíåøíèõ íåóñòàíîâèâøèõñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé èìïóëüñíîãî òèïà, èìåþ-
ùèõ õàðàêòåð øèðîêî èñïîëüçóåìîãî â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ðåæèìà ñ ìîäóëÿ-
öèåé àìïëèòóäû ïðè èìïóëüñíîì ìîäóëèðóþùåì ñèãíàëå. Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðàçâè-
òèåì èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå ìîäåëåé äëÿ êâàçèóñòàíîâèâøåãîñÿ è èìïóëüñíîãî 
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàíî òåðìîìåõàíè÷åñêîå 
ñîñòîÿíèå ñïëîøíîãî è ïîëîãî öèëèíäðîâ ïðè òàêîì âîçäåéñòâèè. 
 
THERMOELASTICITY OF NON-FERROMAGNETIC ELECTROCONDUCTING SOLIDS 
UNDER INFLUENCE OF PULSE ELECTROMAGNETIC FIELDS 
 
A mathematical model for description and methodology for definition of thermo-
stressed state of non-ferromagnetic solids which are influenced by external non-
stationary electromagnetic fields of impulse type, which are widely used in engineering 
praxis, are presented. This model is the development of well-known models for quasi-
stationary and impulse electromagnetic fields. As example, thermo-mechanical behavior 
of continuous and hollow cylinders during such influence is considered.  
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