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ПОВЗУЧІСТЬ ПЛАСТИН НЕКАНОНІЧНОЇ ФОРМИ  
З МАТЕРІАЛІВ ІЗ АСИМЕТРІЄЮ ВЛАСТИВОСТЕЙ 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ ïîâçó÷³ñòü òîíêèõ ïëàñòèí ñêëàäíî¿ ôîðìè ³ç ìàòåð³àë³â ç 
àñèìåòð³ºþ âëàñòèâîñòåé, ùî çíàõîäÿòüñÿ ï³ä ä³ºþ íàâàíòàæåíü ó ïëîùèí³. 
Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàçóºòüñÿ íà ñóì³ñíîìó çàñòîñóâàíí³ âàð³àö³éíî-
ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó òà ìåòîäó Ðóí´å – Êóòòà – Ìåðñîíà. Îäåðæàíî 
ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó äëÿ îñíîâíèõ òèï³â êðàéîâèõ óìîâ. Äîñë³äæåíî âïëèâ 
òèïó íàâàíòàæåííÿ íà ïîâçó÷³ñòü ³ òðèâàëó ì³öí³ñòü ïëàñòèíè ç îòâî-
ðàìè. 

 
Ïðè äåôîðìóâàíí³ â óìîâàõ âèñîêîòåìïåðàòóðíî¿ ïîâçó÷îñò³ áàãàòî 

ìàòåð³àë³â ìàþòü àñèìåòð³þ âëàñòèâîñòåé, ùî âèÿâëÿºòüñÿ â íåîäíàêîâ³é 
ïîâåä³íö³ ïðè ðîçòÿãó òà ñòèñêó, ³ íåçàëåæíèé çàêîí äåôîðìóâàííÿ ïðè 
÷èñòîìó çñóâ³ [1, 5, 8]. Òàêîæ ìîæóòü ïðîÿâëÿòèñÿ âïëèâ ã³äðîñòàòè÷íîãî 
òèñêó íà ïîâçó÷³ñòü, çàëåæí³ñòü ïîøêîäæóâàíîñò³ â³ä òèïó íàâàíòàæåííÿ, 
àí³çîòðîï³ÿ, çóìîâëåíà çì³öíåííÿì ³ ïîøêîäæóâàí³ñòþ, åôåêò Ïîéíò³í´à 
òîùî [11–13]. 

Ãåîìåòðè÷íà ôîðìà (íàÿâí³ñòü îòâîð³â, âèð³ç³â òîùî), ñïîñ³á çàêð³ïëåí-
íÿ òîðö³â ïëàñòèíè ìîæóòü ñóòòºâî âïëèâàòè íà ïðîöåñè ïîâçó÷îñò³ òà ïî-
øêîäæóâàíîñò³. Ç ³íøîãî áîêó, íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè ðåàëüí³ âëàñòèâîñò³ 
ìàòåð³àëó, íåõòóâàííÿ ÿêèìè íàé÷àñò³øå ïðèâîäèòü äî íåàäåêâàòíîãî îïè-
ñó ïîâåä³íêè êîíñòðóêö³¿ â ö³ëîìó. Òîìó íåîáõ³äí³ñòü êîìïëåêñíîãî óðàõó-
âàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ³ ô³çè÷íèõ ôàêòîð³â ïðè äîñë³äæåíí³ ïîâçó÷îñò³ ïëàñ-
òèí ñêëàäíî¿ ôîðìè ³ç ìàòåð³àë³â ç àñèìåòð³ºþ âëàñòèâîñòåé, âèìàãàº 
ñòâîðåííÿ íîâèõ åôåêòèâíèõ ìîäåëåé ³ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó.  

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º: 
– ðîçðîáèòè é îá´ðóíòóâàòè ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ô³çè÷íî íåë³í³éíî¿ çàäà-

÷³ ïîâçó÷îñò³ ïëàñòèí ñêëàäíî¿ ôîðìè íà îñíîâ³ âàð³àö³éíî-ñòðóêòóðíî-
ãî ìåòîäó òà ìåòîäó Ðóí´å – Êóòòà – Ìåðñîíà; 

– äîñë³äèòè âïëèâ òèïó íàâàíòàæåííÿ íà ïîâçó÷³ñòü ³ òðèâàëó ì³öí³ñòü 
ïëàñòèí ³ç ìàòåð³àë³â ç àñèìåòð³ºþ âëàñòèâîñòåé; 

– äîñë³äèòè âïëèâ ãåîìåòðè÷íî¿ ôîðìè íà ïîâçó÷³ñòü ³ òðèâàëó ì³öí³ñòü 
ïëàñòèí. 
Ó ïðÿìîêóòí³é äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1 2Ox x  ðîçãëÿíåìî òîíêó 

ïëàñòèíó ïîñò³éíî¿ òîâùèíè ç ãåîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ Ω . Òåìïåðàòóðà 
ïëàñòèíè constT = . Ïëàñòèíà íàâàíòàæåíà êîíòóðíèìè íîðìàëüíèìè 

(0)
1 2( , , )nP x x t  ³ äîòè÷íèìè (0)

1 2( , , )P x x tτ  çóñèëëÿìè. Òóò ,n   – çîâí³øíÿ 

íîðìàëü ³ äîòè÷íà äî êîíòóðó ∂Ω ; t  – ÷àñ. 
 Ó äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó çàäà÷à ïîâçó÷îñò³ ïëàñòèíè ìîæå áóòè çâå-
äåíà äî âàð³àö³éíî¿ ïðîáëåìè äëÿ ôóíêö³îíàëà Ëà´ðàíæà [3]: 

 2 2 2
1 2 1,1 2,2 1,1 2,2 1,2 2,1 1 22

1 1( , ) 2 (1 )( )
2 21

Eu u u u u u u u dx dx
Ω

 Λ = + + ν + − ν + − 
 − ν∫∫         

 11 1,1 22 2,2 12 1,2 2,1 1 2( )c c cN u N u N u u dx dx
Ω

− + + + −∫∫      [ ]  

 0 0
1 1 2 2 2 1 1 2( ) ( )nP u n u n P u n u n dSτ

∂Ω

− + + −∫     [ ] , (1) 

äå 1 2,u u   – ê³íåìàòè÷íî ìîæëèâ³ øâèäêîñò³ ïåðåì³ùåíü óçäîâæ îñåé 1Ox , 

2Ox  â³äïîâ³äíî; 1 2,n n  – íàïðÿìí³ êîñèíóñè íîðìàë³ n ;  
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 11 11 22 22 22 112 2
( ),         ( )

1 1
c cE EN p p N p p= + ν = + ν

− ν − ν
     , 

12 122cN Gp=   – «ô³êòèâí³» íàâàíòàæåííÿ, çóìîâëåí³ äåôîðìàö³ÿìè ïîâçó-

÷îñò³; , ,E G ν  – ìîäóëü ïðóæíîñò³, ìîäóëü çñóâó ³ êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ìà-

òåð³àëó. Êîìïîíåíòè òåíçîðà øâèäêîñòåé äåôîðìàö³é ïîâçó÷îñò³ ijp  çàäàí³ 

³ íå âàð³þþòüñÿ. Êðàïêà íàä ñèìâîëàìè îçíà÷àº ïîâíó ïîõ³äíó çà ÷àñîì.  
Ïðè ðîçãëÿä³ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïîâçó÷îñò³, çàëåæíî â³ä ñïîñîáó 

çàêð³ïëåííÿ, ìîæóòü âèíèêíóòè òðè îñíîâí³ çàäà÷³. 
1. Äëÿ ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³ íà êîíòóð³ ïëàñòèíè ∂Ω  çàäàíî øâèä-

êîñò³ íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü: 

 (0) (0),                 c c
n n n nP P P Pτ τσ = + τ = +     . 

Ö³ óìîâè, âèðàæåí³ ÷åðåç øâèäêîñò³ ïåðåì³ùåíü, çàïèøåìî ó âèãëÿä³: 

 (0)
1 1, 1 2, 2 2 2, 1 1, 2( ) ( ) c

n n n nA u n u n A u n u n P Pτ τ+ + − = +     , 

 (0)
1, 2 2, 1 1, 1 2, 2( ) c

n nG u n u n u n u n P Pτ τ τ τ− + + + = +     ,    (2) 

äå 2 2
11 1 12 1 2 22 22c c c c

nP N n N n n N n= + +    ,   2 2
22 11 1 2 12 1 2

c c c cP N N n n N n nτ = − + −   ( ) ( ) , 

, ,1 1 ,2 2i n i iu u n u n= +   ,   , ,2 1 ,1 2i i iu u n u nτ = −   ,   1 21
EA =

− ν
, 2 1A A= ν . 

Óìîâè (2) º ïðèðîäíèìè äëÿ ôóíêö³îíàëà (1). 
2. Äëÿ äðóãî¿ çàäà÷³ íà ãðàíèö³ çàäàíî øâèäêîñò³ ïåðåì³ùåíü: 

 (0) ,       1, 2i iu f i= =  . (3) 

3. Äëÿ òðåòüî¿ îñíîâíî¿ àáî çì³øàíî¿ çàäà÷³ íà ÷àñòèí³ 1∂Ω  ãðàíèö³ 

∂Ω  çàäàíî óìîâè (3), à íà 2∂Ω  – óìîâè (2). 
Äëÿ äåôîðìàö³é ïîâçó÷îñò³ ïðèéìåìî âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, 

îòðèìàí³ òà îá´ðóíòîâàí³ â ðîáîò³ [9], ùî îïèñóþòü ð³çíó ïîâåä³íêó ìàòåð³à-
ëó ïðè ðîçòÿãó, ñòèñêó òà çñóâ³, ð³çíèé ðîçâèòîê ïîøêîäæóâàíîñò³ ïðè ðîç-
òÿãó, ñòèñêó òà çñóâ³, ñòèñêóâàëüí³ñòü ìàòåð³àëó ïðè ïîâçó÷îñò³, à òàêîæ 
àí³çîòðîï³þ, çóìîâëåíó ïîøêîäæóâàí³ñòþ: 

 1

2
,      , 1,2

q
m k k

k e k

C AI
p Be e k−β ∗

∗

σ + δψ   = σ ψ + =   ψ − ψ σ   
  

   . (4) 

Òóò ψ  – ïàðàìåòð, ùî îïèñóº çì³öíåííÿ ³ ïîøêîäæóâàí³ñòü ìàòåð³àëó; eσ  

– åêâ³âàëåíòíå íàïðóæåííÿ: 2e k kB e eσ = σ + σ   , äå 2 2
2 1 2AI CIσ = + , 

1 k kI = σ δ  , 2 k kI = σ σ  ; kδ   – ñèìâîë Êðîíåêåðà;  1 2( , )e e=e  – îäèíè÷íèé 

âåêòîð, ñïðÿìîâàíèé ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè ì³êðîòð³ùèíè; , ,A B C  
– ñòàë³ ìàòåð³àëó.  

Ïðèéìàºìî, ùî ì³êðîòð³ùèíè â ìàòåð³àë³ îð³ºíòóþòüñÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî íàïðÿìêó ä³¿ ìàêñèìàëüíîãî ãîëîâíîãî íàïðóæåííÿ. Ó öüîìó âè-
ïàäêó ïàðàìåòðè , ,A B C  çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëàìè [9]  

 ( ) ( )1 1 1 1m mB K K+ +
+ −= − ,     ( )1 1

02 mC K B+= − ,    ( )2 1mA K C+
−= − , 

äå 0, ,K K K+ − , , ,m qβ  – êîíñòàíòè ìàòåð³àëó, â³äîì³ ç áàçîâèõ åêñïåðèìåí-

ò³â íà ðîçòÿã, ñòèñê ³ çñóâ. 
Çà ïàðàìåòð ψ  âèáåðåìî ïèòîìó åíåðã³þ ðîçñ³ÿííÿ [9, 10] 

 
0

t

Wdtψ = ∫ , 
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äå ,  , 1,2ij ijW p i j= σ = . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ψ  áóäåìî ìàòè ê³íåòè÷íå ð³â-

íÿííÿ 
 ij ijpψ = σ  . (5) 

Ï³äñòàâèâøè (4) ó (5), îäåðæèìî 

 1
q

m
e

+ −β ∗

∗

ψ ψ = σ ψ  ψ − ψ 
 . 

Ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ 0ψ =  â³äïîâ³äàº íåïîøêîäæåíîìó ñòàíó ïðè 0t = , à 

êðèòè÷íå çíà÷åííÿ 
0

t

W dt
∗

∗ψ = ψ = ∫  â³äïîâ³äàº ÷àñó t t∗=  äî ðóéíóâàííÿ  

àáî ÷àñó ïðèõîâàíîãî ðóéíóâàííÿ.  
Íàâåäåìî êîðîòêèé îïèñ ìåòîäó ðîçâ’ÿçêó ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ 

ïîâçó÷îñò³. Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè çíà÷åííÿ îñíîâíèõ íåâ³äîìèõ ó äîâ³ëüíèé 
ìîìåíò ÷àñó, çàïèøåìî ïî÷àòêîâó çàäà÷ó Êîø³ çà ÷àñîì: 

 1
1

du
u

dt
=  , 2

2

du
u

dt
=  ,  

 11
1,1

d
u

dt
ε

=  , 22
2,2

d
u

dt
ε

=  , 12
1,2 2,1

d
u u

dt
γ

= +  , 

 11
1 1,1 2,2 11 22

d
A u u p p

dt
σ

= + ν − − ν   ( ) , 

 22 12
1 2,2 1,1 22 11 1,2 2,1 12,      2

d d
A u u p p G u u p

dt dt
σ σ

= + ν − − ν = + −      ( ) ( ) , 

 11
11

dp
p

dt
=  , 22

22

dp
p

dt
=  , 12

12

dp
p

dt
=  , 

d
dt
ψ = ψ . (6) 

 Ïî÷àòêîâ³ óìîâè ïðè 0t =  äëÿ ð³âíÿíü (6) çíàõîäèìî ç ðîçâ’ÿçêó çàäà-
÷³ ïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ. 
 Äëÿ ³íòåãðóâàííÿ ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³ Êîø³ çà ÷àñîì áóäåìî âèêîðèñòî-
âóâàòè ìåòîä Ðóí´å – Êóòòà – Ìåðñîíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³ [2, 4], 
ÿêèé âèìàãàº ï’ÿòèêðàòíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³ íà êîæíîìó 
÷àñîâîìó êðîö³ òà ìàº âèñîêó òî÷í³ñòü ³ ñò³éê³ñòü äî íàãðîìàäæåííÿ ïîõè-
áîê îá÷èñëåíü. Âåëè÷èíà çì³ííîãî êðîêó âñòàíîâëþºòüñÿ àâòîìàòè÷íî çà 
çàäàíîþ ïîõèáêîþ îá÷èñëåíü δ .  
 Âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ 0δΛ =  íà êîæíîìó ÷àñîâîìó êðîö³ áóäåìî ðîçâ’ÿ-
çóâàòè ìåòîäîì R-ôóíêö³é [6] ó êîìá³íàö³¿ ç ìåòîäîì Ð³òöà. Ìåòîä R-ôóíê-
ö³é äîçâîëÿº ïîäàòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ ôîð-
ìóëè – ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó, ùî òî÷íî çàäîâîëüíÿº óñ³ àáî ÷àñòèíó ãðà-
íè÷íèõ óìîâ ³ º ³íâàð³àíòíîþ ñòîñîâíî ôîðìè îáëàñò³, äå øóêàºìî ðîç-
â’ÿçîê. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàãàëüíó ìåòîäèêó ïîáóäîâè ñòðóêòóðíèõ ôîðìóë [6, 
7], ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çàãàëüíà ñòðóêòóðà ðîçâ’ÿçêó, ùî çàäîâîëüíÿº ãðà-
íè÷í³ óìîâè ïåðøî¿ îñíîâíî¿ çàäà÷³, áóäå ìàòè âèãëÿä  

 0 1 ,        1,2i i iu u u i= + =   , (7) 

äå 0iu , 1iu  â³äïîâ³äíî çàäîâîëüíÿþòü íåîäíîð³äí³ òà îäíîð³äí³ ãðàíè÷í³ 

óìîâè,  

 01 ,1 ,2 02 ,2 ,1
1 1

1 1 1 1,      n nu P P u P P
A G A Gτ τ

   = ω ω − ω = ω ω + ω   
   

     ,   (8) 

 2 2 2
11 1 1 1 ,1 ,2 1 1 1 2 ,1 ,2 3(1 )u D T T= Φ − ω Φ − + ν ω ω Φ + Φ νω − ω + ω Φ ( )[ ] , 

 2 2 2
12 2 1 2 ,1 ,2 1 2 1 1 ,1 ,2 4(1 )u D T T= Φ − ω Φ + + ν ω ω Φ + Φ ω − νω + ω Φ ( )[ ] . (9) 
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Ó ôîðìóëàõ (7), (8) ôóíêö³ÿ ( )xω  ( 1 2( , )x x x= ) áóäóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ 

òåîð³¿ R -ôóíêö³é ³ çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 ,( ) 0,   ;       ( ) 0,   ;       1,   nx x x x xω = ∈ ∂Ω ω > ∈ Ω ω = ∈ ∂Ω ; 

,  1, , 4i iΦ =  , – íåâèçíà÷åí³ êîìïîíåíòè ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó [6];  

 (0) (0)c c
n n n n nP EC P P EC P EC P= + = +    ( ) ( ) ( ) ,  

 (0) (0)c cP EC P P EC P EC Pτ τ τ τ τ= + = +    ( ) ( ) ( ) , 

äå ( )EC   – îïåðàòîð ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ óñåðåäèíó îáëàñò³ Ω ;  

1 1,D T  – äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè âèãëÿäó [6] 

 1 1
1 1 2 2 2 1 1 2

,           D T
x x x x x x x x

∂ω ∂ ∂ω ∂ ∂ω ∂ ∂ω ∂= + = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é ,c c
nP Pτ
   ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 2 2
11 ,1 12 ,1 2 22 ,22 ,c c c c

nEC P N N N= ω + ω ω + ω   ( ) , 

 2 2
22 11 ,1 ,2 12 ,1 ,2

c c c cEC P N N Nτ = − ω ω + ω − ω   ( ) ( ) ( ) . 

Ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é (0) (0),nP Pτ
   ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàí³ çà äîïîìîãîþ 

ôîðìóë «ñêëåþâàííÿ» ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü [6].  
ßêùî íà ãðàíèö³ çàäàíî øâèäêîñò³ ïåðåì³ùåíü (äðóãà îñíîâíà çàäà÷à), 

òî ñòðóêòóðó ðîçâ’ÿçêó ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

 ,          1,2i i iu f i= + ωΦ = , 

äå (0)
i if EC f= ( )  – ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³é (0)

if
  óñåðåäèíó îáëàñò³ Ω .  

Çàãàëüíà ñòðóêòóðà ðîçâ’ÿçêó, ÿêèé çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè çì³-
øàíî¿ çàäà÷³, áóäå òàêîþ: 

 0 1 ,          1,2i i iu u u i= + =   , 

äå 

 (2)
01 2,1 2,2 1 1 1

1

1 1
nu P P f D f

A G τ
 = ω ω − ω + − ω + 
 

    

 (2) 2 2 (2)
2,1 2,2 1 1 2,1 2,2 1 2(1 ) T f T f+ ω + ν ω ω − ω νω − ω ( ) , 

 (2)
02 2,2 2,1 2 1 2

1

1 1
nu P P f D f

A G τ
 = ω ω + ω + − ω − 
 

    

 (2) 2 2 (2)
2,1 2,2 1 2 2,2 2,1 1 1(1 ) T f T f− ω + ν ω ω + ω νω − ω ( ) , 

 (2) (2)
11 1 1 1 1 1 2,1 2,2 1 1 1( ) (1 ) ( )u D T= ω Φ − ω ω Φ − + ν ω ω ω Φ + [  

 (2) 2 2
1 1 2 2,1 2,2 2 3( )T+ ω Φ νω − ω + ω ωΦ( )] , 

 (2) (2)
12 1 2 1 1 2 2,1 2,2 1 1 2( ) (1 ) ( )u D T= ω Φ − ω ω Φ + + ν ω ω ω Φ + [  

 (2) 2 2
1 1 1 2,1 2,2 2 4( )T+ ω Φ ω − νω + ω ωΦ( )] . 
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Òóò 

 2 2 (0)
11 2,1 12 2,1 2,2 22 2,22c c c

n nP N N N EC P= ω + ω ω + ω +    ( ) ,  

 2 2 (0)
22 11 2,1 2,2 12 2,1 2,2
c c cP N N N EC Pτ τ= − ω ω + ω − ω +    ( ) ( ) ( ) , 

0ω = , 1 0ω = , 2 0ω =  – ð³âíÿííÿ ãðàíèö³ ∂Ω  ³ ä³ëÿíîê 1∂Ω , 2∂Ω  â³äïîâ³ä-

íî. Îïåðàòîðè (2) (2)
1 1,D T  ìàþòü âèãëÿä 

 ( ) ( )2 22 2 2 2
1 1

1 1 2 2 2 1 1 2
,         D T

x x x x x x x x
∂ω ∂ω ∂ω ∂ω∂ ∂ ∂ ∂= + = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Ïðè ÷èñåëüí³é ðåàë³çàö³¿ íåâèçíà÷åí³ êîìïîíåíòè ñòðóêòóð ðîçâ’ÿçêó 
çîáðàæàëè ó âèãëÿä³ ñê³í÷åííèõ ðÿä³â 

 ( )

1

( ) ( ) ( )
iN

i
i iN k k

k

x x C x
=

Φ ≈ Φ = ϕ∑ , 

äå kϕ{ }  − ñèñòåìà ñòåïåíåâèõ ïîë³íîì³â âèãëÿäó 1 2
m nx x  (ñòåï³íü ïîë³íîìà 

âèçíà÷àºòüñÿ ÿê P m n= + ). Íåâèçíà÷åí³ êîåô³ö³ºíòè ( )i
kC  çíàõîäèëè ìåòî-

äîì Ð³òöà. 
ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ïîâçó÷³ñòü ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíè ç äâîìà êðó-

ãîâèìè îòâîðàìè (ðèñ. 1). Ìàòåð³àë ïëàñòèíè – òèòàíîâèé ñïëàâ ÎÒ–4. 
Òåìïåðàòóðà K748T = .  

Íà çîâí³øíüîìó êîíòóð³ ïëàñòèíà íàâàíòàæåíà íîðìàëüíèì çóñèëëÿì 
0
1 100ÌÏà,nP =  íà êîíòóð³ îòâîð³â ä³þòü íîðìàëüí³ çóñèëëÿ 0

2 200ÌÏànP = . 

Ðîçì³ðè â ïëàí³: 2 0.12,  2 0.1ìa b= = , ðàä³óñ êðóãîâèõ îòâîð³â 0.01ìr = . 
Ïðóæí³ êîíñòàíòè ìàòåð³àëó: E =  

60ÃÏà= , 0.3ν = . Êîíñòàíòè ìàòå-
ð³àëó ïðè ïîâçó÷îñò³: 0β = , 4m = , 

2q = , 2 113.5 10 ÃÏà ãîä.mK − − −
+ = ⋅ , 

.2 17.5 10 ÃÏà ãîämK − − −
− = ⋅ , =0K  

12.77ÃÏà ãîä.m− −= ; êðèòè÷íå çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðà ïîøêîäæóâàíîñò³ 

МПа100∗ψ = . 
Íîðìàë³çîâàíå äî ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó ð³âíÿííÿ ãðàíèö³ îáëàñò³, ïî-
êàçàíî¿ íà ðèñ. 1, ìîæå áóòè çàïè-
ñàíå òàê: 

 1 0 2 0 3 0 4( ) 0F F F Fω = ∧ ∧ ∧ =( ) , 

äå 

 2 2 2 2
1 2 2 2

1 1,           
2 2

F b x F a x
b a

= − = −( ) ( ) ,  

2 2 2
3 1 2

1 ( 0.5 )
2

F x x c r
r

= + − −( ) , 

2 2 2
4 1 2

1 ( 0.5 )
2

F x x c r
r

= + + −( ) . 

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ âðàõîâóâàëè ñèìåòð³þ çàäà÷³. Äëÿ îá÷èñëåííÿ åëå-
ìåíò³â ìàòðèö³ Ð³òöà âèêîðèñòîâóâàëè ôîðìóëè ¥àóññà. Ïðè öüîìó ê³ëü-
ê³ñòü âóçë³â ³íòåãðóâàííÿ ïî ÷âåðò³ îáëàñò³ äîð³âíþâàëà 432. Ñòåïåí³ àïðîê-
ñèìóþ÷èõ ïîë³íîì³â: 1 2 17P P= = , 3 4 9P P= = . Ïîõèáêà 0.01δ = . 

 

−b 

1

0
nP  r 

r 

ñ A 
O 

b 

x1 

x2 

−a a 

2

0
nP  

2

0
nP  

1

0
nP  

1

0
nP  

1

0
nP  

 
Рис. 1 
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Äîñë³äèìî, ÿê âïëèâàº íàïðÿìîê çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ³ â³äñòàíü 
ì³æ îòâîðàìè íà òðèâàëó ì³öí³ñòü ïëàñòèíè. Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî êðèâ³ äëÿ 
÷àñó ïðèõîâàíîãî ðóéíóâàííÿ, ùî ³ëþñòðóþòü çàëåæí³ñòü ÷àñó ïðèõîâàíîãî 
ðóéíóâàííÿ â³ä íàïðÿìêó çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ³ â³äíîøåííÿ â³äñòàí³ 
ì³æ öåíòðàìè îòâîð³â äî ä³àìåòðà îòâîðó – /c d . Êðèâà 1 îòðèìàíà çà äî-
ïîìîãîþ êëàñè÷íèõ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü [9, 10] ³ åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ äàíèõ íà ðîçòÿã. Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âèïàäêó áóäåìî ìàòè îäíàêîâó 
êðèâó òðèâàëî¿ ì³öíîñò³ ïðè ðîçòÿãó òà ñòèñêó. Êðèâ³ 2, 3 îòðèìàíî çà äî-
ïîìîãîþ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) ïðè ðîçòÿãó òà ñòèñêó ïëàñòèíè 
â³äïîâ³äíî. Â óñ³õ âèïàäêàõ ðóéíóâàííÿ ïëàñòèíè ïî÷èíàºòüñÿ ïîáëèçó ãðà-
íèö³ îòâîð³â. 
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 Рис. 2 Рис. 3 

Íà ðèñ. 2 âèäíî, ùî êëàñè÷íà òåîð³ÿ ïîâçó÷îñò³ íå äîçâîëÿº äàòè ïðèé-
íÿòíó îö³íêó ÷àñó äî ðóéíóâàííÿ. 

Íèæ÷å, íà ðèñ. 3–9, íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ ïîâçó÷îñò³ ïëàñ-
òèíè ïðè / 2.25c d = . Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ³íòåíñèâíîñ-

ò³ íàïðóæåíü 2 2 2
11 22 11 22 123iσ = σ + σ − σ σ + σ  íà êðàþ êðóãîâîãî îòâîðó ÿê 

ôóíêö³¿ â³ä 2 /η = θ π . Êðèâà 1 â³äïîâ³äàº ïðóæíîìó ðîçâ’ÿçêó â ïî÷àòêîâèé 

ìîìåíò ÷àñó, êðèâ³ 2, 3 – ìîìåíòàì ÷àñó äî ðóéíóâàííÿ ïðè ðîçòÿãó ( t =  

pt∗= ) ³ ïðè ñòèñêó ( ct t∗= ), ÿê³ îòðèìàíî íà îñíîâ³ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³ä-

íîøåíü (4). Íà ðèñóíêó áà÷èìî, ùî â ìîìåíò ðóéíóâàííÿ ³íòåíñèâíîñò³ íà-
ïðóæåíü íà êðàþ îòâîðó ïðè ðîçòÿãó ³ ñòèñêó ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ (ñåðåä-
íÿ ð³çíèöÿ çíà÷åíü ñòàíîâèòü 0.2 %). 
 Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ â³ä ÷àñó ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿ 22ε , äåôîð-

ìàö³¿ ïîâçó÷îñò³ 22p  ³ ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ 22 22 22
e pε = ε −  â òî÷ö³ (0; 2 )A c r−/  

ïðè ðîçòÿãó. Íà ðèñóíêó âèäíî, ùî ïðóæí³ äåôîðìàö³¿ â ïðîöåñ³ ïîâçó÷îñò³ 
çìåíøóþòüñÿ.  
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 Рис. 4 Рис. 5 

Íà ðèñ. 5–7 çîáðàæåíî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â ïåðåì³ùåíü 2u , ïîâíèõ 

äåôîðìàö³é 22ε  ³ íàïðóæåíü 11σ  ó òî÷ö³ (0; 2 )A c r−/  â çàëåæíîñò³ â³ä ÷àñó. 
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Ñóö³ëüíèìè ë³í³ÿìè ïîêàçàíî äàí³, îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ âèçíà÷àëüíèõ 
ñï³ââ³äíîøåíü, ùî âðàõîâóþòü ð³çíîîï³ðí³ñòü ìàòåð³àëó (ðîçòÿã – êðèâà 1, 
ñòèñê – êðèâà 2), ïóíêòèðíèìè ë³í³ÿìè – ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ íà îñíîâ³ 
êëàñè÷íèõ ð³âíÿíü òåîð³¿ ïîâçó÷îñò³. 
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 Рис. 6 Рис. 7 

Â ðåçóëüòàò³ äîñë³äæåíü áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ÿê ïðè ðîçòÿãó, òàê ³ 
ïðè ñòèñêó ïëàñòèíè ðóéíóâàííÿ (ó ïðàâ³é âåðõí³é ÷âåðò³ ïëàñòèíè) ïî÷è-
íàºòüñÿ â îäí³é ³ ò³é ñàì³é òî÷ö³ (0.0047ì,  0.0127ì)A∗ .  

Íà ðèñ. 8, 9 çîáðàæåíî êðèâ³ äëÿ ïàðàìåòðà ïîøêîäæóâàíîñò³ òà ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó òî÷ö³ A∗  ïðè ðîçòÿãó (êðèâ³ 1) ³ ñòèñêó (êðèâ³ 2). 
Ïóíêòèðíà êðèâà äëÿ ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü îòðèìàíà íà îñíîâ³ êëàñè÷-
íèõ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåîð³¿ ïîâçó÷îñò³. 
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 Рис. 8 Рис. 9 

Ç íàâåäåíèõ âèùå ðåçóëüòàò³â ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íàïðÿìîê 
çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, à òàêîæ ãåîìåòðè÷íà ôîðìà ñóòòºâî âïëèâàþòü 
íà ³íòåíñèâí³ñòü ðîçâèòêó ïðîöåñ³â ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ â ïëàñ-
òèí³. Âèêîðèñòàííÿ êëàñè÷íèõ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü ïðè äîñë³äæåíí³ 
ïîâçó÷îñò³ òà òðèâàëî¿ ì³öíîñò³ ïëàñòèí ç ð³çíîîï³ðíèõ ìàòåð³àë³â ïðèâî-
äèòü äî íåïðèïóñòèìèõ ïîõèáîê ÿê ïðè çíàõîäæåíí³ îñíîâíèõ íåâ³äîìèõ 
çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³, òàê ³ ïðè âèçíà÷åíí³ ÷àñó ïðèõîâàíîãî ðóéíóâàííÿ t∗ . 
Âèêîðèñòàííÿ íîâèõ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü ³ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ïîâçó÷îñò³ äîçâîëÿº á³ëüø äîñòî-
â³ðíî é òî÷íî îïèñóâàòè ïðîöåñè ïîâçó÷îñò³ é ðóéíóâàííÿ ïëàñòèí ñêëàäíî¿ 
ôîðìè ç ð³çíîîï³ðíèõ ìàòåð³àë³â.  
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ПОЛЗУЧЕСТЬ ПЛАСТИН НЕКАНОНИЧЕСКОЙ 
ФОРМЫ ИЗ МАТЕРИАЛОВ С АСИММЕТРИЕЙ СВОЙСТВ 
 
Èññëåäóåòñÿ ïîëçó÷åñòü òîíêèõ ïëàñòèí ñëîæíîé ôîðìû èç ìàòåðèàëîâ ñ àñèì-
ìåòðèåé ñâîéñòâ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì íàãðóæåíèÿ ñèë â ïëîñêîñòè. Ìå-
òîä ðåøåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè âàðèàöèîííî-ñòðóêòóðíîãî 
ìåòîäà è ìåòîäà Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. Ïîñòðîåíû ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ 
äëÿ îñíîâíûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå âèäà íàãðóæåíèÿ íà 
ïîëçó÷åñòü è äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèÿìè.  
 
CREEP OF NON-CANONICAL FORM PLATES FROM 
MATERIALS WITH NON-SYMMETRIC PROPERTIES 
 
A creep problem for thin plates of complex form from materials with non-symmetric 
properties under plane loading is considered. The method of solution is based on the 
joint using the variational-structural method and the Runge – Kutta – Merson method. 
The structures of solution for the main types of boundary conditions are obtained. The 
influence of loading type on creep behavior and long-time strength of the plate with 
holes is studied. 
 
²í-ò ïðîáëåì ìàøèíîáóäóâàííÿ Îäåðæàíî 
³ì. À. Ì. Ïîäãîðíîãî ÍÀÍ Óêðà¿íè, Õàðê³â 06.07.05 


