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ДИНАМИЧЕСКИЙ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИЙ ИЗГИБ АРМИРОВАННЫХ 
СТЕРЖНЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 
 

Ïðåäëîæåíà âÿçêîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â ðàìêàõ êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíà 
çàäà÷à íåóïðóãîãî äèíàìè÷åñêîãî èçãèáà ñòåðæíåé. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà îáîáùåíèè ìå-
òîäîâ Ðóíãå – Êóòòà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èç-
âåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ æåñòêîïëàñ-
òè÷åñêîé ìîäåëè, ïîêàçàíà èõ õîðîøàÿ ñîãëàñîâàííîñòü. Ýôôåêòèâíîñòü 
ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ðàñ÷åòàõ íåóïðóãîé äèíà-
ìèêè èçîòðîïíûõ è àðìèðîâàííûõ ñòåðæíåé ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæå-
íèè ñòåðæíè íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè è ïðè äèíàìè÷åñêîì âîçäåéñò-
âèè. 

 
Ñòåðæíè ñîñòàâëÿþò îñíîâó ñèëîâûõ ýëåìåíòîâ ìíîãèõ çàùèòíûõ îã-

ðàæäåíèé è îòâåòñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ñóäîñòðîèòåëüíîé, ìàøèíîñòðîèòåëü-
íîé è àâèàöèîííîé òåõíèêè, îáúåêòîâ ñòðîéèíäóñòðèè. Ïðè âîçäåéñòâèè äè-
íàìè÷åñêèõ íàãðóçîê âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè èõ ïîâðåæäàåìîñòü îïðåäåëÿ-
åò âîçìîæíîñòü äàëüíåéøåãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ óêàçàííûõ îáúåêòîâ. Ïî-
ýòîìó ïðîáëåìà äèíàìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà òàêèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Áîëü-
øèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò ðåøåíèé îñíîâàíî íà ìîäåëè 
èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà. Èõ îáçîð è àíàëèç ïðèâåäåíû â [1, 6] 
è äð. Êàê ïðàâèëî, âñå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè è 
îòíîñÿòñÿ ê îäíîðîäíûì ñòåðæíÿì ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, ïðè 
ýòîì çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ñòåðæíåé îò ñêîðîñòè äå-
ôîðìèðîâàíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå 
÷èñëåííîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ àð-
ìèðîâàííûõ ñòåðæíåé ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ è â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, îïóáëèêîâàííûõ àâòîðàìè â [11], ãäå ðàçðàáîòàí 
è àïðîáèðîâàí íà ðåøåíèÿõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îäèí ïîäõîä ê 
îáîáùåíèþ ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà íà ìíîãîìåðíûå ñëó÷àè. Àâòîðàì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ïîäõîä ìîæåò 
áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè 
âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ êîìïîçèòíûõ ïëàñòèí è 
îáîëî÷åê ñî ñëîæíûìè ñòðóêòóðàìè àðìèðîâàíèÿ, èçó÷åíèå êîòîðûõ íàõî-
äèòñÿ ïîêà â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè [8]. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåóïðóãîé äèíàìèêè ñòåðæíåé. Ðàññìîòðèì 
ïðÿìîëèíåéíûé ñòåðæåíü äëèíîé  . Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ ìîæåò 
áûòü ïåðåìåííûì è èìååò äâå îðòîãîíàëüíûå îñè ñèììåòðèè. Ñâÿæåì ñî 
ñòåðæíåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ( , , )x y z : îñü Ox  ñîâìåñòèì ñ îñüþ 

öåíòðîâ òÿæåñòè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé, îñè ,Oy Oz  íàïðàâèì ïî îñÿì ñèì-
ìåòðèè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé. Â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ñòåðæåíü óñèëåí 
N  ñåìåéñòâàìè àðìèðóþùèõ ýëåìåíòîâ. Â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñòðóêòóðà 
àðìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé è ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî íàïðàâëå-
íèé ,y z , â ÷àñòíîñòè, êâàçèîäíîðîäíîé. (Ïîä óñèëèâàþùèìè ýëåìåíòàìè 
ìîæíî ïîíèìàòü àðìèðóþùèå âîëîêíà èëè òîíêèå, ðåãóëÿðíî ÷åðåäóþùèå-
ñÿ ñëîè, ò. å. ñòåðæåíü ìîæåò èìåòü âîëîêíèñòóþ, ñëîèñòóþ èëè ñëîèñòî-
âîëîêíèñòóþ ñòðóêòóðó.) 

Ïîïåðå÷íàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà äåéñòâóåò â íàïðàâëåíèè z , ïî-
ýòîìó ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãåîìåòðèè è ñòðóêòóðå àð-
ìèðîâàíèÿ ñòåðæíÿ â ñëó÷àå ìàëûõ ïðîãèáîâ áóäåò ðåàëèçîâàòüñÿ ïîïå-
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ðå÷íûé èçãèá ñòåðæíÿ â ïëîñêîñòè ( ,x z ). Óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî èçãèáà 
òàêîãî ñòåðæíÿ èìååò âèä [1] 

 , ,( , ) ( , ) ( ) ( , )xx ttM x t p x t R x w x t= − + , (1) 

ãäå 

 ( , ) , ( , , , ) , ( )k k k k
k kF F

M x t z dF x y z t R x dF= σ σ = σ ω = ρ ω∑ ∑∫∫ ∫∫ , (2) 

M  – èçãèáàþùèé ìîìåíò; σ  – îñðåäíåííîå ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå â 
ñòåðæíå; ( )F x  – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ; p  – ïîãîííàÿ ïî-
ïåðå÷íàÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ â íàïðàâëåíèè ;z w  – ïðîãèá â íàïðàâëå-

íèè ;  kz ρ  – îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà k -é ôàçû êîìïîçèöèè (ïðè 

0k =  çäåñü è äàëåå áóäåì ïîíèìàòü ñâÿçóþùåå, à ïðè 1,2, ,k N=   – k -å 

ñåìåéñòâî àðìàòóðû); kσ  – ïðîäîëüíîå íàïðÿæåíèå â k -é ôàçå êîìïîçè-

öèè; ( , , )k x y zω  – èíòåíñèâíîñòü (ïëîòíîñòü) àðìèðîâàíèÿ k -é ôàçîé êîì-

ïîçèöèè ( 1k
k

ω =∑ ); ( )R x  – ïîãîííàÿ ìàññà ñòåðæíÿ, â ñëó÷àå êâàçèîäíî-

ðîäíîãî àðìèðîâàíèÿ ( ( )k k xω = ω ) èìåþùàÿ âûðàæåíèå 

 ( ) ( ) ( ),                ( ) ( )k k
k

R x F x x x x= ρ ρ = ρ ω∑ , (3) 

ρ  – ïðèâåäåííàÿ îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü êîìïîçèöèè; ñóììèðîâàíèå ïðîèçâî-

äèòñÿ ïî óêàçàííîìó èíäåêñó îò 0 äî N ; íèæíèé èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé 
îçíà÷àåò ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x  
èëè ïî âðåìåíè t .  

Ñòåðæåíü ïîä÷èíÿåòñÿ ãèïîòåçå Êèðõãîôà, ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ïðîãè-
áàõ ñâÿçü ìåæäó ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèåé ε , åå ñêîðîñòüþ ξ , ïðîãèáîì w  
è åãî ñêîðîñòüþ v  îïðåäåëÿåòñÿ òàê [4]: 

 , , ,( , , ) ( , ),     ( , , ) ( , ),     xx xx tx z t zw x t x z t zv x tε = − ξ = − ξ = ε , 

 , ,          ( )/2tv w z H x= ≤ ,  (4) 

ãäå ( )H x  – âûñîòà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. 

Ñîãëàñíî âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè [4, 6] íàïðÿæåíèÿ kσ  â ôàçàõ 

êîìïîçèöèè çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè ξ . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 

ïðåäåëû òåêó÷åñòè skσ  âñåõ ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ ëèíåéíî çàâèñÿò îò ξ  

(ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è äðóãèå çàâèñèìîñòè kσ ξ , 

â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî). Òîãäà ñâÿçü 
ìåæäó ,kσ ξ  îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 

 0
sk kσ ≤ σ , 0,    0 ,    /2k N z Hξ = ≤ ≤ ≤ , (5) 

 0
s s ssign ( )k k k kσ = σ = ξ σ + µ ξ ,        0 , 0 , /2k N z H< ξ ≤ ≤ ≤ , (6) 

ãäå 0
skσ  – ïðåäåë òåêó÷åñòè k-é ôàçû êîìïîçèöèè ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì 

íàãðóæåíèè ( 0ξ ≈ ); skµ  – êîýôôèöèåíò âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà k-é 

ôàçû. 
Îïðåäåëåííûì íåäîñòàòêîì ñîîòíîøåíèé (5), (6) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îò-

ñóòñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ çàâèñèìîñòü ( )k kσ = σ ξ , à èìåííî, ïðè 0ξ =  íàïðÿ-

æåíèÿ kσ  îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî (ñì. (5)). ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòîò íåäîñ-

òàòîê, àïïðîêñèìèðóåì çàâèñèìîñòü (5), (6) îäíîçíà÷íîé è ãëàäêîé çàâèñè-
ìîñòüþ 
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 0
s s( ) sign ( ) 1 expk k kσ ξ = ξ σ − −λ ξ + µ ξ( )( ) , 

       0, 0 , /2k N z Hλ > ≤ ≤ ≤ , (7) 

ãäå λ  – íåêîòîðûé ïàðàìåòð. 
Çàìåíà ñîîòíîøåíèé (5), (6) íà (7) ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò îáû÷íîé 

æåñòêî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè ê âÿçêîïëàñòè÷åñêîé [4], ñïåöèàëüíîãî 
òèïà, ïðè÷åì â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå λ → ∞  èç (7) ïîëó÷àåì (5), (6). Çàäàâàÿ 
λ  äîñòàòî÷íî áîëüøèì (íî íå áåñêîíå÷íûì), áóäåì ïîëó÷àòü íåêîòîðîå 
ïðèáëèæåíèå ê æåñòêî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîýòîìó äàëåå ïîä ïðè-
áëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è äèíàìèêè æåñòêî-âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæ-
íåé áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå âÿçêîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå íà 
îñíîâå ðàâåíñòâà (7) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì λ . 

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé (7) âî âòîðîå èç ðàâåíñòâ (2), à 
ðåçóëüòàò – â ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (2). Òîãäà ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñ 
ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìîìåíòà 
M  â ñå÷åíèè x : 

 , , ,( , ) ( , )xx xx xxM A x v v B x v= − + , (8) 

ãäå ,A B  – îïðåäåëåííûå ôóíêöèè óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ. 
Åñëè ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì è èìååò 

âûñîòó ( )H x  è øèðèíó ( )b x  (â íàïðàâëåíèè y ), òî ïðè êâàçèîäíîðîäíîì 

àðìèðîâàíèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ( ( )k k xω = ω ) ôóíêöèè ,A B  îïðåäåëÿþò-

ñÿ âûðàæåíèÿìè 

 
03

,s
, s 2

0 ,

( , ) ( ) ( ) exp
12 2

N
xxk

xx k k
k xx

v HHHA x v b x x
v=

λσ  = ω µ + −   λ 
∑ , 

 
2

0
, , s

0

( , ) ( )sign ( ) ( )
4

N

xx xx k k
k

HB x v b x v x
=

= − σ ω +


∑  

 ,

2
,

2 exp 1
2
xx

xx

v H

v

λ   + − −    λ   
.  (9) 

Ïðè λ → ∞  èç (8) ñ ó÷åòîì (9) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà ïî 
æåñòêî-âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëè. 

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòà (8) â óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì (4), 
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 

 , ,( , ) ( ; ),        ( , ),    0,    0t tv q x t L x v w v x t t x= − = ≥ ≤ ≤  , (10) 

ãäå 

 
2

, , ,2

( , )1( ; ) ( , ) ( , ) ,    ( , )
( ) ( )xx xx xx

p x t
L x v A x v v B x v q x t

R x R xx
∂= − =

∂
[ ] , (11) 

( )R x  îïðåäåëåíà â (2) èëè (3). 
Ïåðâîå óðàâíåíèå (10) ñ ó÷åòîì (11) ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè t  è ÷åòâåðòîãî 
ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ; âòîðîå óðàâíåíèå (10) ÿâëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî îäíîé ïåðåìåí-
íîé t  (ïåðåìåííàÿ x  ïðè ýòîì âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà). Äëÿ îäíî-
çíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (10) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íà÷àëüíûå 

 0 0( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0v x v x w x w x t= = = ,  (12) 

è îáùåèçâåñòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ [14], çàäàâàåìûå íà êîíöàõ ñòåðæíÿ 
0,x =  . Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà (8) è ïåðå-

ðåçûâàþùåé ñèëû 

 , , , , ,( , ) ( , )x xx xx xx xQ M A x v v B x v= = − −( ) .  (13) 
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè êîíöîâ ñòåðæíÿ èìåþò ìåñòî 
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

 (0, ) ( , ) 0, , (0, ) , ( , ) 0xx xxv t v t v t v t= = = =  , 

 , ,(0, ) ( , ) 0, (0, ) ( , ) 0 ,    0xx xxw t w t w t w t t= = = = ≥( )  ,  (14) 

à ïðè çàùåìëåíèè êîíöîâ 

 , ,(0, ) ( , ) 0, (0, ) ( , ) 0x xv t v t v t v t= = = =  , 

 , ,(0, ) ( , ) 0, (0, ) ( , ) 0 ,       0x xw t w t w t w t t= = = = ≥( )  . (15) 

(Ñòåðæåíü ìîæåò èìåòü îïîðû íå â êîíöåâûõ òî÷êàõ, à â ïðîìåæóòî÷íûõ, 
â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî.) 

Åñëè â íåêîòîðûõ ñå÷åíèÿõ cx x=  ñòåðæíÿ çàäàíû ñîñðåäîòî÷åííûå 

ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû cQ  èëè ìîìåíòû cM , òî äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìî 
èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèÿ 

 ( 0, ) ( 0, ) ( ),     ( 0, ) ( 0, ) ( )c c c c c cQ x t Q x t Q t M x t M x t M t− + + = − + + = − , 

  , ,( 0, ) ( 0, ),      ( 0, ) ( 0, )c c x c x cv x t v x t v x t v x t− = + − = + , 

 ( 0, ) ( 0, ),    , ( 0, ) , ( 0, ) ,    0c c x c x cw x t w x t w x t w x t t− = + − = + ≥( ) , (16) 

ãäå äëÿ çàäàíèÿ M  è Q  íóæíî ó÷åñòü âûðàæåíèÿ (8), (13). 
Èç ñèñòåìû (10), íà÷àëüíûõ (12) è ãðàíè÷íûõ (14), (15) óñëîâèé, à òàê-

æå èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (16) ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî 
ðåøàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñêîðîñòè ïðîãèáà v , ïîñëå ÷åãî ïðî-
ãèá w  îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî âðåìåíè t  âòîðîãî óðàâíåíèÿ (10). 

2. Ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Äëÿ 
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (10) ïî âðåìåíè t  èñïîëüçó-
åì îáîáùåííûé ìåòîä Ðóíãå – Êóòòà [11], à èìåííî, äâóñòàäèéíûé îáîá-
ùåííûé ìåòîä Ëîáàòòî IIIA (ìåòîä òðàïåöèé), èìåþùèé âòîðîé ïîðÿäîê 
òî÷íîñòè ïî τ , ãäå τ  – øàã ïî âðåìåíè t . Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó 

 1 1 1( ; ) ( ; ) /2n n n n n nv v q L x v q L x v+ + += + τ − + −( ) , 

îòêóäà óìíîæåíèåì íà ( )R x  ïîëó÷èì 

 1 1 1( ; ) 2 ( ) ( ; ) 2 ( )n n n n n nD x v R x v p p D x v R x v+ + +τ + = τ + − +( ) ,  (17) 

ãäå 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
( ; ) ( ) ( ; ) , ,

n n n
n n d d v d v d vD x v R x L x v A x B x

dx dx dx dx
    = = −    
    

, 

 ( ) ( , ),     ( ) ( , ),     ( ) ( , )n n n
n n nq x q x t p x p x t v x v x t= = = , 

 1 0,        0,1,2, ,     0n nt t n t+ = + τ = = , (18) 

ïðè÷åì øàã ïî âðåìåíè 0τ >  ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì ( nτ = τ ). 

Åñëè íà n -ì (ïî âðåìåíè) ñëîå ñêîðîñòü ïðîãèáà nv  èçâåñòíà, òî óðàâ-
íåíèå (17) çàäàåò ðåøåíèå íà ñëåäóþùåì ñëîå ( 1n + ). Îïðåäåëåííûì íå-
äîñòàòêîì óðàâíåíèÿ (17) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ åãî ïðàâîé ÷àñ-
òè íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà 

 ( ; )D x   ê èçâåñòíîé ôóíêöèè nv  (ñì. (17), (18)). ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè 

 ( ) ( ; ) 2 ( ) ( ),        0,1,2,n n
nP x D x v R x v x n= τ + =  . (19) 

Òîãäà ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå (17) ïðèìåò âèä 
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 1 1
1( ; ) 2 ( ) ( )n n

nD x v R x v P x+ +
+τ + = ,  (20) 

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü èçâåñòíà è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå 

 1
1( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( ) ( )n n n

n nP x P x R x v x p x p x+
+ = − + + τ +( ) ,  (21) 

âûòåêàþùåé èç ñðàâíåíèÿ (19) è ïðàâîé ÷àñòè (17). Â ìîìåíò âðåìåíè 

0 0t =  â ñèëó ïåðâîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (12) èç (19) ïîëó÷èì èçâåñòíóþ 

ôóíêöèþ 

 0
0 0 0 0( ) ( ; ( )) 2 ( ) ( ),       ( ) ( )P x D x v x R x v x v x v x= τ + = .  (22) 

Â ÷àñòíîñòè, ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ 

 0
0 0( ) 0,          ( ) 0P x v v x= = = ,  (23) 

à èç (21), (23) ñëåäóåò 

 0 1
1( ) ( ) ( )P x p x p x= τ +( ) .  (24) 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðîãèáà íà ( 1n + )-ì ñëîå 
íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (20) ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ 
(21)–(24) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì èñõîäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. (Â ÷àñòíîñòè, â ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿõ (14), (15) è óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ (16) (ñ ó÷åòîì (8), (13)) 

íåîáõîäèìî çàìåíèòü v  íà 1nv + ). 
Óðàâíåíèå (20) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå óñòàíîâèâøåé-

ñÿ ïîëçó÷åñòè èçãèáàåìîãî ñòåðæíÿ íà ëèíåéíî-âÿçêîì îñíîâàíèè. Â ñèëó 
èçâåñòíîãî [5] ôîðìàëüíîãî ñõîäñòâà óðàâíåíèé óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè 
(â ðàìêàõ òåîðèè òå÷åíèÿ) è óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé ðàâåíñòâî (20) ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ñòàòè÷åñêîãî óï-

ðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà ñòåðæíÿ íà óïðóãîì îñíîâàíèè, åñëè ïîä 1nv +  ïî-
íèìàòü ïðîãèá. Ïîýòîìó äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è, ñîîòâåòñò-
âóþùåé óðàâíåíèþ (20), ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû ñòàòèêè 
èëè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè. 

Äëÿ óäîáñòâà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óêàçàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è 
(íàïðèìåð, (20), (14) èëè (20), (15) è ò. ï.) îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (20) (ñì. (18)) ïåðåïèøåì â âèäå ñèñòåìû 
äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà 

 
2 2 2

2 2 2
, , ( ) 0

m m m
md v d v d vA x B x M x

dx dx dx
   − + =   
   

, 

 
2

2
2 ( ) ( ),           1

m
m

m
d M R x v P x m n
dx

− τ + = = + ,  (25) 

ãäå ( ) ( , )m
mM x M x t=  – ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ èçãèáàþùèé ìîìåíò íà 

m -ì ñëîå. 
Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (25) íåëèíåéíîå, äëÿ åãî ëèíåàðèçàöèè 

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êà÷åñòâåííî àíàëî-
ãè÷íûé ìåòîäó ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðóãîñòè, øèðîêî èñïîëüçóåìîìó 

ïðè ðåøåíèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ ñòàòèêè [9]. Ïóñòü ( ) ( ),m m
r rv M  – èç-

âåñòíûå r -å ïðèáëèæåíèÿ ðàçûñêèâàåìûõ ôóíêöèé ,m mv M , à ñëåäóþùèå 
ïðèáëèæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëèì èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 

 
2 2 2

( ) ( ) ( )
( )2 2 2

, ( ) ,
m m m
r s rm

s

d v d v d v
A x M x B x

dx dx dx

   + =   
   

, 

 
2

( )
( )2

2 ( ) ( ),        1,      1
m
s m

s m

d M
R x v P x m n s r

dx
− τ + = = + = + .  (26) 
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ mv  ìîæíî âûáðàòü ðåøåíèå 
íà ïðåäûäóùåì ñëîå 

 (0) ( ) ( ),            1m nv x v x m n= = + ,  (27) 

èëè ôóíêöèþ 

 (0) ( ) ( ) ( ) ( ) / ( ),        1m n n
nv x v x p x P x R x m n= − + τ + = +( ) , (28) 

ïîëó÷àþùóþñÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ,( ) ( ) ( , )m n
t nv x v x v x t= + τ  ñ ó÷åòîì âû-

ðàæåíèÿ äëÿ ,tv  èç (10) è îïåðàòîðà ( ; )nL x v  èç (11) è (18), (19) â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî íà ïðåäûäóùåì n -ì ñëîå ðåøåíèå çàäà÷è óæå èçâåñòíî. (Òàêîé 
æå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîëó÷àåòñÿ è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà, ïðåäëî-
æåííîãî â [5] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè.) 

Åñëè â (26) 
2

( )
2

0
m
rd v

dx
=  (íàïðèìåð, â ñèëó íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé), 

òî, êàê ñëåäóåò èç (9), ôóíêöèè ,A B  íå îïðåäåëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò 
â (7) ýêñïîíåíòó ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ 

 2exp ( ) 1 ( ),          0O−λ ξ = − λ ξ + ξ ξ ≈ . (29) 

Òîãäà ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â (2) ñ ó÷åòîì (7), (29), (4) ïîëó-
÷èì âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà M  â âèäå (8), ãäå 

 
3

0
s s

0

( ) ( )
( ) ( )( ),         ( ) 0

12

N

k k k
k

H x b x
A x x B x

=

= ω µ + λσ =∑ . (30) 

Çàìåíèâ â (26) âòîðûå ïðîèçâîäíûå êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå ïî x  ñ øàãîì h , ïîëó÷èì äëÿ òðåõòî÷å÷íîãî øàáëîíà êîíå÷-
íî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé (26) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè 
ïî h . Äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÀÓ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷-
íóþ ïðîãîíêó [3], êîòîðàÿ óñòîé÷èâà. 

Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå àâòîðàìè, èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ (26)–(30) âñåãäà ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà 
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (25) èìååò òî÷-

íîñòü ïîðÿäêà 2h . 
Åñëè ñêîðîñòü ïðîãèáà èçâåñòíà íà n -ì è ( 1n + )-ì ñëîÿõ, òî èç âòîðî-

ãî óðàâíåíèÿ (10) ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîãèá íà 
( 1n + )-ì ñëîå: 

 1 1( ) / 2,          0,1,2,n n n nw w v v n+ += + τ + =  . (31) 

Â ñëó÷àå âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ôàç êîìïîçèöèè ðàçðå-
øàþùåå óðàâíåíèå äèíàìèêè ñòåðæíÿ (ïåðâîå óðàâíåíèå (10) ñ ó÷åòîì 
(11)) ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà îòíîñè-
òåëüíî ñêîðîñòè ïðîãèáà v . Èçâåñòíî [13], ÷òî äëÿ êâàçèëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåì ðàçðàáîòàíà íåäîñòàòî÷íî, ïîýòîìó îñíîâíûì êðèòåðèåì 
äîâåðèÿ òîé èëè èíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå ñëóæàò ïðèáëèæåííûå ðå-
øåíèÿ äëÿ òåñòîâûõ (ìîäåëüíûõ) çàäà÷, àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êîòîðûõ 
èçâåñòíû. 

Àâòîðàì ïîêà íå óäàëîñü äîêàçàòü óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû (20), 
(31) â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð D  (ñì. (18)) íåëèíååí. Íî â ïîëüçó óñ-
òîé÷èâîñòè ýòîé ñõåìû ãîâîðÿò ôèçè÷åñêàÿ êîððåêòíîñòü (íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòü) ðåçóëüòàòîâ ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ àâòîðàìè, è õî-
ðîøåå ñîâïàäåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè 
ðåøåíèÿìè (ñì. äàëåå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ). Â ñëó÷àå ëèíåé-



59 

íîé âÿçêîñòè (30) äëÿ îäíîðîäíî àðìèðîâàííîãî ( constkω = ) ñòåðæíÿ ïîñ-

òîÿííîé âûñîòû ( constH = ) è øèðèíû ( constb = ) äîêàçàòü ñïåêòðàëüíóþ 
óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (17), (18) ìîæíî, ïîâòîðèâ âñå ðàññóæäåíèÿ èç [11], êà-
ñàþùèåñÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè îáîáùåííûõ ìåòîäîâ Ðóíãå – Êóòòà 
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîé îäíîìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. 

Çàìå÷àíèå. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî èçãèáà ñòåðæíÿ â 
íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè íå ó÷èòûâàëàñü èíåðöèÿ âðàùåíèÿ ïîïåðå÷íûõ 
ñå÷åíèé. Åñëè æå ó÷åñòü ýòó èíåðöèþ, òî âìåñòî ñèñòåìû (10) â ñëó÷àå 
ñòåðæíÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîëó÷èì 

 
2

2
, ,

( ) ( ) 1( ) ( ; ) ( ) ( )
12 12txx tx

R x H x
R x L x v v R x H x v′− + + +( )  

 ,( , ) ( ) 0,tp x t R x v+ − =  

 , ( , )tw v x t= ,  (32) 

ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíà îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x . Ïðîèíòåãðèðîâàòü 
ñèñòåìó (32) ïî âðåìåíè t  òàêæå ìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà òðàïå-
öèé, ïîñëå ÷åãî âìåñòî ñõåìû (20)–(24) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà 

 1 1 2 1 2 1
1( ; ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

nD x v R x v RH v RH v P x+ + + +
+′ ′ ′′τ + − − = , 

 2 2 1
1 4 2( ) ( ) 2 ( ) ( )n n n n n

n nP P Rv RH v RH v p p +
+ ′ ′ ′′= − + − − + τ + , (33) 

ãäå ñëåäóåò ó÷åñòü (23), (24). Ïðè äîñòàòî÷íî ïëàâíîì èçìåíåíèè ôóíêöèé 
,R H  è ñîîòâåòñòâóþùåì îáåçðàçìåðèâàíèè óðàâíåíèé (32), (33) ñëàãàåìûå 

â íèõ, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëè 2H , áóäóò ìàëû. Ïîýòîìó, êàê ïîêàçàëè 
ðàñ÷åòû äëÿ òîíêèõ îäíîðîäíûõ ñòåðæíåé ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ, ìàêñèìàëüíûå îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ó÷åòîì è 
áåç ó÷åòà èíåðöèè âðàùåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îòëè÷àþòñÿ ëèøü â òðå-
òüåé - ÷åòâåðòîé çíà÷àùåé öèôðå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òîíêèõ ñòåðæíåé 
èíåðöèåé âðàùåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 

3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ íåóïðóãîé äèíàìèêè ñòåðæíåé. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäóåì äèíàìè÷åñêèé èçãèá èçîòðîïíûõ è àðìèðî-
âàííûõ ñòåðæíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Øèðèíà ïîïåðå÷-
íûõ ñå÷åíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííîé ( ( ) constb x b= = ) è îäèíàêîâîé 
äëÿ âñåõ êîíñòðóêöèé, âûñîòà ñå÷åíèé ìîæåò áûòü ïîñòîÿííîé ( ( )H x =  

constH∗= = ) èëè ïåðåìåííîé è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 

 ( ) sin ( / )(1 ) /2,     0 ,    0H x nH x n H x n∗ ∗= + π π − ≤ ≤ ≥  . (34) 

(Ïðè îäíîðîäíîì àðìèðîâàíèè ñòåðæíåé ( constkω = ) è çàäàíèè âûñîòû ñå-

÷åíèÿ â âèäå (34) ðàñõîä ìàòåðèàëà k -é ôàçû êîìïîçèöèè áóäåò òàêîé æå, 
êàê è â ñòåðæíå ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, òàê êàê îáúåì ñòåðæíåé 
îäèíàêîâ è ðàâåí H b∗ . Ïðè 0 1n≤ <  èç (34) ñëåäóåò, ÷òî âûñîòà êîíöåâûõ 

ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ìåíüøå, ÷åì öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ; ïðè 1n =  ïîëó÷àåì 
ñòåðæåíü ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ.) Äëèíà ñòåðæíåé 1= ì, âûñîòà ñòåðæíÿ 
ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ 0.01H∗ = ì. Êîíöû ñòåðæíåé ìîãóò áûòü øàðíèðíî 
îïåðòû èëè çàùåìëåíû. Âíåøíÿÿ ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà ÿâëÿåòñÿ íà-
ãðóçêîé âçðûâíîãî òèïà, íå çàâèñèò îò x  è çàòóõàåò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó 
çàêîíó 

 1
0( , ) ( ) exp ( ),       12ñ ,      0p x t p t p t t−= = −α α = ≥ ,  (35) 

ãäå 0p  – çíà÷åíèå íàãðóçêè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 0t = . (Ìîæåò 

áûòü çàäàí äðóãîé çàêîí èçìåíåíèÿ âçðûâíîé íàãðóçêè ïî âðåìåíè [1, 6], 
â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî.) Èçîòðîïíûå 
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ñòåðæíè èçãîòîâëåíû èç âûñîêîêà÷åñòâåííîé ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè; 
àðìèðîâàííûå ñòåðæíè èçãîòîâëåíû èç àëþìèíèåâîãî ñïëàâà ÀÌöÍ è 
óñèëåíû îäíîðîäíî è ïðÿìîëèíåéíî (âäîëü x ) ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé Ó8À 
( 80d = ìêì). Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâå-
äåíû â òàáë. 1. (Êîýôôèöèåíò âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ skµ  äëÿ ìàëîóãëåðîäèñ-

òîé ñòàëè ïîëó÷åí ïî òàáëè÷íûì äàííûì èç [2] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà 
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.) 

Таблица 1. Физико-механические характеристики фазовых материалов [2, 7] 

Ìàòåðèàë 3, êã/ìkρ  0
skσ , ÌÏà s , ÌÏà ñkµ ⋅  

Ìàëîóãëåðîäèñòàÿ ñòàëü 8000.0  248.0 90.9 
Ñïëàâ ÀÌöÍ 2730.0  180.0 … 
Ñòàëüíàÿ ïðîâîëîêà Ó8À 7800.0 2500.0 … 

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî â ï. 2 ìåòîäà ñðàâíèì ðåçóëüòàòû 
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè [1, 6], ïîëó-
÷åííûìè ïî èäåàëüíîé æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ñõåìå ( s 0kµ = ). Ñ ýòîé öåëüþ 

èññëåäóåì äèíàìèêó îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ, èçãîòîâëåííîãî èç ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè. Ñîãëàñíî [6] ïðè ôðîíòàëü-
íûõ âçðûâíûõ íàãðóçêàõ (íå çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé x ), ê êîòîðûì 
îòíîñèòñÿ è íàãðóçêà âèäà (35), ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà óðîâíÿ íàãðóæåíèÿ: 

1) íàãðóçêè ìàëîé è ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè, ïðè êîòîðûõ 

 0 3s sp p p< ≤ ;  (36) 

2) íàãðóçêè âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè, ïðè êîòîðûõ 

 0 3 ,sp p>   (37) 

ãäå 

 2 0 2
0 0 s s s s s s s0/ , / 8 / , / , /4;p p b p p b M M M b M H b∗≡ ≡ = γ ≡ = σ  (38) 

sM  – ïðåäåëüíûé ìîìåíò â ñå÷åíèè ñòåðæíÿ; sp  – ïðåäåëüíàÿ ðàâíîìåðíî 

ðàñïðåäåëåííàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà; 0p  îïðåäåëåíà â (35); 1γ =  ïðè øàð-

íèðíîì îïèðàíèè ñòåðæíÿ è 2γ =  ïðè çàäåëêå îáîèõ êîíöîâ. (Çäåñü è äà-
ëåå ÷åðòîé ñâåðõó îáîçíà÷åíû îòíîñèòåëüíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷àþùèåñÿ äå-
ëåíèåì ðåàëüíîé âåëè÷èíû íà øèðèíó ñòåðæíÿ constb = .) 

Ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè íàãðóçêè (36) äâèæåíèå ñòåðæíÿ ñîïðîâîæäà-
åòñÿ âîçíèêíîâåíèåì ëèøü ïëàñòè÷åñêèõ øàðíèðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè íà-
ãðóçêå âèäà (35) âðåìÿ ft  îñòàíîâêè äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç 

óðàâíåíèÿ [6] 

 s 0 (exp ( ) 1) 0p t p tα + −α − = ,  (39) 

à âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà 

 
2

0 ss
max 0

/ 13
,      

2 2
f

f

t p pp mw t m H
m b ∗

− = − + ≡ = ρ α 
.  (40) 

Ïðè íà÷àëüíîì óðîâíå íàãðóçêè (37) äâèæåíèå ñòåðæíÿ ñîïðîâîæäàåò-
ñÿ âîçíèêíîâåíèåì ñíà÷àëà ïëàñòè÷åñêèõ çîí, êîòîðûå ÷åðåç âðåìÿ 1t  âû-

ðîæäàþòñÿ â ïëàñòè÷åñêèå øàðíèðû. Âåëè÷èíà 1t  îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì [6] 

 s 03 (exp ( ) 1) 0p t p tα + −α − = ,  (41) 

âðåìÿ ft  îñòàíîâêè ñòåðæíÿ – ïî-ïðåæíåìó óðàâíåíèåì (39), à âåëè÷èíà 

ìàêñèìàëüíîãî îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà â ýòîì ñëó÷àå 
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 12 2 0 0s
max 1 1 1 2

3( ) ( ) ( )
2 2

ft t
f f

p pp
w t t t t t e e

m
−α −α = δ + − − + − + − α α

( ) , 

 0
1 1 1

1( ) (exp ( ) 1)
p

t t t
m

 δ = + −α − α α 
. (42) 

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû òî÷íûå, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëàì (35)–(42), è 
ïðèáëèæåííûå, ðàññ÷èòàííûå ïî ñõåìå ï. 2, çíà÷åíèÿ âðåìåíè îñòàíîâêè 

ft  è ìàêñèìàëüíîãî áåçðàçìåðíîãî îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà max max2
1

2
W H w∗=


, 

à òàêæå õàðàêòåðíûé ïåðèîä âðåìåíè T , â òå÷åíèå êîòîðîãî èçó÷àëîñü 
äâèæåíèå ñòåðæíÿ. Â ðàñ÷åòàõ âðåìÿ T  ðàçáèâàëîñü íà 1000 ñëîåâ ( τ =  

/1000T= ), à ïî äëèíå ñòåðæíÿ ââîäèëñÿ 401 óçåë. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü 

äëÿ íàãðóçîê ñðåäíåé è ìàëîé èíòåíñèâíîñòè 0 148.8 êÏàp = , ÷òî äëÿ 

ñòåðæíÿ èç ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè ñîîòâåòñòâóåò 0 3 sp p=  ïðè øàðíèð-

íîì îïèðàíèè è 0 1.5 sp p=  ïðè çàäåëêå îáîèõ êîíöîâ, à òàêæå ïðè íàãðóçêå 

áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè 0 396.8 êÏàp = , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 0 8 sp p=  ïðè 

øàðíèðíîì îïèðàíèè è 0 4 sp p=  ïðè çàäåëêå. Â ñêîáêàõ â òàáë. 2 óêàçàíû 

îòêëîíåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî. 

 Таблица 2. Сравнение точных и приближенных решений задачи  
неупругой динамики стержней 

Øàðíèðíîå îïèðàíèå Æåñòêîå çàùåìëåíèå Õàðàêòåðèñòèêà 
ðåøåíèÿ Òî÷íîå 

ðåøåíèå 
Ïðèáëèæåííîå 

ðåøåíèå 
Òî÷íîå 

ðåøåíèå 
Ïðèáëèæåííîå 

ðåøåíèå 

Íàãðóçêà ñðåäíåé è ìàëîé èíòåíñèâíîñòè ( 0 148.8 êÏàp = ) 

, cft  0.235120  0.234920 (0.1 %) 0.0728510 0.0708990 (2.7 %) 

maxW  0.053689 0.052526 (2.2 %) 0.0035508 0.0032194 (9.3 %) 

, cT  … 0.25 … 0.25 

Íàãðóçêà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè ( 0 396.8 êÏàp = ) 

, cft  0.66644 0.66400 (0.4 %) 0.32672 0.32200 (1.4 %) 

maxW  0.73971 0.73153 (1.1 %) 0.26206 0.24915 (4.9 %) 

, cT  … 1.0 … 1.0 

Èç òàáë. 2 ñëåäóåò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ àíàëè-
òè÷åñêèì: ïî÷òè âñå îòêëîíåíèÿ ñîñòàâëÿþò ìåíåå 5 %, èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ ëèøü çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà çàùåìëåííîãî ñòåðæíÿ ïðè 

0 148.8 êÏàp = . Îøèáêà äëÿ ýòîé âåëè÷èíû ñîñòàâëÿåò 9.3 %. Ýòî âûçâàíî 

òåì, ÷òî äëÿ çàùåìëåííîãî ñòåðæíÿ íàãðóçêà òàêîãî óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ ìà-
ëîé ( 0 1.5 sp p= ), ïîýòîìó ïëàñòè÷íîñòü ðàçâèâàåòñÿ ñëàáî è ñêàçûâàåòñÿ 

âëèÿíèå èñêóññòâåííî ââåäåííîé âÿçêîñòè (ñì. (7)). Ñ óâåëè÷åíèåì óðîâíÿ 
íàãðóçêè ïëàñòè÷íîñòü ðàçâèâàåòñÿ áîëåå èíòåíñèâíî è âëèÿíèå èñêóññò-
âåííîé âÿçêîñòè óìåíüøàåòñÿ. Òàê, èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì 
âíåøíåé íàãðóçêè â 8/3 ðàçà îøèáêà ïî îñòàòî÷íîìó ïðîãèáó óìåíüøàåòñÿ 
ïî÷òè âäâîå. Äîïîëíèòåëüíî óìåíüøèòü îøèáêó ìîæíî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ 
ñëîåâ ïî âðåìåíè è êîëè÷åñòâà óçëîâ ïî ïåðåìåííîé x  (çà ñ÷åò óìåíüøå-
íèÿ τ  è h ). Îäíàêî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïðî-
ãèáà âñåãäà ìåíüøå òî÷íûõ (ðåçóëüòàò ââåäåííîé âÿçêîñòè). Ïîñëåäíåå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ôàêòîì, òàê êàê èçâåñòíî [1, 6], ÷òî âû÷èñëåííûå 
àíàëèòè÷åñêè îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ïðåâûøàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷å-
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íèÿ íà 30÷80 %, ïîýòîìó ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ maxW  â òàáë. 2 ëó÷øå 
ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì, ÷åì òî÷íûå. 
 Таблица 3. Характеристики решения задачи неупругой 

динамики стержней с учетом вязкого упрочнения 
Øàðíèðíîå îïèðàíèå Æåñòêîå çàùåìëåíèå   Õàðàêòå-

ðèñòèêà 
ðåøåíèÿ 0 148.8 êÏàp =  0 396.8 êÏàp =  0 148.8 êÏàp =  0 396.8 êÏàp =  

, cft  0.1523 (64.8 %) 0.2820 (42.7 %)   0.0379     (52.1 %) 0.1230 (38.2 %) 

maxW  0.0169 (32.2 %) 0.1335 (18.3 %) 44.11 10−⋅  (12.8%) 0.0160 (6.4 %) 

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 2, ïîëó÷åíû ïî èäåàëüíî æåñòêîïëàñ-
òè÷åñêîé ñõåìå. Åñëè æå ó÷åñòü çàâèñèìîñòü ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàëîóãëå-
ðîäèñòîé ñòàëè îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ( s 0kµ ≠ , ñì. òàáë. 1), òî ïîëó÷èì 

äðóãèå çíà÷åíèÿ âðåìåíè îñòàíîâêè è ìàêñèìàëüíîãî îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà, 
ïðèâåäåííûå â òàáë. 3, ãäå â ñêîáêàõ óêàçàíî, êàêîé ïðîöåíò ñîñòàâëÿåò âå-
ëè÷èíà îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ â òàáë. 2. Èç òàáë. 3 âèä-
íî, ÷òî ó÷åò âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ ïðèâîäèò ê ðåçêîìó 
óìåíüøåíèþ âðåìåíè îñòàíîâêè (â 1.5÷2.5 ðàçà) è ìàêñèìàëüíîãî îñòàòî÷-
íîãî ïðîãèáà (â 3÷15 ðàç). Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ ñ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [1, 6]. 

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå äâèæåíèå öåíòðàëü-
íûõ ( /2x =  ) ñå÷åíèé ðàññìîòðåííûõ âûøå ñòåðæíåé ïðè ðàçíûõ òèïàõ 
çàêðåïëåíèÿ èõ êîíöîâ ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ïðè íà-
ãðóçêå âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè ( 0 396.8 êÏàp = ). Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíî 

âðåìÿ t , à ïî îñè îðäèíàò – áåçðàçìåðíûé ïðîãèá 2/(2 )W H w∗=  . Êðèâûå 

1, 1′ îòíîñÿòñÿ ê øàðíèðíî îïåðòûì ñòåðæíÿì, ëèíèè 2, 2′ – ê æåñòêî çà-
ùåìëåííûì. Êðèâûå 1, 2 ðàññ÷èòàíû áåç ó÷åòà âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ( skµ =  

0= ), à ëèíèè 1′, 2′ – ñ ó÷åòîì âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ( s 0kµ ≠ ). Îðäèíàòû ãî-

ðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ îñòàíîâêó äâèæåíèÿ ñòåðæíåé, 
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì maxW , ïðèâåäåííûì â òàáë. 2, 3 äëÿ 0p =  

396.8 êÏà= . 
Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ýïþðû áåçðàçìåðíûõ îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ. Êðè-

âûå 1, 1′, 2, 2′ ðàññ÷èòàíû ïðè òåõ æå âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî è ñîîòâåòñò-
âóþùèå ëèíèè íà ðèñ. 1 (îðäèíàòû ìàêñèìóìîâ óêàçàííûõ êðèâûõ íà 
ðèñ. 1, 2 ñîâïàäàþò). 
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 Рис.  1 Рис. 2 

Êðèâûå 1, 2 íà ðèñ. 2 ïî ôîðìå áëèçêè ê ëîìàíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò 
âîçíèêíîâåíèþ â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè ñòåðæíÿ ïëàñòè÷åñêîãî øàðíèðà. 
Ýïþðû æå 1′, 2′, ïîëó÷åííûå ñ ó÷åòîì âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ, íå èìåþò èçëî-
ìîâ è áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì áàëî÷íûì ôóíêöèÿì [12]. 
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Ëèíèÿ 1′′ íà ðèñ. 2 ðàññ÷èòàíà ïðè òåõ æå âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî è êðè-
âàÿ 1, íî õàðàêòåðèçóåò íå îñòàòî÷íûé ïðîãèá, à ýïþðó ïðîãèáîâ â ìîìåíò 
âðåìåíè 0.1ct =  ( /6.6ft≈ ). Ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê â öåíòðàëüíîé ÷àñòè 

ýòîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ïëàñòè÷åñêîé çîíå, êîòîðàÿ âîçíèêàåò íà íà-
÷àëüíîì ýòàïå äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ ïðè íàãðóçêàõ áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè è 
âûðîæäàåòñÿ â ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð â ìîìåíò âðåìåíè 1 0.2 ct = . 

Èç òàáë. 2, 3 è ðèñ. 1, 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè îäíîì è òîì æå óðîâíå íà-
ãðóæåíèÿ îñòàòî÷íûå ïðîãèáû â çàùåìëåííûõ ñòåðæíÿõ â ðàçû (èíîãäà íà 
ïîðÿäîê) ìåíüøå, ÷åì â øàðíèðíî îïåðòûõ ñòåðæíÿõ òîé æå ãåîìåòðèè. 

Íà ðèñ. 1, 2 íå èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýïþðû äëÿ íàãðóçîê ìà-
ëîé è ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ( 0 148.8 êÏàp = ), òàê êàê ìàêñèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ äëÿ íèõ ïî÷òè íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì ó ïðèâåäåííûõ êðèâûõ. 
Âûøå èññëåäîâàëàñü äèíàìèêà ñòåðæíåé ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå-

÷åíèÿ. Âàðüèðóÿ æå ôîðìó ñå÷åíèé ìîæíî óïðàâëÿòü ïðåäåëüíîé ðàñïðå-
äåëåííîé íàãðóçêîé sp  è îñòàòî÷íûìè ïðîãèáàìè. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü 

øàðíèðíî îïåðòûõ ñòåðæíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîñòîÿí-
íîé øèðèíû constb = , âûñîòà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (34). Âûáîð 
ïàðàìåòðà n  â (34) çàäàåò ôîðìó ïðîôèëÿ ñòåðæíÿ. 

Îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü s ( )p n . Îòíîñèòåëüíûé èçãèáàþùèé ìîìåíò M  

â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè x  øàðíèðíî îïåðòîãî ñòåðæíÿ 

 s( ) ( )/ 2M x p x x= − −  ,  (43) 

à îòíîñèòåëüíûé ïðåäåëüíûé ìîìåíò â ýòîì ñå÷åíèè (ñì. (2), (5)) 

 0 2 0 0
s s s s( ) ( , ) / 4,        k k

k

M x H x n= σ σ = σ ω∑ ,  (44) 

ãäå ( , )H x n  çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (34). Ïðèðàâíèâàÿ (43) è (44), ïîëó÷èì 

 0 2
s s( , ) ( , ) / 2 ( )p x n H x n x x= − σ − [ ] . 

Íàñ èíòåðåñóåò ìèíèìóì sp  ïî x , ïðè êîòîðîì âïåðâûå õîòÿ áû â îä-

íîì èç ñå÷åíèé âîçíèêàåò ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî 

 0 2
s s

0
( ) lim ( , ) / 2 ( )

x
p n H x n x x

≤ ≤
= − σ −{ }


[ ] .  (45) 

Íà ðèñ. 3 êðèâàÿ 1 õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü (45) ñ ó÷åòîì (34) äëÿ 
ñòåðæíåé èç ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè, à êðèâàÿ 2 – äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèò-
íûõ ñòåðæíåé, èçãîòîâëåííûõ èç àëþìèíèåâîãî ñïëàâà ÀÌöÍ è ïðîäîëüíî 
àðìèðîâàííûõ ñòàëüíîé ïðîâîëîêîé Ó8À ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1 0.6ω = . Âèäíî, 
÷òî îáå êðèâûå èìåþò ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ n , 
ïðè êîòîðûõ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ñ ïðîôèëÿìè (34) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. 
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 Рис.  3 Рис. 4 
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Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû êðèâûå, õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü ìàêñè-
ìàëüíîãî îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà maxW  îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà n  â (34) ïðè 

íàãðóçêå âçðûâíîãî òèïà (35) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì 0 900p = êÏà. Ëèíèÿ 1 

ñîîòâåòñòâóåò ïðîôèëèðîâàííûì ñòàëüíûì ñòåðæíÿì è ðàññ÷èòàíà ñ ó÷å-
òîì âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà (àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò áåç ó÷åòà óïðî÷-
íåíèÿ ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì, íà ïîðÿäîê ïðåâîñõîäÿùèì òå, ÷òî èçîáðà-
æåíû íà ðèñ. 4, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ íå èçîáðàæåíà); ëèíèÿ 2 
ðàññ÷èòàíà äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ ñòåðæíåé áåç ó÷åòà âÿçêîãî óïðî÷íå-
íèÿ ñòàëüíîé ïðîâîëîêè (ïðåäåëû òåêó÷åñòè àëþìèíèåâûõ ñïëàâîâ ïðàêòè-
÷åñêè íå ÷óâñòâèòåëüíû ê ñêîðîñòè äåôîðìàöèè [10]), à êðèâàÿ 3 – äëÿ ìå-
òàëëîêîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé ñ ó÷åòîì âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ ñòàëüíîé 
ïðîâîëîêè. (Â ñèëó îòñóòñòâèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîçâîëÿþùèõ 
îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò s1µ  äëÿ ïðîâîëîêè Ó8À, â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü 

òàêîå æå çíà÷åíèå  s1 90.9êÏà ñµ = ⋅ , êàê è äëÿ ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè, 

ñì. òàáë. 1.) 
Êàê âèäíî, âñå êðèâûå íà ðèñ. 4 èìåþò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, ïðè÷åì 

çíà÷åíèÿ maxW  â ýòèõ ìèíèìóìàõ â íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì ïðè 1n =  
(ñòåðæíè ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, çà ñ÷åò ðàöèî-
íàëüíîãî ïîäáîðà ïðîôèëÿ ñòåðæíÿ îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ìîæíî óìåíüøèòü 
â íåñêîëüêî ðàç. 

Íà îñíîâàíèè ñîïîñòàâëåíèÿ ìàêñèìóìîâ êðèâûõ 1, 2 íà ðèñ. 3 è ìèíè-
ìóìîâ êðèâûõ 1, 3 íà ðèñ. 4 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî çàìåíà èçîòðîïíîãî 
ñòàëüíîãî ñòåðæíÿ íà ìåòàëëîêîìïîçèòíûé ñòåðæåíü òîãî æå îáúåìà 
ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñòàòè÷åñêóþ ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó â íåñêîëüêî ðàç è 
óìåíüøèòü â ðàçû îñòàòî÷íûé ïðîãèá. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðåäåë 
òåêó÷åñòè ñòàëüíîé ïðîâîëîêè Ó8À íà ïîðÿäîê áîëüøå òîé æå âåëè÷èíû 
êîíñòðóêöèîííîé ìàëîóãëåðîäèñòîé ñòàëè (ñì. òàáë. 1). 

Ñðàâíèì äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàâíîïðî÷íûõ (â ñòàòè÷åñêîé ïîñòà-
íîâêå) ñòåðæíåé ñ êîíñòðóêöèÿìè, ðàññìîòðåííûìè âûøå. Èç ñîïîñòàâëå-
íèÿ ðàâåíñòâ (43), (44) ñëåäóåò, ÷òî ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè è ðàâíîìåð-
íîì ïîïåðå÷íîì íàãðóæåíèè ñòåðæíÿ â êàæäîì åãî ñå÷åíèè ìîìåíò äîñòè-
ãàåò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, åñëè âûñîòà ñòåðæíÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó 

 0( ) ( ),           0H x H x x x= − ≤ ≤  .  (46) 

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà îáúåìîâ ðàâíîïðî÷íîãî è ýòàëîííîãî ñòåðæíåé 
ïîëó÷àåì 

 
1

0
0

( )H H x x dx
−

∗
 = − 
 ∫



  ,  (47) 

à èç (43), (44) ñ ó÷åòîì (46), (47) ñëåäóåò çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé íàãðóçêè 

 2 0
s 0 s /2p H= σ .  (48) 

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ñòàëüíîãî ñòåðæíÿ s 80.5 êÏàp = , à äëÿ ìåòàëëî-

êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ ïðåæíåé ñòðóêòóðû s 510.1êÏàp = , ÷òî ïðèìåðíî íà 

12 % áîëüøå ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé êðèâûõ 1, 2 íà ðèñ. 3. Â ñèëó ñòà-
òè÷åñêîé îïðåäåëèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè 
òàêèå ðàâíîïðî÷íûå ñòåðæíè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî ïðî÷íîñòè. 

Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà ñòàëüíîãî ðàâíîïðî÷íîãî 
ñòåðæíÿ ïðè âçðûâíîé íàãðóçêå èíòåíñèâíîñòè 0 900 êÏàp =  ñ ó÷åòîì âÿç-

êîãî óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà èìååò çíà÷åíèå max 0.1435W = , ÷òî ïðèìåðíî 
íà 43 % áîëüøå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ êðèâîé 1 ðèñ. 4. Ñëåäîâàòåëüíî, îï-
òèìàëüíûé ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñòåðæåíü íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì 
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ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, òàê êàê âåëè÷èíà îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà õàðàê-
òåðèçóåò ìåðó ïîâðåæäàåìîñòè ñòåðæíÿ. Äëÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíîãî ñòåðæ-
íÿ max 0.0346W = , ÷òî ïðèìåðíî íà 10 % ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 
êðèâîé 3 íà ðèñ. 4 (ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñ ó÷åòîì âÿçêîãî óïðî÷íåíèÿ àðìà-
òóðû). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîïðî÷íûé ìåòàëëîêîìïîçèòíûé ñòåðæåíü, â îò-
ëè÷èå îò èçîòðîïíîãî, îêàçàëñÿ íàèëó÷øèì êàê ïðè ñòàòè÷åñêîì, òàê è ïðè 
äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå – ñðåäè âñåõ ðàññìîòðåí-
íûõ âûøå ïðîôèëåé). 

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå âûáîðà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ  â (7), õàðàêòå-
ðèçóþùåãî èñêóññòâåííî ââåäåííóþ âÿçêîñòü. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïðèíèìà-

ëîñü çíà÷åíèå 710λ = ; ïðè 310λ =  âåëè÷èíà îñòàòî÷íîãî ïðîãèáà ïðè íà-
ãðóçêàõ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé, ïðèâå-
äåííûõ â òàáë. 2, ëèøü â ÷åòâåðòîé çíà÷àùåé öèôðå. Ïðè 50λ =  íàáëþäà-
åòñÿ çíà÷èòåëüíîå è íåîïðàâäàííîå óâåëè÷åíèå âðåìåíè îñòàíîâêè. 

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü çíà÷åíèÿ 3 410 10λ ≈ ÷ . 
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîä ñâåäåíèÿ 

äèíàìèêè æåñòêî-âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñòåðæíåé ê áëèçêîé çàäà÷å äèíàìèêè 
âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé è ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïîçâî-
ëÿþò ýôôåêòèâíî ðåøàòü äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è íåóïðóãèõ ñòåðæíåâûõ 
ñèñòåì. Ýòè ìåòîäû ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåóïðóãîé äèíàìèêè îäíî-
ðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ, èçîòðîïíûõ è àðìèðîâàííûõ ïëàñòèí, èññëåäîâà-
íèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè [8]. Îï-
òèìàëüíûå ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè êîíñòðóêöèè íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ 
íàèëó÷øèìè è ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, ïîýòîìó â çàäà÷àõ äèíàìèêè 
íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü ñâîè ïîäõîäû ê îïòèìàëüíîìó è ðàöèîíàëüíîìó 
ïðîåêòèðîâàíèþ. Óëó÷øèòü äèíàìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè èçäåëèÿ ìîæíî çà 
ñ÷åò çàìåíû îáû÷íûõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ êîìïîçèòíûìè. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 05–01–00161–à).  
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ДИНАМІЧНИЙ В’ЯЗКОПЛАСТИЧНИЙ ЗГИН АРМОВАНИХ  
СТЕРЖНІВ ЗМІННОГО ПОПЕРЕЧНОГО ПЕРЕРІЗУ 
 
Çàïðîïîíîâàíî â’ÿçêîïëàñòè÷íó ìîäåëü, ó ðàìêàõ ÿêî¿ ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó íå-
ïðóæíîãî äèíàì³÷íîãî çãèíó ñòåðæí³â. Íà îñíîâ³ óçàãàëüíåííÿ ìåòîä³â Ðóíãå –
Êóòòà ðîçðîáëåíî ìåòîä ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³. Ïðîâå-
äåíî ïîð³âíÿííÿ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ç â³äîìèìè àíàë³òè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè, 
îòðèìàíèìè â ðàìêàõ æîðñòêîïëàñòè÷íî¿ ìîäåë³, ïîêàçàíà ¿õ äîáðà óçãîäæå-
í³ñòü. Åôåêòèâí³ñòü ðîçðîáëåíîãî ï³äõîäó ïðî³ëþñòðîâàíî íà ðîçðàõóíêàõ íå-
ïðóæíî¿ äèíàì³êè ³çîòðîïíèõ ³ àðìîâàíèõ ñòåðæí³â ñòàëîãî òà çì³ííîãî ïîïå-
ðå÷íèõ ïåðåð³ç³â. Ïîêàçàíî, ùî îïòèìàëüí³ ïðè ñòàòè÷íîìó íàâàíòàæåíí³ 
ñòåðæí³ íå çàâæäè º íàéêðàùèìè ³ ïðè äèíàì³÷í³é ä³¿. 
 
DYNAMIC VISCO-PLASTIC BENDING OF REINFORCED 
CORES WITH VARIABLE CROSS-SECTION  
 
We present a visco-plastic model within the limits of which the problem on non- elastic 
dynamic bend of cores is formulated. The method of numerical integration of the prob-
lem in view, based on generalization of the Runge – Kutta methods is developed. Com-
parison of numerical results with the known analytical solutions obtained within the 
limits of a rigid-plastic of model is made, their good agreement is shown. Efficiency of 
the developed approach is shown on the calculations of non-elastic dynamics of the 
isotropic and reinforced cores of constant and variable cross-section. It is shown, that 
not always the optimum – at static loading – cores are the best at dynamic influence. 
 
Èí-ò òåîðåò. è ïðèêë. ìåõàíèêè  Ïîëó÷åíî 
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