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ЗМІШУВАННЯ В’ЯЗКОЇ РІДИНИ У ПРЯМОКУТНІЙ ПОРОЖНИНІ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ êëàñè÷íà äâîâèì³ðíà á³ãàðìîí³÷íà çàäà÷à äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ 
îáëàñò³. Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ âèÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çà-
äà÷ ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîâ³ëüíî¿ òå÷³¿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè ó 
ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³ ï³ä ä³ºþ äîòè÷íèõ øâèäêîñòåé, ïðèêëàäåíèõ íà ³¿ 
ñò³íêàõ. Ìåòîä ³ëþñòðóºòüñÿ äåê³ëüêîìà ïðèêëàäàìè. 

 
Ëþäñüêèé ðîçóì ð³äêî áóâàº çàäîâîëåíèì ³, çâè÷àéíî, 
íå âèêîíóº ñâîº¿ íàéâèùî¿ ôóíêö³¿, êîëè âèêîíóº ðî-
áîòó îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàøèíè. Ó÷åíèé, ìàòåìàòèê â³í 
÷è ô³çèê, íàìàãàºòüñÿ ñêëàñòè äëÿ ñåáå ³ ðîçâèíóòè 
÷³òêå óÿâëåííÿ ïðî ïðåäìåòè, ç ÿêèìè â³í ìàº ñïðàâó. 
Äëÿ öüîãî â³í çãîäåí âèêîíàòè äîâã³ îá÷èñëåííÿ ³ ñòàòè 
íà äåÿêèé ÷àñ îá÷èñëþâàëüíîþ ìàøèíîþ, ÿêùî òèì 
ñàìèì â³í çðîáèòü ñâî¿ ³äå¿ â ê³íöåâîìó ï³äñóìêó 
á³ëüø ÷³òêèìè. 

Ä. Ê. Ìàêñâåëë [5, ñ. 13] 
 

1. Âñòóï. Ð³çíîìàí³òí³ çàäà÷³ ìåõàí³êè ñóö³ëüíèõ ñåðåäîâèù ìîæóòü 
ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ç ìàòåìàòè÷íî¿, òàê ³ ç ³íæåíåðíî¿ òî÷êè çîðó. Îäíàê ï³ä-
õ³ä äî ¿õ äîñë³äæåííÿ íàé÷àñò³øå áóâàº ð³çíèì: ìàòåìàòèêà ö³êàâèòü ëèøå 
ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ òà ñòðîã³ñòü ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ, íàé÷àñò³øå 
– áåç óñÿêîãî ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ, ó òîé ÷àñ ÿê ³íæåíåð ö³êàâèòüñÿ, 
íàñàìïåðåä, ïðàêòè÷íîþ ñòîðîíîþ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ é âèêîðèñòîâóº ìàòå-
ìàòèêó ëèøå ÿê çíàðÿääÿ. Ïðî öå äóæå îáðàçíî ñêàçàâ ó ñâîºìó âèñòóï³ ó 
Â³ää³ëåíí³ òåõí³÷íèõ íàóê ÀÍ ÑÐÑÐ ùå ó 1938 ðîö³ âèäàòíèé àêàäåì³ê-êî-
ðàáëåáóä³âíèê Î. Ì. Êðèëîâ [4, ñ. 312]: «Äëÿ ãåîìåòðà ìàòåìàòèêà ñàìà 
ïî ñîá³ º ê³íöåâîþ ìåòîþ, äëÿ ³íæåíåðà – öå º çàñ³á, öå º ³íñòðóìåíò 
òàêèé ñàìèé, ÿê øòàíãåëü, çóáèëî, ðó÷íèê, íàïèëüíèê äëÿ ñëþñàðÿ àáî 
ï³âñàæåíü, ñîêèðà òà ïèëêà äëÿ òåñë³. <…> Òàê îñü, ãåîìåòðà, ÿêèé ñòâî-
ðþº íîâ³ ìàòåìàòè÷í³ òâåðäæåííÿ, ìîæíà óïîä³áíèòè äî äåÿêîãî óÿâíîãî 
óí³âåðñàëüíîãî ³íñòðóìåíòàëüíèêà, ÿêèé ãîòóº íà ñêëàä ³íñòðóìåíò íà óñÿ-
êó ïîòðåáó: â³í ðîáèòü óñå, ïî÷èíàþ÷è â³ä êóâàëäè ³ çàê³í÷óþ÷è íàéòîíøèì 
ì³êðîñêîïîì ³ íàéòî÷í³øèì õðîíîìåòðîì. Ãåîìåòð ñòâîðþº ìåòîäè ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ ïèòàíü, ÿê³ âèíèêàþòü íå ò³ëüêè âíàñë³äîê ñó÷àñíèõ ïîòðåá, àëå é 
äëÿ ìàéáóòí³õ, ÿê³ âèíèêíóòü, ìîæëèâî, çàâòðà, ìîæëèâî, ÷åðåç òèñÿ÷ó ðî-
ê³â. Óÿâ³òü òåïåð ³íæåíåðà, ÿêèé óâ³éøîâ ó öåé ñêëàä ³ õî÷å â íüîìó çíàéòè 
ïîòð³áíèé éîìó ³íñòðóìåíò. Â³í, ïåðø çà âñå, áóäå âðàæåíèé âåëè÷åçíîþ, 
ïðèãîëîìøëèâîþ ê³ëüê³ñòþ âñüîãî íàãðîìàäæåíîãî çà 2500 ðîê³â ìàòåð³àëó, 
éîãî äèâîâèæíîþ ð³çíîìàí³òí³ñòþ. Ïðè á³ëüø óâàæíîìó ðîçãëÿäàíí³ â³í çà-
óâàæèòü ñåðåä ìàñè ³íøèõ ðå÷åé, ÿê³ çäàþòüñÿ ïðîñòèìè, ³ äåÿê³ íàéñêëàä-
í³ø³ àïàðàòè íåçðîçóì³ëîãî éîìó ïðèçíà÷åííÿ, àëå ÷óäîâèìè ùîäî âèê³í÷åííÿ 
¿õ ÷èñëåííèõ äåòàëåé, ùîäî äîêëàäíîãî ¿õ ïðèïàñóâàííÿ, äî òîãî æ îïðàâëåí³ 
â ñð³áëî òà çîëîòî. <…> Ïðèãëÿíóâøèñü ùå áëèæ÷å, â³í ñåðåä öüîãî íåçë³÷åí-
íîãî ð³çíîìàí³òòÿ çàóâàæèòü ðÿä, ìàáóòü, çäàâíà ñèñòåìàòè÷íî ï³ä³áðàíèõ 
àñîðòèìåíò³â, ÿê³ çàëèøàþòüñÿ ìàéæå íåçì³ííèìè âïðîäîâæ 150 ðîê³â, äî 
òîãî æ êîì³ðíèê éîìó ï³äêàæå, ùî ¿õ òàê ÷àñòî ïîòðåáóþòü, ùî é íå íà-
ñòàð÷èø, à çà ³íøèìè ïðèõîäÿòü ëèøå çíàâö³ – ìàéñòðè òà àìàòîðè.» ßê 
òàêîæ âëó÷íî â³äçíà÷èâ â³äîìèé àíãë³éñüêèé ³íæåíåð-ìåõàí³ê Ê. Å. ²í´ë³ñ 
[20]: «Íà â³äì³íó â³ä ñïðàâæí³õ ìàòåìàòèê³â, ³íæåíåðè á³ëüøå çàö³êàâëåí³, 
ùó ì³ñòèòüñÿ ó áàíö³ êîíñåðâ³â, í³æ â åëåãàíòíîñò³ êîíñåðâíîãî íîæà 
äëÿ ¿¿ â³äêðèâàííÿ.» 

Ñï³âïðàöÿ ì³æ ïðèêëàäíèìè ìàòåìàòèêàìè, ç îäí³º¿ ñòîðîíè, òà ìåõà-
í³êàìè é ³íæåíåðàìè – ç ³íøî¿, º îñîáëèâî âàæëèâîþ ñüîãîäí³, îñê³ëüêè 
ìåõàí³êè é ³íæåíåðè-äîñë³äíèêè ïîñò³éíî çàö³êàâëåí³ â ÿêîìîãà òî÷í³øîìó 
ðîçâ’ÿçàíí³ øèðîêîãî êîëà çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ð³çíèõ 
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åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é. Ó òîé ÷àñ ÿê ìåõàí³êè é ³íæåíåðè ìîæóòü âíåñòè 
áàãàòî ³ñòîòíîãî â ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ïðè âèáî-
ð³ ìîäåë³, âîíè, ó ñâîþ ÷åðãó, îäåðæóþòü çíà÷íó äîïîìîãó ïðè ðîçâ’ÿçóâàí-
í³ çàäà÷ â³ä ïðèêëàäíèõ ìàòåìàòèê³â, ÿê³ çàö³êàâëåí³ â çàñòîñóâàíí³ ñâî¿õ 
ìåòîä³â, ôîðìóë ³ òåîðåì ó ìåõàí³ö³. Äî öèõ âàæëèâèõ ïèòàíü òðàäèö³éíî 
çâåðòàëèñÿ âèäàòí³ â÷åí³ – ìåõàí³êè, ïðèêëàäí³ ìàòåìàòèêè òà ³íæåíåðè [4, 
6, 7, 19, 21]. 

Çàäà÷³ ïðèêëàäíî¿ ã³äðîìåõàí³êè, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç³ ñòîêñîâèìè òå÷³ÿìè 
â’ÿçêî¿ ð³äèíè ó äâîâèì³ðí³é ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³ ,  x a y b≤ ≤  ï³ä ä³ºþ 
äîòè÷íèõ øâèäêîñòåé íà ãðàíèö³, çâîäÿòüñÿ äî îäíîð³äíîãî á³ãàðìîí³÷íîãî 
ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ñêàëÿðíî¿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ ïðè â³äîìèõ çíà÷åííÿõ ö³º¿ ôóíê-
ö³¿ òà ¿¿ ïåðøî¿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ íà ãðàíèö³ ïðÿìîêóòíèêà. Òàêà êëàñè÷-
íà á³ãàðìîí³÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à é äîñ³ ñòàíîâèòü ÷èìàëèé ³íòåðåñ ó ìàòå-
ìàòè÷í³é ô³çèö³ [37], ïëîñê³é çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [9] òà òåîð³¿ çãèíó òîí-
êèõ ïðóæíèõ ïëàñòèí [10]. Ùå ó ïåðø³é òðåòèí³ XX-ãî ñòîë³òòÿ òèïîâ³ ïðè-
êëàäè ï³äõîä³â ç ïîçèö³é ìåõàí³êè òà ìàòåìàòèêè äî á³ãàðìîí³÷íî¿ ïðîáëåìè 
ó ïðÿìîêóòíèêó áóëè íàâåäåí³ â³äïîâ³äíî ó ïëåíàðí³é äîïîâ³ä³ Ê. Á. Á³çåíî 
[15] íà ²-ìó Ì³æíàðîäíîìó Êîíãðåñ³ ç ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè òà ïðåçèäåíò-
ñüêèõ çâåðíåííÿõ À. Ëÿâà [25] ³ À. Ê. Ä³êñîíà [18] äî Ëîíäîíñüêîãî ìàòåìà-
òè÷íîãî òîâàðèñòâà. Îñíîâí³ ìàòåìàòè÷í³ ïèòàííÿ òîðêàëèñÿ ìîæëèâîñò³ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ äåÿêèõ ôóíêö³îíàëüíèõ ð³âíÿíü ó êîìïëåêñí³é ïëîùèí³, 
çá³æíîñò³ ðÿä³â çà íåîðòîãîíàëüíèìè âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè òà ºäèíîñò³ ðîç-
â’ÿçêó äëÿ ðîçðèâíèõ çíà÷åíü çàäàíî¿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ íîðìàëüíî¿ ïîõ³äíî¿ ó 
êóòîâèõ òî÷êàõ ïðÿìîêóòíèêà. Ãîëîâíèìè ³íæåíåðíèìè ïèòàííÿìè áóëè: 
íàñê³ëüêè òîâñòîþ ìàº áóòè ïðóæíà ïëàñòèíêà, ùîá âèòðèìàòè ïðèêëàäåíå 
íàâàíòàæåííÿ, ³ äå çíàõîäÿòüñÿ ì³ñöÿ ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü òà ¿õí³ 
çíà÷åííÿ. 

Âèäàòíèé óêðà¿íñüêèé â÷åíèé-ìåõàí³ê ÷ëåí-êîðåñïîíäåíò ÍÀÍ Óêðà¿-
íè ßðîñëàâ Éîñèïîâè÷ Áóðàê óñï³øíî ïîºäíóº îáèäâà ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ ÷èñëåííèõ ïðîáëåì ó ãàëóç³ ìåõàí³êè ñóö³ëüíèõ ñåðåäîâèù. Ó áàãà-
òüîõ ñâî¿õ ïðàöÿõ [1] â³í â³ðòóîçíî êîðèñòóºòüñÿ ð³çíèìè ñòâîðåíèìè íèì ³ 
éîãî ÷èñëåííèìè ó÷íÿìè íîâèìè ìîäåëÿìè ìåõàí³êè ñóö³ëüíèõ ñåðåäîâèù, 
ÿê³ ò³ñíî ïîâ’ÿçàí³ ³ç çàïèòàìè ïðàêòèêè. Â³í ÷³òêî ðîçóì³º ô³çè÷íó ñóòü 
êîæíî¿ ìîäåë³ òà ïðàêòè÷íó ö³íí³ñòü ðåçóëüòàò³â, îòðèìàíèõ ïðè ðîçâ’ÿçó-
âàíí³ â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷. Â³í òàêîæ ïàì’ÿòàº, ùî áóäü-ÿêà ìîäåëü, 
ÿêîþ äîñêîíàëîþ âîíà íå áóëà á, çàâæäè ìàº ñâîþ ô³çè÷íó ïîõèáêó, ³ â÷èòü 
çä³áíó ìîëîäü, ùî íåçíà÷í³ ïîïðàâêè íå ìàþòü ïðèíöèïîâîãî çíà÷åííÿ ïðè 
ðîçãëÿä³ çàäà÷ ìåõàí³êè. 

Ó ö³é ñòàòò³ ç íàãîäè 75-ð³÷÷ÿ â³ä äíÿ íàðîäæåííÿ ß. É. Áóðàêà ìîäåëü 
Ñòîêñà äëÿ òå÷³¿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè çàñòîñîâóºòüñÿ ïðè âèâ÷åíí³ ïðîöåñó ëàì³-
íàðíîãî çì³øóâàííÿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè ïðè ¿¿ ïîâ³ëüíèõ ðóõàõ ó äâîâèì³ðí³é 
ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³.  

2. Çì³øóâàííÿ ð³äèíè. Ïîíÿòòÿ çì³øóâàííÿ çíàéîìå áóäü-êîìó, àëå 
ïèòàííÿ, ÿê ïåðåâåñòè öå ÿâèùå íà ê³ëüê³ñíó îñíîâó, çàëèøàºòüñÿ ³ ïîíèí³ 
âàæëèâîþ çàäà÷åþ ìåõàí³êè. Çàãàëüí³ ³äå¿ ðîçòÿãó òà çãèíó (stretching and 
folding) åëåìåíò³â ï³äôàðáîâàíî¿ ÷àñòèíêè ð³äèíè áóëè ââåäåí³ ùå Î. Ðåé-
íîëüäñîì [36] ³ áëèñêó÷å ³íòåðïðåòîâàí³ Ï. Âåëàíäåðîì [39]. Ö³êàâèé îãëÿä 
çâ’ÿçê³â ïîì³æ öèìè ³äåÿìè ã³äðîìåõàí³êè òà ñó÷àñíèìè ³äåÿìè õàîòè÷íî¿ 
äèíàì³êè (òàê çâàíå â³äîáðàæåííÿ ï³äêîâè Ñìåéëà) íàâåäåíî â [35, 40]. 

Ó ñó÷àñí³é ã³äðîìåõàí³ö³ çíà÷íèé ³íòåðåñ âèêëèêàº çàäà÷à ïðî ðóõ ³í-
äèâ³äóàëüíèõ ÷àñòèíîê ð³äèíè (ï³äõ³ä Ëà´ðàíæà) ó â³äîìîìó ïîë³ øâèäêîñò³ 
(ï³äõ³ä Åéëåðà). Äëÿ ïàñèâíèõ áåç³íåðö³éíèõ ÷àñòèíîê òàêà çàäà÷à ó äâîâè-
ì³ðíîìó âèïàäêó îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 dx
dt y

∂ψ=
∂

, 
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 (1) 

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè 0x x= , 0y y=  äëÿ 0t = . 
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Ê³íåìàòè÷í³ ð³âíÿííÿ (1) ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê ãàì³ëüòîíîâó äèíàì³÷íó 
ñèñòåìó ç îäíèì ñòóïåíåì â³ëüíîñò³, äå x  òà y  â³ä³ãðàþòü ðîëü êàíîí³÷íèõ 
çì³ííèõ, à ôóíêö³ÿ òå÷³¿ ψ  – ðîëü ãàì³ëüòîí³àíà. Õî÷à ³äåÿ çâ’ÿçêó öèõ 
äâîõ ï³äõîä³â áóëà ÷³òêî âèêëàäåíà ùå Äæ. Ìàêñâåëëîì [27], äî íåäàâíüîãî 
÷àñó îñíîâíà óâàãà ïðèä³ëÿëàñü ëèøå ðóõàì ç ôóíêö³ºþ òå÷³¿ âèãëÿäó 

( , )x yψ . Öå ïðèçâîäèëî äî øèðîêîâ³äîìèõ ðåçóëüòàò³â, ùî ïîò³ê º 
³íòåãðîâíèì ³ òðàºêòîð³¿ áóäü-ÿêî¿ ÷àñòèíêè óòâîðþþòü á³ëüø-ìåíø ãëàäê³ 
êðèâ³ (ÊÀÌ-òîðè – íà ìîâ³ ãàì³ëüòîíîâèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì àáî ë³í³¿ 
òå÷³¿ íà ìîâ³ ìåõàí³êè ð³äèíè). 

Ó ï³îíåðñüê³é ðîáîò³ Õ. Àðåôà [12] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ïåð³îäè÷-
íî¿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ âèãëÿäó ( , , ) ( , , )x y t T x y tψ + = ψ  (òàê çâàí³ ãàì³ëüòîíîâ³ 

ñèñòåìè ç 1
2

1  ñòóïåíÿìè â³ëüíîñò³), ç äîñòàòíüî ïðîñòèì àíàë³òè÷íèì âèðà-

çîì, ð³âíÿííÿ (1) º âçàãàë³ íå³íòåãðîâíèìè ³ ðóõ ³íäèâ³äóàëüíî¿ ÷àñòèíêè 
çäåá³ëüøîãî º õàîòè÷íèì, òîáòî âêðàé ÷óòëèâèì äî çì³íè ïî÷àòêîâèõ óìîâ. 
Öå ÿâèùå îòðèìàëî íàçâó õàîòè÷íî¿ àäâåêö³¿ (³íêîëè éîãî íå äóæå ñëóøíî 
íàçèâàþòü ëà´ðàíæåâîþ òóðáóëåíòí³ñòþ) ³ âïðîäîâæ îñòàíí³õ äâàäöÿòè 
ðîê³â áóëî ïðåäìåòîì ³íòåíñèâíèõ äîñë³äæåíü [11, 13]. Åêñïåðèìåíòè [16, 
23] äëÿ ïðîñòèõ òå÷³é Ñòîêñà ïðè çîâí³øíüîìó ïåð³îäè÷íîìó çáóðåíí³ âè-
ÿâèëè äóæå ñêëàäí³ êàðòèíè àäâåêö³¿ ÷àñòèíîê, ÿê³ íàãàäóþòü êàðòèíè òóð-
áóëåíòíîãî çì³øóâàííÿ (õî÷à, çâ³ñíî, âåñòè ìîâó ïðî òóðáóëåíòí³ñòü òóò íå-
äîðå÷íî). 

Âàæëèâèì äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîöåñó çì³øóâàííÿ º ïîíÿòòÿ â³äîáðàæåííÿ 
Ïóàíêàðå – ïîëîæåíü âèõ³äíî¿ òî÷êè ó ïîðîæíèí³ ï³ñëÿ êîæíîãî ïåð³îäó 

nt nT= , 1, 2,n =  , òà çíàííÿ ïåð³îäè÷íèõ òî÷îê ïðîöåñó ïîðÿäêó p , òîá-

òî òàêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó ð³âíÿíí³ àäâåêö³¿ (1), êîëè òî÷êà çà p  ïåð³îä³â 
òî÷íî ïîâåðòàºòüñÿ â ñâîº ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ (òîáòî íåðóõîìèõ òî÷îê ó 
â³äîáðàæåíí³ Ïóàíêàðå). Ïðèíöèïîâèì åëåìåíòîì àíàë³çó ïðîöåñó çì³øó-
âàííÿ º êëàñèô³êàö³ÿ ïåð³îäè÷íèõ òî÷îê íà åë³ïòè÷í³ òà ã³ïåðáîë³÷í³. 

×åðåç êîæíó ã³ïåðáîë³÷íó òî÷êó H  ïðîõîäÿòü äâ³ ë³í³¿ ñò³éêèõ s
HW  òà 

íåñò³éêèõ u
HW  ìíîãîâèä³â. Öå ïîíÿòòÿ áóëî ââåäåíå À. Ïóàíêàðå [8, ñ. 325] 

ï³ä íàçâîþ äâîàñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â. Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì áóäü-ÿêà 

òî÷êà, ùî íàëåæèòü äî ñò³éêîãî ìíîãîâèäó s
HW , ïðè ïîñë³äîâíèõ â³äîáðà-

æåííÿõ Ïóàíêàðå âïåðåä, òîáòî ó ìîìåíòè ÷àñó nt nT= , 1, 2,n =  , áóäå 

çàëèøàòèñÿ íà ë³í³¿ s
HW  òà ïðÿìóâàòè äî òî÷êè H , êîëè n → ∞ . Òàêèì æå 

÷èíîì, áóäü ÿêà òî÷êà, ùî íàëåæèòü äî íåñò³éêîãî ìíîãîâèäó u
HW , ïðè ïî-

ñë³äîâíèõ â³äîáðàæåííÿõ Ïóàíêàðå íàçàä, òîáòî ó ìîìåíòè ÷àñó nt nT= , 

1, 2,n = − −  , áóäå çàëèøàòèñÿ íà ë³í³¿ u
HW  òà ïðÿìóâàòè äî òî÷êè H , êîëè 

n → −∞ . ßêùî ìíîãîâèäè s
HW  òà u

HW  íå ñï³âïàäàþòü òîòîæíî (ÿê ó âèïàä-
êó ñåïàðàòðèñ äëÿ ³íòåãðîâíèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì) ³ ïåðåòèíàþòüñÿ â îäí³é 
ãîìîêë³í³÷í³é òî÷ö³, òî ³ñíóº íåñê³í÷åííà ìíîæèíà òàêèõ ïåðåòèí³â ³ âñ³ 
òàê³ òî÷êè ïðÿìóþòü äî òî÷êè H . Öþ îáñòàâèíó Ïóàíêàðå íå ïåðåäáà÷èâ ó 
ñâîºìó çíàìåíèòîìó ìåìóàð³, ÿêèé ó ñ³÷í³ 1889 ðîêó îòðèìàâ ïðåì³þ øâåä-
ñüêîãî êîðîëÿ Îñêàðà II âàðò³ñòþ 2500 øâåäñüêèõ êðîí ³ çîëîòó ìåäàëü. 
(Ï³çí³øå öå êîøòóâàëî éîìó 3585 êðîí çà çíåøêîäæåííÿ òà ïåðåäðóê ö³ëî-
ãî òîìó æóðíàëó Acta Mathematica, 1890, Vol. 13, ùî ì³ñòèâ öåé ìåìóàð íà 
270 ñòîð³íêàõ. Äëÿ ïîð³âíÿííÿ, ð³÷íà çàðîá³òíà ïëàòà ïðîâ³äíîãî øâåäñüêîãî 
ìàòåìàòèêà Ì. Ã. Ì³òòàã-Ëåôôëåðà ñòàíîâèëà 7000 êðîí; äèâ. [14] äëÿ äóæå 
ö³êàâîãî âèêëàäåííÿ óñ³õ îáñòàâèí.) Ùîá çàáåçïå÷èòè òàê³ ïåðåòèíè, ìíî-

ãîâèäè s
HW  òà u

HW  ïîâèíí³ âñå á³ëüø âèäîâæóâàòèñÿ, ùîá çáåðåãòè ñòàëîþ 
ïëîùó äîâ³ëüíî¿ îáëàñò³, îáìåæåíî¿ â³äð³çêàìè öèõ êðèâèõ. Çã³äíî ç 
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À. Ïóàíêàðå [8, ñ. 329]: «ö³ ïåðåòèíè óòâîðþþòü ùîñü íà çðàçîê ðåø³òêè, 
òêàíèíè, ñ³òêè ç íåñê³í÷åííî ò³ñíèìè ïåòëÿìè; æîäíà ç äâîõ êðèâèõ 
í³êîëè íå ïîâèííà ïåðåòíóòè ñàìó ñåáå, àëå âîíà ïîâèííà íàâèâàòèñü íà 
ñàìó ñåáå äóæå ñêëàäíèì ñïîñîáîì, ùîá ïåðåòíóòè íåñê³í÷åííî áàãàòî 
ðàç³â óñ³ ïåòë³ ñ³òêè.» Âèíèêàº òàê çâàíèé äåòåðì³íîâàíèé õàîñ (äèâ. ÷ó-
äîâó ìåòîäè÷íó ñòàòòþ [24] âèäàòíîãî ìåõàí³êà 20-ãî ñòîë³òòÿ, ïî÷åñíîãî 
äîêòîðà Êè¿âñüêîãî óí³âåðñèòåòó ñåðà Äæåéìñà Ëàéòõ³ëëà, â ÿê³é äàºòüñÿ 
îãëÿä öüîãî ïðèíöèïîâîãî ïèòàííÿ). Öþ îáñòàâèíó â³ä÷óâàâ âæå Ã. Ãåëüì-
ãîëüö, ÿêèé â ëåêö³¿ ó 1875 ðîö³ â Ãàìáóðç³ â³äì³òèâ [3, ñ. 129]: «Âçàãàë³ íå-
îáõ³äíî çàóâàæèòè, ùî ìè ìîæåìî çàçäàëåã³äü ðîçðàõóâàòè ³ çðîçóì³òè â 
óñ³õ ñïîñòåðåæóâàíèõ íàìè äåòàëÿõ ò³ëüêè òàê³ ïðîöåñè â ïðèðîä³, â 
ÿêèõ çðîáëåí³ íàìè ïðè îá÷èñëåííÿõ ó âèõ³äíèõ ïîëîæåííÿõ ìàëåíüê³ ïî-
ìèëêè ïðèçâîäÿòü äî òàêîæ ìàëåíüêèõ ïîìèëîê ³ â ê³íöåâèõ ðåçóëüòà-
òàõ. ßê ò³ëüêè äî ñïðàâè äîëó÷àºòüñÿ íåñò³éêà ð³âíîâàãà, – öÿ óìîâà íå 
âèêîíóºòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ó íàøîìó ïîë³ çîðó çàëèøàºòüñÿ ùå âèïàäêî-
â³ñòü; ó ä³éñíîñò³ æ öÿ âèïàäêîâ³ñòü º ïðîÿâîì íåäîñòàòíîñò³ íàøèõ 
çíàíü ³ íåãíó÷êîñò³ íàøèõ çäàòíîñòåé ìèñëèòè. Ðîçóì, ÿêèé ìàâ áè 
òî÷í³ çíàííÿ ôàêòè÷íî¿ ñòîðîíè ñïðàâè ³ â ÿêîãî ïðîöåñè ìèñëåííÿ 
â³äáóâàëèñü áè äîñòàòíüî øâèäêî é òî÷íî, äëÿ òîãî ùîá âèïåðåäæàòè 
ïîä³¿, ïîáà÷èâ áè â äèêèõ êàïðèçàõ ïîãîäè íå â ìåíø³é ì³ð³, í³æ ó ðóñ³ 
ñâ³òèë, ãàðìîí³éíó ä³þ â³÷íèõ çàêîí³â, ïðî ÿê³ ìè ò³ëüêè çäîãàäóºìîñü ³ 
ÿê³ ïåðåä÷óâàºìî.» 

2. Òå÷³ÿ Ñòîêñà ó ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³. Äâîâèì³ðíà ïîâ³ëüíà ñòîê-
ñîâà òå÷³ÿ íåñòèñëèâî¿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè ìîæå áóòè îïèñàíà ó òåðì³íàõ á³ãàð-
ìîí³÷íî¿ çàäà÷³. ßêùî òàêèé ðóõ º íàñò³ëüêè ïîâ³ëüíèì, ùî ³íåðö³éíèìè ñè-
ëàìè, ÿê³ ì³ñòÿòü êâàäðàòè øâèäêîñòåé, ìîæíà çíåõòóâàòè ïîð³âíÿíî ç 
â’ÿçêèìè ñèëàìè, òî ôóíêö³ÿ òå÷³¿ ψ  çàäîâîëüíÿº á³ãàðìîí³÷íå ð³âíÿííÿ 

 0∆∆ψ = . (2) 

Ó ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàòàõ åéëåðîâ³ êîìïîíåíòè âåêòîðà øâèäêîñò³ u  
òà v  âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 

 u
y

∂ψ=
∂

, v
x

∂ψ= −
∂

. (3) 

ßêùî òå÷³ÿ ó ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³ ,x a y b< <  âèêëèêàºòüñÿ 

çàäàíèìè äîòè÷íèìè øâèäêîñòÿìè U+  òà U−  â³äïîâ³äíî íà âåðõí³é ( y b= ) 

òà íèæí³é ( y b= − ) ñò³íêàõ, à á³÷í³ ñò³íêè x a= ±  íåðóõîì³, òî ãðàíè÷í³ 
óìîâè äëÿ ð³âíÿííÿ (2) ìàþòü âèãëÿä 

 0,       0,          ,      x a y b
x

∂ψψ = = = ± ≤
∂

, 

 0,       ,        ,      U y b x a
y ±

∂ψ
ψ = = = ± ≤

∂
. (4) 

Øâèäêîñò³ U+ , U−  ìîæóòü çàëåæàòè ÿê â³ä êîîðäèíàòè x , òàê ³ â³ä 

÷àñó t . Îñîáëèâèé ³íòåðåñ ñòàíîâèòü ïåð³îäè÷íà ç äåÿêèì ïåð³îäîì T  ¿õ 
çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó. Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêö³ÿ òå÷³¿ ψ  ÿê ðîçâ’ÿçîê êâàç³-
ñòàö³îíàðíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ áóäå òàêîæ ïåð³îäè÷íîþ ç òèì ñàìèì ïåð³î-
äîì T . 

Ç îãëÿäó íà ë³í³éí³ñòü ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (2), (4) ôóíêö³þ òå÷³¿ ψ  ó ïðÿ-

ìîêóòí³é ïîðîæíèí³ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó äâîõ ôóíêö³é 1ψ  òà 2ψ , ÿê³ 
îïèñóþòü ñèìåòðè÷íå òà àíòèñèìåòðè÷íå ïîëå øâèäêîñòåé. Ö³ ïîëÿ çáóä-

æóþòüñÿ äîòè÷íèìè øâèäêîñòÿìè + −= − =(1) (1)
1U U U  òà (2) (2)

2U U U+ −= = , ÿê³ 
ïðèêëàäåí³ íà âåðõí³é ³ íèæí³é ñò³íêàõ ïîðîæíèíè. Î÷åâèäíî, ùî ó òàêîìó 
âèãëÿä³ çàâæäè ìîæíà ïîäàòè äîâ³ëüíå øâèäê³ñíå íàâàíòàæåííÿ ç ïàðíèìè 
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çà x  ôóíêö³ÿìè ( )U x+  òà ( )U x− , äå 

 1

( ) ( )
( )

2
U x U x

U x + −−
= , 2

( ) ( )
( )

2
U x U x

U x + −+
= . (5) 

Íàïðèêëàä, ôóíêö³¿ 1ψ  òà 2ψ  ìàþòü âèãëÿä [28–30] 

 
(1)

1
1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh cosh
m m m m

m m
m m mm

X y y
b b b y x

b b

∞

=

α α ψ = − α − α − α α α 
∑  

 
(1)

1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh cosh
Y x x

a a a x y
a a

∞

=

β β − − β − β β β β 
∑    

 
  

, (6) 

 
(2)

2
1

sinh cosh
( 1) coth cos

sinh sinh
m m m m

m m
m m mm

X y y
b b b y x

b b

∞

=

α α ψ = − α − α − α α α 
∑  

 
(2)

1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh sinh
k k k k

k k
k k kk

Y x x
a a a x y

a a

∞

=

γ γ − − γ − γ γ γ γ 
∑ , (7) 

äå 
− πα = (2 1)

2m
m

a
, 

(2 1)
2b
− πβ =


, πγ =k

k
b

.  

Êîåô³ö³ºíòè ðÿä³â Ôóð’º (1)
mX , (1)Y  òà (2)

mX , (2)
kY  âèçíà÷àþòüñÿ ³ç 

íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì 

 
2

(1) (1) 1 (1)
1 2 2 2

1

4
( ) ( 1) , 1

( )
mm

m m m m
l m

X b b Y U m
∞

−

=

α β
∆ α − = − α ≤ ≤ ∞

β + α
∑ 




, 

 
2

(1) (1)
1 2 2 2

1

4
( ) 0,          1

( )
m

m
m m

Y a a X
∞

=

β α
∆ β − = ≤ ≤ ∞

α + β
∑ 

 


 , (8) 

òà 

 
2

(2) (2) 1 (2)
2 2 2 2

1

4
( ) ( 1) ,    1

( )
mm k

m m k m m
k k m

X b b Y U m
∞

−

=

α γ
∆ α − = − α ≤ ≤ ∞

γ + α
∑ , 

 
2

(2) (2)
1 2 2 2

1

4
( ) 0,      1

( )
k m

k k m
m m k

Y a a X k
∞

=

γ α
∆ γ − = ≤ ≤ ∞

α + γ
∑ , (9) 

äå  

 1 22 2
( ) tanh ,        ( ) coth

cosh sinh

ξ ξ∆ ξ = ξ + ∆ ξ = ξ −
ξ ξ

,  (10) 

à ìíîæèíè (1)
mU  òà (2)

mU  – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ïàðíèõ ôóíêö³é 1( )U x  òà 

2( )U x : 

 (1)
1

1

( ) cos ,m m
m

U x U x
∞

=

= α∑  (1)
1

1 ( )cos
a

m m
a

U U x xdx
a

−

= α∫ , (11) 

 (2)
2

1

( ) cos ,m m
m

U x U x
∞

=

= α∑  (2)
2

1 ( )cos
a

m m
a

U U x xdx
a

−

= α∫ . (12) 

Àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â (1)
mX , (1)Y  òà (2)

mX , (2)
kY  íà íåñê³í÷åííîñò³ ìàº 

âèãëÿä [30] 
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 1

2
(1) (1) 31 1

2

2 ( ) ( )
Re ( ),

2( 4)
m m

m

U a U a
X E o m m

abab
−λ −

λ

′π π
= − + α + → ∞

απ −
( ) , 

 1(1) (1) 31 1
2

4 ( ) ( )
Re ( ),

2( 4)

U a U a
Y E o

abab

−λ −
λ

′π π
= − − β + → ∞

βπ −
( ) 


  , (13) 

òà 

 1

2
(2) (2) 32 2

2

2 ( ) ( )
Re ( ),

2( 4)
m m

m

U a U a
X E o m m

abab
−λ −

λ

′π π
= − + α + → ∞

απ −
( ) , 

 1(2) (2) 32 2
2

4 ( ) ( )
Re ( ),   

2( 4)
k k

k

U a U a
Y E o k k

abab

−λ −
λ

′π π
= − − γ + → ∞

γπ −
( ) , (14) 

ç äåÿêèìè êîìïëåêñíèìè ñòàëèìè (1)Eλ , (2)Eλ  òà 1 2.73959 1.11902iλ = + . 

Äëÿ äîñòàòíüî ãëàäêî¿ ôóíêö³¿ ( )U x+  ëîêàëüíå çîáðàæåííÿ ôóíêö³¿ 

òå÷³¿ ψ  â îêîë³ êóòîâî¿ òî÷êè ( , )a b  ìàº âèãëÿä 

 
2

4 ( )
( , ) cos sin

2 24

U a+ π π  ψ ρ θ = ρ θ θ − − θ θ +    π −
 

 2 3( ) ( )
2 cos 2 sin 2 (sin sin 3 )

4 2 2 8
U a U a+ +

′ ′′π π + ρ θ − + θ + θ − ρ θ + θ + 
 

 

 1 1 4
1 1Re sin sin cos sin ( )

2MA Oγ + π  + ρ θ γ − θ + θ γ θ + ρ      
, (15) 

äå ïîëÿðí³ êîîðäèíàòè ( , )ρ θ  ââåäåíî çà ôîðìóëàìè cosx a= − ρ θ , = −y b  

− ρ θsin . Ó ïîäàíí³ (15) ÷ëåí, ë³í³éíèé çà ρ , ïðåçåíòóº â³äîìèé ðîçâ’ÿçîê 

Ãóäüºðà – Òåéëîðà [2] äëÿ òå÷³¿ Ñòîêñà ó êâàäðàíò³ 0 ≤ ρ < ∞ , 0
2
π≤ θ ≤  ï³ä 

ä³ºþ ñòàëî¿ äîòè÷íî¿ øâèäêîñò³, ïðèêëàäåíî¿ óçäîâæ îäí³º¿ ñòîðîíè 0θ = . 

Ðîçâ’ÿçêè ç ÷ëåíàìè 2ρ  òà 3ρ  äîçâîëÿþòü âçÿòè äî óâàãè íåð³âíîì³ðí³ñòü 

ðîçïîä³ëó òàêî¿ øâèäêîñò³. ×ëåí, ïðîïîðö³éíèé äî 1 1γ +ρ , â³äïîâ³äàº âëàñ-
íîìó ðîçâ’ÿçêó, çíàéäåíîìó ó ðîáîò³ [17] äëÿ íåñê³í÷åííîãî êâàäðàíòà. 
Ã. Ê. Ìîôôàòò [33] âñòàíîâèâ, ùî â³í ì³ñòèòü íåñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü âèõîð³â 
á³ëÿ âåðøèíè. Ìîæëèâ³ñòü ÿâíîãî âèçíà÷åííÿ àìïë³òóäè MA  âèõîð³â Ìîô-

ôàòòà ÷åðåç êîìïëåêñí³ ñòàë³ (1)Eλ , (2)Eλ , ùî âõîäÿòü äî àñèìïòîòèê (13), 

(14), º îñíîâíîþ àíàë³òè÷íîþ ïåðåâàãîþ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿. 
3. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Çíàííÿ ïîëÿ øâèäêîñò³ ó ïðÿìîêóòí³é ïîðîæ-

íèí³ äîçâîëÿº âèâ÷èòè çàäà÷ó ïðî çì³øóâàííÿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè ïðè ¿¿ ïîâ³ëü-
íèõ ñòîêñîâèõ ðóõàõ. Íàâåäåìî äåÿê³ ðåçóëüòàòè íàøèõ ðîçðàõóíê³â, îòðè-
ìàí³ íà îñíîâ³ çíàííÿ àíàë³òè÷íîãî ïîëÿ øâèäêîñò³ ìåòîäàìè, äåòàëüíî 
âèêëàäåíèìè ó [22, 31]. Ïåð³îäè÷íèé çà ÷àñîì ðóõ ñò³íîê ïîðîæíèíè çà-
äàºìî ÿê 
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ç³ ñòàëîþ óçäîâæ ñò³íîê øâèäê³ñòþ 0U . Áåçðîçì³ðíèì ïàðàìåòðîì, ÿêèé 

õàðàêòåðèçóº ïðîòîêîë çì³øóâàííÿ, ñëóæèòü 0 /2D U T b= . 

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â ïåð³îäè÷íèõ òî-
÷îê ð³çíèõ ïåð³îä³â ³ ïåðåòèí³â Ïóàíêàðå äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ ïîðîæíèíè ç ïà-
ðàìåòðàìè / 1.67a b = , 6.24D = , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü åêñïåðèìåíòàëüíèì äà-
íèì [23]. Âèäíî, ùî íàâêîëî åë³ïòè÷íî¿ òî÷êè ïåðøîãî ïîðÿäêó ³ñíóº âåëè-
êèé îñòð³â ó õàîòè÷íîìó ìîð³, íà ãðàíèö³ ÿêîãî, ó ñâîþ ÷åðãó, ³ñíóþòü åë³ï-
òè÷í³ òî÷êè øîñòîãî ïîðÿäêó ç³ çíà÷íî ìåíøèìè îñòðîâàìè. Ç öüîãî ðèñóí-
êó âèäíî, ùî ï³äôàðáîâàíà ð³äèíà, ÿêà ñïî÷àòêó çíàõîäèëàñÿ óñåðåäèí³ 
öüîãî îñòðîâà, í³êîëè íå çìîæå éîãî çàëèøèòè òà çì³øàòèñÿ ç íàâêîëèø-
íüîþ ð³äèíîþ (äèâ. ïîïóëÿðíó ñòàòòþ Ä. Ì. Îòò³íî [34], ó ÿê³é íàâåäåíî 
ÿñêðàâ³ åêñïåðèìåíòàëüí³ äåìîíñòðàö³¿ öüîãî ÿâèùà). 
 

  

à) 
  

  

á) 
 

Рис. 1. Çì³øóâàííÿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè â ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³ çà ïðîòîêîëîì (16): 
a) ïîëîæåííÿ ïåð³îäè÷íèõ òî÷îê ïåðøîãî – øîñòîãî ïåð³îä³â; 
á) â³äîáðàæåííÿ Ïóàíêàðå. 

Íà ðèñ. 2 íàãëÿäíî ïîêàçàíî ñóòòºâó ð³çíèöþ ïðè äåôîðìàö³¿ âèä³ëå-
íîãî êâàäðàòíîãî åëåìåíòà, ÿêèé ðîçì³ùåíèé â îêîë³ åë³ïòè÷íî¿ (E , ðèñ. 2à) 
³ ã³ïåðáîë³÷íî¿ (H , ðèñ. 2á) ïåð³îäè÷íèõ òî÷îê ïåðøîãî ïåð³îäó. Êâàäðàò 
íàâêîëî åë³ïòè÷íî¿ òî÷êè E  ö³ëêîì íàëåæèòü åë³ïòè÷íîìó îñòðîâó ³ òîìó 
í³êîëè íå âèéäå çà ãðàíèö³ öüîãî îñòðîâà. 
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Рис. 2. Òðàºêòîð³¿ òî÷îê , , ,A B C D  òà äåôîðìàö³ÿ êâàäðàòà ABCD çà ï³âïåð³îäó 

(³íäåêñ «1») òà çà îäèí ïåð³îä (³íäåêñ «2»):  
a) åë³ïòè÷íà òî÷êà E ; á) ã³ïåðáîë³÷íà òî÷êà H . 

Âàæëèâó ðîëü, ÿêó â³ä³ãðàþòü â ïðîöåñ³ çì³øóâàííÿ ð³äèíè ñò³éê³ s
HW  

òà íåñò³éê³ u
HW  ìíîãîâèäè, ùî ïîâ’ÿçàí³ ëèøå ç îäí³ºþ (!) ã³ïåðáîë³÷íîþ 

òî÷êîþ H , ³ëþñòðóº ðèñ. 3. Ãðàíèöÿ ñïåö³àëüíî âèä³ëåíî¿ ïëÿìè ðóõàºòüñÿ, 

ÿê àâòîìîá³ë³ ïî «àâòîñòðàäàõ» s
HW  òà u

HW . Íåâàæêî óÿâèòè, ùî â³äáóäåòü-

ñÿ, êîëè âçÿòè äîâ³ëüíó ïëÿìó êðóãîâî¿ ôîðìè íàâêîëî òî÷êè H : ïî÷àòêîâå 
êîëî ïåðåòèíàº ïðè öüîìó íåñê³í÷åííó ìíîæèíó òî÷îê, ÿê³ íàëåæàòü íå 

ò³ëüêè ìíîãîâèäàì s
HW  òà u

HW , àëå é ìíîãîâèäàì, ïîâ’ÿçàíèì ³ç ³íøèìè 
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ã³ïåðáîë³÷íèìè ïåð³îäè÷íèìè òî÷êàìè, ÿê³ ìàþòü ñâ³é «àòëàñ àâòîøëÿõ³â». 
Õî÷à òî÷êè êîíòóðó áóäóòü ðóõàòèñÿ ïî íèõ ö³ëêîì äåòåðì³íîâàíî, íàéìåí-
øå â³äõèëåííÿ â³ä «àâòîñòðàä» (ïîõèáêà â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ) íåìèíó÷å 
ïðèçâåäå äî çîâñ³ì ³íøèõ ê³íöåâèõ ïîëîæåíü âñüîãî êîíòóðó. 

  

à) 

    

  

á) 

 

  

â) 

    

  

ã) 

 

Рис. 3. Äåôîðìàö³ÿ ïëÿìè ð³äèíè ç ãðàíèöåþ, óòâîðåíîþ â³äð³çêàìè ìíîãîâèä³â: 

a) ìíîãîâèäè s
HW  òà u

HW ; á) ïîëîæåííÿ êîíòóðó ïðè 0t = ; 

â) ïîëîæåííÿ êîíòóðó ïðè t T= ; ã) ïîëîæåííÿ êîíòóðó ïðè 2t T= . 

4. Çàêëþ÷í³ çàóâàæåííÿ. Ðîçãëÿäàþ÷è ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ òà äåÿê³ 
êîíêðåòí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ çà éîãî äîïîìîãîþ, ìîæíà ñòâåðä-
æóâàòè, ùî öåé ìåòîä º åôåêòèâíèì àíàë³òè÷íèì çàñîáîì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ð³çíèõ äâîâèì³ðíèõ á³ãàðìîí³÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà. 
Õî÷à àëãåáðà¿÷íà ðîáîòà ìîæå çäàòèñÿ äåùî ãðîì³çäêîþ, ê³íöåâ³ ôîðìóëè 
âèÿâëÿþòüñÿ äóæå ïðîñòèìè äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü. Öåé ï³äõ³ä ìîæå 
áóòè óçàãàëüíåíèé íà êâàç³òðèâèì³ðí³ çàäà÷³ ïðî òå÷³þ Ñòîêñà ó ñê³í÷åíí³é 
öèë³íäðè÷í³é ïîðîæíèí³ [32] òà ïðî çì³øóâàííÿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè â í³é [26, 38]. 
Îäíàê ñóòî òðèâèì³ðíà çàäà÷à ïðî òå÷³þ Ñòîêñà ó ïîðîæíèí³ ó âèãëÿä³ 
ñê³í÷åííîãî ïàðàëåëåï³ïåäà âñå ùå º âèêëèêîì àíàë³òè÷íèì çàñîáàì ñó÷àñ-
íîãî àíàë³çó. 
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СМЕШИВАНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОЛОСТИ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äâóõìåðíàÿ áèãàðìîíè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷ ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè, îòíîñÿùèìñÿ ê ìåäëåííîìó òå÷åíèþ âÿçêîé æèäêîñ-
òè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíûõ ñêîðîñòåé, ïðèëîæåí-
íûõ íà åå ñòåíêàõ. Ìåòîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè. 
 
MIXING OF VISCOUS FLUID IN RECTANGULAR CAVITY 
 
This paper addresses the classical two-dimensional biharmonic problem for a rectan-
gular domain. The method of superposition is effective for solving the mechanical prob-
lems concerning creeping flow of viscous fluid set up in a rectangular cavity by tan-
gential velocities applied along its walls. The method is illustrated by several examples. 
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