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ÓÄÊ 539.3 
 
С. А. Амбарцумян, М. В. Белубекян 
 
К ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНЫМ ЗАДАЧАМ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-
ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН ПОД ДЕЙСТВИЕМ ТАНГЕНЦИАЛЬНЫХ СИЛ 
 

Â ðàìêàõ èçâåñòíûõ äîïóùåíèé òåîðèè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí, ïóòåì îñ-
ðåäíåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ïîëó÷åíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ èçãèáà 
è óñòîé÷èâîñòè ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ 
ïëàñòèí, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì òàíãåíöèàëüíûõ ñèë.  

 
1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à öèëèíäðè÷åñêîãî èçãèáà òðàíñâåðñàëüíî-

èçîòðîïíîé ïëàñòèíêè ïîä äåéñòâèåì òàíãåíöèàëüíûõ ñèë ( ),  ( )X x X x+ − , 

( ),  ( )Y x Y x+ − , ïðèëîæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ê âíåøíèì îñíîâàíèÿì ïëàñ-

òèíêè /2z h= , /2z h= − , ãäå h  – ïîñòîÿííàÿ òîëùèíà ïëàñòèíêè. 
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî [1]: 

– íîðìàëüíûå ê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè ïåðåìåùåíèÿ zu  íå çà-

âèñÿò îò êîîðäèíàòû z ; 
– êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ 2xτ  è 2yτ  ïî òîëùèíå ïëàñòèíêè ìåíÿþòñÿ ïî 

çàäàííîìó çàêîíó; 
– íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå 2σ  ïðåíåáðåæèìî ìàëî. 

Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ìàëû íå 
òîëüêî äåôîðìàöèè, ò. å. óäëèíåíèÿ è ñäâèãè, íî è óãëû ïîâîðîòà ýëåìåíòîâ 
ïëàñòèíêè [3]. 

2. Íà îñíîâàíèè ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé, âûïîëíÿÿ èçâåñòíûå ïðî-
öåäóðû [1] ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè 
óïðóãîñòè [3], äëÿ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷èì 
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Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî [1] 
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äëÿ îñòàëüíûõ íàïðÿæåíèé íàéäåì 
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  ,             0y x zσ = ν σ σ = , 

 21 2
0 0 02

xy

Y Yv G G GG I z z
x x x xG G hG

∂ ∂∂ψ∂τ = + + +
∂ ∂ ∂ ∂

, (5) 

ãäå ( )/[2 1 ]G E= + ν  – ìîäóëü ñäâèãà; E  – ìîäóëü óïðóãîñòè; ν  – êîýôôè-
öèåíò Ïóàññîíà â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè. 

Íàïðÿæåíèÿì (2), (5) ýêâèâàëåíòíû âíóòðåííèå óñèëèÿ è ìîìåíòû, êî-
òîðûå èìåþò âèä 
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3. Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â óñèëèÿõ è ìîìåíòàõ ñ ó÷åòîì óñëîâèé  

 ïðè  2:    ,    ,    0
2 zx yz
hz X Y+ += τ = τ = σ = , 

 ïðè  2:    ,    ,    0
2 xz yz
hz X Y− −= − τ = − τ = − σ = , 

çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 2 2 1,         ,      ,x x
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Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ óñèëèé è ìîìåíòîâ èç (6)–(8) â (9), 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ: 
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Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (10)–(14) çàìå÷àåì, ÷òî óðàâíåíèÿ 
(13) è (14) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñåïàðàòíûìè óðàâíåíèÿìè. Â êàæäîì 
÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè îïðåäåëåííûõ íàãðóçêàõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ëèíåéíûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû îáû÷íûì ïóòåì [1]. 

4. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (10)–(12) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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X hu w X
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. (15) 

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (15), ïîëó÷èì 
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2 2 10

0

1 1( )
2 24

x
hu w X X A

C G
′ ′ ′+ = − ∂ξ − +∫ , (16) 

ãäå 1A  – ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî 

óñëîâèÿ äëÿ óñèëèÿ xT  èëè ïåðåìåùåíèÿ u . Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0xT =  ïðè 

0,x =  òî 1 0A = . 

Èñêëþ÷àÿ ôóíêöèþ ( )xϕ  èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (15) ñ èñïîëüçîâàíèåì 

(16), ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè ( )w x : 
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à äëÿ ôóíêöèè ( )xϕ  èìååì  
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ( )X X X x+ −= − = , ò. å., êîãäà ñîãëàñíî (4) 

 2 10,           ( )X X X x= = ,  (19) 

óðàâíåíèå (17) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. 
Åñëè ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî 1 0  ( 0xA T= =  ïðè 0)x = , 
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) ïðèìåò âèä 

 2 3 22 3
4 50

0 0

1 ( )
2 25

x x CA Ahw X x Xd x x A x A
D GDG

= − ∂ξ + − ξ ξ − + + +∫ ∫ , (20) 

ãäå iA  – ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. 

5. Ïóñòü íàãðóçêà òàêîâà, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (19), à ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ ñëåäóþùèå [2]: 

 ïðè 0 :         0,      0,     0x xx T w M= = = = , 

 ïðè :         0,       0,      0xx a u w M= = = = , (21) 

ãäå a  – øèðèíà ïëàñòèíêè. 
Òîãäà, óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîãëàñíî (16) è (20) äëÿ èñ-

êîìûõ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷èì 
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà 0 constX = τ = , ïîëó÷èì 

 0, 0w u= = . 

Â ñëó÷àå æå, êîãäà X  – ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å., êîãäà 

 0
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= τ , 
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Ó÷åò ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ äåëàåò çàäà÷ó êîððåêòíîé, ïðè ýòîì óâåëè-
÷èâàåòñÿ êàê ïðîãèá ïëàñòèíêè, òàê è òàíãåíöèàëüíîå ïåðåìåùåíèå. Â ñëó-

÷àå äîñòàòî÷íî òîëñòûõ ïëàñòèí 1 1
3 5

h
a

 = ÷ 
 

, èçãîòîâëåííûõ èç ìàòåðèàëîâ 

ñ ìàëûì ñäâèãîâûì ñîïðîòèâëåíèåì 
0

5 10E
G

 = ÷ 
 

, ýòî óâåëè÷åíèå ìîæåò 

áûòü çíà÷èòåëüíûì – îò 4 äî 24%. 

6. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì òàíãåí-
öèàëüíûõ ñèë.  

Ïóñòü 

 0 const,          0X X+ −= τ = = . 

Òîãäà ñîãëàñíî (4) ïîëó÷èì 

 0
1 2 0,              

2
X X

τ
= = τ . (25) 

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (10)–(12) ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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2 0
0

1 1( ) ,           0
2 10

hu w w
C BG

′ τ ′ ′ ′′′ ′′+ = − − ϕ + ϕ =  
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3

21 ( ) 0
2 12

hu w w
C

 ′ ′ ′′ ′+ + ϕ =  
. (26) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ò. å. èìååì óñëîâèÿ (21). Èç 
ïåðâîãî èç óñëîâèé (21) è ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (26) ñëåäóåò, ÷òî  

 2 01 ( )
2

u w x
C

τ′ ′+ = − . (27) 

Ñ ó÷åòîì (7), òðåòüåãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (26) è óðàâíåíèÿ (27) ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ ïðèìóò âèä 

 ïðè 0, :            0,       0x x a w w′′= = = = .  

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (26) ñ ó÷åòîì (25) è (27), êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷è, ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî w  ñ ïåðåìåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè: 
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 IV 021 0x w w x w
h h D

τα  ′′′ ′′− α − + = 
 

, (28) 

ãäå 0
0

6

5G

τ
α = .  

Ââåäåì ôóíêöèþ ( ) ( )F x w x′′= . Òîãäà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíêè 
ïðèâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî 
ïîðÿäêà 

 021 0x F F x F
h h D

τα  ′′ ′− α − + = 
 

 (29) 

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 

 ïðè , 0 :         ( ) 0x a x F x= = = .  (30) 

Ýòà çàäà÷à íåñàìîñîïðÿæåííàÿ, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ 
[4] ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Îäíàêî, åñëè ïðèìåíèòü ìå-
òîä Ðèòöà, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè  

 1
2
xF x  = − 

 
,  

óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (30), è ïðîâåäÿ îáû÷íóþ ïðîöåäóðó 
[2], äëÿ êàñàòåëüíîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîëó÷èì 
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(1 )
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∗
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7. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðå-
çóëüòàòàìè èç [1] êðàéíå âàæíû è ïðè ðàññìîòðåíèè êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ 
ïëàñòèíîê. 
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ДО ГЕОМЕТРИЧНО НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИХ 
ПЛАСТИН ПІД ДІЄЮ ТАНГЕНЦІАЛЬНИХ СИЛ 
 
Ó ðàìêàõ â³äîìèõ ïðèïóùåíü òåîð³¿ àí³çîòðîïíèõ ïëàñòèí øëÿõîì îñåðåäíåííÿ 
ð³âíÿíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³ îòðèìàíî îñíîâí³ ð³âíÿííÿ çãèíó òà ñò³éêîñò³ ãåî-
ìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèõ ïëàñòèí, ÿê³ ïåðåáóâàþòü ï³ä 
ä³ºþ òàíãåíö³àëüíèõ ñèë.  
 
ON GEOMETRICALLY NON-LINEAR PROBLEMS OF TRANSVERSALLY  
ISOTROPIC PLATES UNDER TANGENTIAL FORCES 
 
Based on assumptions of the theory of anisotropic plates, averaging the equations of 
elasticity theory, the governing stability and bending equations are obtained for geo-
metrically non-linear transversally isotropic plates under action of tangential forces. 
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