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СТИСК І КРУЧЕННЯ ВАЛУ ЗІ ЗМІННОЮ ЖОРСТКІСТЮ 
 

Äîñë³äæåíî çàäà÷ó íà ñòèñê ³ êðó÷åííÿ âàëó ç³ ñòàëîþ æîðñòê³ñòþ íà îñíîâ³ 
êîíöåïö³¿ êâàç³ïîõ³äíèõ. Çíàéäåíî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà-
÷åííÿ äëÿ âàëó ç³ çì³ííîþ æîðñòê³ñòþ. 

 
Âñòóï. Ïðè ñòâîðåíí³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ âðàõîâóþòü ºäí³ñòü 

äèñêðåòíî¿ ³ íåïåðåðâíî¿ ïðèðîäè ðåàëüíèõ ô³çè÷íèõ ÿâèù, âèíèêàþòü äè-
ôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ³ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêö³ÿìè â êîåô³ö³ºíòàõ. Íàÿâ-

í³ñòü ó òàêèõ ð³âíÿííÿõ äîäàíê³â âèãëÿäó ( ) ( )( ) ( )n ma x y x( )  ³ç ïðèíàéìí³ ðîç-

ðèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ( )a x  ïðè ðîçêðèòò³ äóæîê çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íîãî 
äèôåðåíö³þâàííÿ ïðèâîäèòü äî íåêîðåêòíèõ äîáóòê³â ó ñåíñ³ òåîð³¿ óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêö³é. Ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ êâàç³ïîõ³äíèõ äàëî çìîãó äîñë³äèòè 
ð³âíÿííÿ ³ç óçàãàëüíåíèìè êîåô³ö³ºíòàìè øëÿõîì çâåäåííÿ ¿õ äî óçàãàëü-
íåíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ñèñòåì ïåðøîãî ïîðÿäêó, äëÿ ÿêèõ ïîâèííà âèêî-
íóâàòèñÿ íåîáõ³äíà òà äîñòàòíÿ óìîâà êîðåêòíîñò³ [7]. Ð³âíÿííÿ òàêîãî òèïó 
ïðèéíÿòî íàçèâàòè êâàç³äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè (ÊÄÐ). Äîñë³äæåííÿ, 
íàïðèêëàä, çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè òà áóä³âåëüíî¿ ìåõàí³êè ïðèâîäèòü 
äî ñêàëÿðíèõ òà âåêòîðíèõ ÊÄÐ (äèâ. [5] ³ á³áë³îãðàô³þ òàì). Ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
òàêèõ ð³âíÿíü çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ ¿ì òàê çâàíèõ àñîö³-
éîâàíèõ ìàòðè÷íèõ êâàç³äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü [7]. Îñîáëèâî¿ óâàãè çà-
ñëóãîâóº ðîçðîáêà íàáëèæåíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñêàëÿðíèõ ³ âåêòîð-
íèõ ÊÄÐ [2, 6, 8]. Ó ö³é ñòàòò³ ïðîïîíóºòüñÿ çíàõîäæåííÿ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ äëÿ ìàòðè÷íîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ç³ 
ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè (ÿêå ðîçãëÿäàºòüñÿ àâòîðàìè ÿê ÊÄÐ) çà äîïîìîãîþ 
äâîòî÷êîâî¿ åêâ³âàëåíòíî¿ ôîðìóëè (òî÷íî¿ ð³çíèöåâî¿ ñõåìè), à òàêîæ çíà-
õîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ äëÿ ìàòðè÷íîãî ð³âíÿí-
íÿ ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ÿê³ àïðîêñèìóþòüñÿ êóñêîâî-ñòàëèìè àáî 
óçàãàëüíåíèìè ôóíêö³ÿìè (â öüîìó âèïàäêó îäåðæóºìî íàáëèæåíó äâîòî÷-
êîâó ôîðìóëó). Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íàâ³òü ó ñêàëÿðíèõ âèïàäêàõ ïîáóäó-
âàòè íàáëèæåíó ð³çíèöåâó ñõåìó äëÿ óçàãàëüíåíîãî ÊÄÐ êëàñè÷íèìè ìåòî-
äàìè íåìîæëèâî âíàñë³äîê íåâèçíà÷åíîñò³ óçàãàëüíåíî¿ ôóíêö³¿ â òî÷ö³.  

Ïîçíà÷åííÿ. mE  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ m -ãî ïîðÿäêó; 2O  – íóëüîâà 

ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó; 
0 1
1 0

J
−= ;   – â³äêðèòèé ³íòåðâàë ä³éñíî¿ îñ³ 

 ; loc ( )BV+   – ïðîñò³ð íåïåðåðâíèõ ñïðàâà ôóíêö³é ëîêàëüíî îáìåæåíî¿ íà 

  âàð³àö³¿; p q×  – ïðîñò³ð ä³éñíîçíà÷íèõ ìàòðèöü ðîçì³ðó p q× ; 

loc ( , )p qBV+ ×  – ïðîñò³ð ä³éñíîçíà÷íèõ ìàòðèöü-ôóíêö³é ðîçì³ðó p q× , 

åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü äî ïðîñòîðó loc ( )BV+  ; ( )sx xδ −  – ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà 

ç íîñ³ºì ó òî÷ö³ sx . 

Çàäà÷à äëÿ âàëó ³ç ñòàëîþ æîðñòê³ñòþ. Íåõàé íà âàë ñòàëî¿ æîðñò-
êîñò³ g  äîâæèíè   ä³º îñüîâà ñòèñêóâàëüíà ñèëà P  ³ êðóòèëüíèé ìîìåíò 

M . Ñòàí âàëó â ñëàáî äåôîðìîâàíîìó ñòàí³ îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåí-
ö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 ,           gz Pz My gy Py Mz′′ ′ ′′ ′− = − − = + . (1) 

 Äëÿ âàëó ³ç çàêð³ïëåíèìè ê³íöÿìè â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ñèñòå-
ìè (1) ìàòèìóòü âèãëÿä 

 (0) ( ) 0,            (0) ( ) 0z z y y= = = =  . (2) 
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Ó ðîáîò³ [4] äîñë³äæåíî öþ çàäà÷ó íà âëàñí³ çíà÷åííÿ øëÿõîì çâåäåííÿ 
ñèñòåìè (1) äî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Çíàéäåìî 
òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê, îïèðàþ÷èñü íà êîíöåïö³þ êâàç³ïîõ³äíèõ. Ââåäåìî òàê³ 
ïîçíà÷åííÿ: 

 2
( )

( ) ,        ,          
( )

z x M PY x A J B E
y x g g

= = ⋅ = ⋅ . 

Ñèñòåìó (1) òîä³ ñèñòåìó çàïèøåìî ó âèãëÿä³ âåêòîðíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) 0Y x AY x BY x′′ ′+ + = , (3) 
à êðàéîâ³ óìîâè (2) íàáóäóòü âèãëÿäó 

 (0) ( ) 0Y Y= = . (4) 
Ùîá çíàéòè ðîçâ’ÿçîê âåêòîðíîãî ð³âíÿííÿ (3), äîñòàòíüî çíàéòè ðîç-

â’ÿçîê àñîö³éîâàíîãî äî íüîãî ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) 0Y x AY x BY x′′ ′+ + = , (5) 
äå ( )Y x  – íåâ³äîìà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ-ôóíêö³ÿ ïîðÿäêó 2. 

Çà äîïîìîãîþ ââåäåííÿ âåêòîðà 
( )

( )
( )

Y x
U x

Y x
= ′  ð³âíÿííÿ (5) çâîäèòüñÿ 

äî äèôåðåíö³àëüíî¿ ñèñòåìè 

 2 2( ) ( ),          
O E

U x C U x C
B A

′ = ⋅ =
− −

. (6) 

Äëÿ ñèñòåìè (6) ³ñíóº ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ( , )x αB , çà äîïîìîãîþ 

ÿêî¿ ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ ( ) ( , ) ( )U x x U= α αB . Ôóíäà-
ìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ìàº íàñòóïíó ñòðóêòóðó [9]: 

 [1] [1]

( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , )

K x K x
x

K x K x

∗ ∗

∗ ∗
α α

α =
α α

B
{1}

{1} , 

äå ( , )K x α  – ìàòðè÷íà ôóíêö³ÿ Êîø³ ð³âíÿííÿ (5), à âèðàç [1] ( , )K x∗ ∗ α{1}  
îçíà÷àº, ùî íàä ìàòðèöåþ ( , )K x α  âèêîíóþòüñÿ òàê³ îïåðàö³¿: [1]  – êâàç³-
äèôåðåíö³þâàííÿ çà çì³ííîþ x  â ñåíñ³ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ, «∗ » – åðì³òîâå 
ñïðÿæåííÿ (ÿêå ó âèïàäêó ä³éñíîçíà÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â ïåðåòâîðþºòüñÿ ó 
çâè÷àéíå òðàíñïîíóâàííÿ), 1{ }  – êâàç³äèôåðåíö³þâàííÿ çà çì³ííîþ x  ó 
ñåíñ³ ñïðÿæåíîãî ð³âíÿííÿ ³ çíîâó «∗ » – åðì³òîâå ñïðÿæåííÿ. 

²ç ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (6) ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ âè-
ïëèâàº ð³âí³ñòü 

 ( ) ( ,0) (0)U U= B  , 
ÿêó çàïèøåìî ÿê 

 [1] [1]

( ) (0)( , 0) ( ,0)
( ) (0)( , 0) ( ,0)

Y YK K
Y YK K

∗ ∗

∗ ∗=′ ′

{1}

{1}

  
  

, 

çâ³äêè 1 [1]( ) ( , 0) (0) ( , 0) (0)Y K Y K Y∗ ∗ ′= +{ }   . Âðàõîâóþ÷è êðàéîâ³ óìîâè (4), 

îòðèìóºìî, ùî ( , 0) (0) 0K Y′ = . Äëÿ òîãî ùîá îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê íå áóâ 
òðèâ³àëüíèì, ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ óìîâà Det ( ,0) 0K = , ÿêà ³ âèçíà÷àº 

õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ â³äøóêàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü P  ³ M . 
Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêö³ÿ Êîø³ 

äëÿ ð³âíÿííÿ (5) ìàº âèãëÿä 

 

cos ( ) sin ( )
2 2 2

( , ) sin ( )
2

sin ( ) cos ( )
2 2

M Mx x
g g gDK x x

g M MD x x
g g

   − α − α        α = − α       − − α − α   
   

, 

äå 2 4D M Pg= + . 
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²ç óìîâè Det ( ,0) 0K =  âèïëèâàº ð³âíÿííÿ sin 0
2
D
g

  = 
 

 . Îòæå, âçàº-

ìîçâ’ÿçîê ì³æ çíà÷åííÿìè êðóòèëüíîãî ìîìåíòó òà îñüîâî¿ ñèëè âèðàæà-
ºòüñÿ ó ÿâíîìó âèãëÿä³ ð³âíÿííÿì 

 
22

24
gMP

g
π= − +


. 

Çàäà÷à äëÿ âàëó ³ç çì³ííîþ æîðñòê³ñòþ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1), (2) 

äëÿ âàëó äîâæèíè = π  ç³ çì³ííîþ æîðñòê³ñòþ 1( )
1 sin

g x
x

=
+

: 

 1 1,       
1 sin 1 sin

z Pz My y Py Mz
x x

′′ ′ ′′ ′− = − − = +
+ +

, (7) 

 (0) ( ) 0,          (0) ( ) 0y y z z= π = = π = . (8) 

Ïîçíà÷èìî ( ) (1 sin )A x M x J= + ⋅ , 2( ) (1 sin )B x P x E= + ⋅ . Òîä³ ñèñòåìó 
(7) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ âåêòîðíîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ çì³ííèìè 
êîåô³ö³ºíòàìè 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0Y x A x Y x B x Y x′′ ′+ + = ,  
à òîìó ïîòð³áíî çíàéòè ðîçâ’ÿçîê àñîö³éîâàíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0Y x A x Y x B x Y x′′ ′+ + = . (9)  

Ââåäåìî âåêòîð 
( )

( )
( )

Y x
U x

Y x
= ′ , òîä³ ð³âíÿííÿ (9) çâåäåòüñÿ äî äèôå-

ðåíö³àëüíî¿ ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó 

 ( ) ( ) ( )U x C x U x′ ′= ⋅ ,  (10) 

äëÿ ÿêî¿ 2 2( )
( ) ( )

O E
C x

B x A x
′ =

− −
. 

Ðîç³á’ºìî â³äð³çîê 0, π[ ]  íà n  ð³âíèõ ÷àñòèí ç êðîêîì h
n
π= : 

 0 1 10 s s nx x x x x+≡ < < < < < < ≡ π  . 

Íà êîæíîìó ³íòåðâàë³ 1, )s sx x +[  àïðîêñèìóºìî ìàòðèöþ ( )C x  òàêèì ÷èíîì. 

Çàñòîñóºìî äî åëåìåíòà 21( )C x  áëî÷íî¿ ìàòðèö³ ( )C x  àïðîêñèìàö³þ, çà-

ïðîïîíîâàíó â [1], ÿêó äîö³ëüíî íàçâàòè äèñêðåòèçàö³ºþ àáî D -àïðîêñè-

ìàö³ºþ. Íàáëèæàºìî ôóíêö³þ 21( )C x  ñõ³ä÷àñòîþ ôóíêö³ºþ 21( )nC x , ÿêà íà 

êîæíîìó ³íòåðâàë³ 1[ , )s sx x +  äîð³âíþº 21( )sC x . Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 

21 2 1( ) ( cos )C x P x x E C= − − ⋅ + , äå 2 2
1C ×∈  . Òîä³  

 21 2 1( ) ( cos )n
s sC x P x x E C= − − ⋅ +   äëÿ 1[ ; )s sx x x +∈ . 

Ñòðèáîê 21( )n
sC x∆  ôóíêö³¿ 21( )n

sC x  ó òî÷ö³ sx  áóäå 

 21 21 21 1 1 2( ) ( ) ( ) ( cos cos )n n n
s s s s sC x C x C x P h x x E− −∆ = − = − − + ⋅ . 

Ïîçíà÷èìî 1cos coss s sa h x x −= − + . Òîä³ äëÿ íàáëèæåíî¿ ìàòðèö³ 

( )nC x′( )  åëåìåíò 21 ( )nC x′( )  áóäå ìàòè âèãëÿä 

 21 2
1

( ) ( )
n

n
s s

s

C x Pa x x E
=

′ = − δ − ⋅∑( ) . 

Äî åëåìåíòà 22 2( ) ( cos )C x M x x J C= − − ⋅ + , äå 2 2
2C ×∈ , áëî÷íî¿ ìàòðèö³ 

( )C x  çàñòîñóºìî òàê çâàíó L -àïðîêñèìàö³þ (äèâ., íàïðèêëàä, [3]). Íàáëè-

æàºìî ôóíêö³þ 22 ( )C x  íà êîæíîìó ³íòåðâàë³ 1[ , )s sx x +  â³äð³çêîì, ùî ñïî-
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ëó÷àº òî÷êè 22( , ( ))s sx C x  ³ 1 22 1( , ( ))s sx C x+ + . Òîä³ 

 ( )
1

1
22

0

( cos cos )
( )

n
n s s

s

M h x x
C x J

h

−
+

=

− +′ = − ⋅∑  ïðè 1[ , )s sx x x +∈ . 

 Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )s xθ  õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêö³þ ³íòåðâàëó 1[ , )s sx x− , 

âèçíà÷åíó ïðè 0,x ∈ π[ ] : 

 1

1

1, [ , ),
( )         1, ,

0, [ , ),
s s

s
s s

x x x
x s n

x x x
−

−

∈θ = = ∉
 . 

Òîä³  

 1
22

1 1

( cos cos )
( ) ( ) ( )

n n
n s s s

s s
s s

M h x x Ma
C x x J x J

h h
−

= =

− +′ = − θ ⋅ = − θ ⋅∑ ∑( ) . 

Îòæå, îäåðæàëè òàêó íàáëèæåíó óçàãàëüíåíó äèôåðåíö³àëüíó ñèñòåìó 
ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

 
2 2

2
1 1

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

n n
n n

sn n
s s s

s s

O E
Y x Y x

Ma
Pa x x E x JY x Y xh= =

′
=

− δ − ⋅ − θ ⋅′ ′∑ ∑( ) ( )
. (11) 

Çã³äíî ç ïîáóäîâîþ ìàºìî, ùî 2 2
loc( ) ( , )nC x BV+ ×∈   . Îñê³ëüêè ( )n

sC x′∆ =( )  

2 2

2 2
,  1, ,

s

O O
s n

Pa E O
= =− ⋅  , òî î÷åâèäíî, ùî  

 
2

0,     ( ) 0n
s sx C x ′∀ ∈ π ∆ ≡ 

 
( )[ ] . 

Îòæå, óçàãàëüíåíà äèôåðåíö³àëüíà ñèñòåìà (11) º êîðåêòíîþ. 
Çàóâàæèìî, ùî äî åëåìåíòà 22 ( )C x  íå ìîæíà çàñòîñóâàòè D -àïðîêñè-

ìàö³þ, îñê³ëüêè âíàñë³äîê íå¿ îäåðæàëè á íåêîðåêòíó äèôåðåíö³àëüíó ñèñ-
òåìó (11). 

Äëÿ ìàòðèö³ ( )nC x′( )  âèêîíóþòüñÿ âñ³ óìîâè òåîðåìè, äîâåäåíî¿ â [2]. 
Îòæå, ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (11) áóäå çà íîðìîþ (äèâ. [2]) çá³ãàòèñÿ äî ðîç-
â’ÿçêó ñèñòåìè (10). Ð³âíÿííÿ, íàáëèæåíå äî ð³âíÿííÿ (9), ìàòèìå âèãëÿä 

 2
1 1

( ) 0
n n

n n ns
s s s

s s

Ma
Y J Y Pa x x E Y

h= =

   ′′ ′+ θ + δ − =   
   ∑ ∑( ) ( ) . (12) 

Îñê³ëüêè ñèñòåìà (11) º êîðåêòíîþ, òî äëÿ íå¿ ³ñíóº [7] ôóíäàìåíòàëüíà 
ìàòðèöÿ ( , )x αB  òàêà, ùî ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè ïîäàºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( , ) ( )n nU x x U= α ⋅ αB . 

Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (11) º ðîçâ’ÿç-
êîì çà x  ö³º¿ ñèñòåìè, òîìó äëÿ íå¿ ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà ñòðèáêà 

( , ) ( ) ( 0, )nx C x x∆ α = ∆ − αB B , òîìó 

 4( ) ( ( )) ( 0, ) ( )n n nU x E C x x U= + ∆ − α ⋅ αB . (13) 

Çàóâàæèìî, ùî ( 0, )x − αB  – öå ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ, ùî â³äïîâ³äàº 
«íåïåðåðâí³é» ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (12). 

Ç ôîðìóëè (13) âèïëèâàº òàêå ðåêóðåíòíå ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 4 1 1( ) ( ( )) ( 0, ) ( ),   1, ,n n n
s s s s sU x E C x x x U x s n− −= + ∆ − ⋅ =B  . (14) 

Íà êîæíîìó ³íòåðâàë³ 1, )s sx x−[  çíàéäåìî ôóíêö³þ Êîø³ äëÿ «íåïå-
ðåðâíî¿» ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (12): 
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 0,           nsMa
Z JZ Z U

h
′′ ′+ = = . (15) 

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 

 ( )1 1( , ) sA x
s sK x A A e− −α− −α = − ⋅ , äå s

s

Ma
A J

h
= ⋅ . 

Äëÿ ð³âíÿííÿ (15) êâàç³ïîõ³äíà â ñåíñ³ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ ñï³âïàäàº ç³ 

çâè÷àéíîþ ïîõ³äíîþ [1]Z Z′= , îäíàê êâàç³ïîõ³äíà â ñåíñ³ ñïðÿæåíîãî ð³â-
íÿííÿ áóäå â³äì³ííîþ â³ä çâè÷àéíî¿ ïîõ³äíî¿: 

 1
sZ Z A Z′= − +{ } . 

Çâàæàþ÷è íà ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³, îäåðæèìî, ùî 

 
( )1 1

2

( )
2

( 0, )
s

s

A x
s s

A x

E A A e
x

O e

− −α− −

− −α

−
− α =B , 

òîä³, îñê³ëüêè 1 ,  1, ,s sx x h s n−− = =  , ìàºìî: 

 
1 1 1 1

2 2
1

2 2

( 0, )
s s

s s

A h Ma J
s s s s

s s A h Ma J

E A A e E A A e
x x

O e O e

− −− − − −

+ − −

− −
− = =B . 

Ïîçíà÷èìî ( )n
s sW U x= , òîä³ äëÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè (11) çã³äíî ç (14) ìàºìî 

ðåêóðåíòíó ôîðìóëó  

 
1 1

2 2 2
4 1

2 2 2

s

s

Ma J
s s

s sMa J
s

O O E A A e
W E W

Pa E O O e

−− −

−−

−
= + ⋅

−
, (16) 

äëÿ 1, ,s n=  . Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 
cos sin
sin cos

t J t t
e

t t
− ⋅ =

−
, òîìó äëÿ îá÷èñ-

ëåííÿ sMa Je−  ìàºìî ôîðìóëó 

 
cos ( ) sin ( )

sin ( ) cos ( )
s s sMa J

s s

Ma Ma
e

Ma Ma
− =

−
. 

Âðàõîâóþ÷è êðàéîâ³ óìîâè (8), ïî÷àòêîâèé âåêòîð äëÿ ðåêóðåíòíî¿ 

ôîðìóëè (16) äîö³ëüíî çàäàòè ó âèãëÿä³ 2
0

2

O
W

E
= . Òîä³ âåêòîð ( )n

nW U= π  

îá÷èñëþºòüñÿ îäíîçíà÷íî. Àíàëîã³÷íî, ÿê ³ ó âèïàäêó çàäà÷³ ç³ ñòàëîþ 
æîðñòê³ñòþ, õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ P  ³ M  áóäå ìàòè 
âèãëÿä 11Det ( ) 0nW = . Îäíàê ó öüîìó âèïàäêó öå ð³âíÿííÿ áóäå íåÿâíèì. 

Çàäàþ÷è ïîñë³äîâíî çíà÷åííÿ êðóòèëüíîãî ìîìåíòó M , ìîæåìî îá÷èñëèòè 
â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ îñüîâî¿ ñòèñêóâàëüíî¿ ñèëè P . Íà ðèñ. 1 ö³é çàëåæíîñò³ 
â³äïîâ³äàº êðèâà ïðè 1ε = .  

Êð³ì òîãî, âèêîíàíî ðîçðàõóíêè çà-
ëåæíîñòåé îñüîâî¿ ñòèñêóâàëüíî¿ ñèëè P  
â³ä êðóòèëüíîãî ìîìåíòó M  äëÿ çàäà÷³ 

(1), (2) ïðè 1( , )
1 sin

g x
x

ε =
+ ε ⋅

, êîëè 0ε = , 

0.2, 0.4, 0.6, 0.8  (äèâ. ðèñ. 1). Çàóâàæèìî, 

ùî ïðè 0M =  âèõ³äíó çàäà÷ó ïîòð³áíî 
ðîçâ’ÿçóâàòè îêðåìî, îñê³ëüêè ìàòðèöÿ 
A  â öüîìó âèïàäêó âèðîäæóºòüñÿ â íó-
ëüîâó ìàòðèöþ ³ òîìó íå ìîæíà çíàéòè 

îáåðíåíó ìàòðèöþ 1A−  ³ ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ (16). 

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.5 1 1.5 M

P

1
0.8

0.6
0.4

0.2

ε = 0

Рис. 1 
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Âèñíîâîê. Ó ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòàííÿ L -àïðîêñèìàö³¿ ³ 
D -àïðîêñèìàö³¿ äî êîåô³ö³ºíò³â âåêòîðíîãî (à îäíî÷àñíî é ìàòðè÷íîãî) êâà-
ç³äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ, âíàñë³äîê ÷îãî îäåðæàíî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿ-
çîê â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âèêîðèñòàííÿ 
ò³ëüêè D -àïðîêñèìàö³¿ ïðèçâåëî áè äî íåêîðåêòíîãî ð³âíÿííÿ ³ òîìó áóëî 
çàïðîïîíîâàíî ïîºäíàííÿ äâîõ âèä³â àïðîêñèìàö³¿. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè º 
íîâèìè, à ó ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ ñï³âïàäàþòü ³ç â³äîìèìè ðàí³øå (íàïðè-
êëàä, [4]). 
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СЖАТИЕ И КРУЧЕНИЕ ВАЛА С ПЕРЕМЕННОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ 
 
Èññëåäîâàíà çàäà÷à íà ñæàòèå è êðó÷åíèå âàëà ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòüþ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîíöåïöèè êâàçèïðîèçâîäíûõ. Íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà-
÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ âàëà ñ ïåðåìåííîé æåñòêîñòüþ.  
 
COMPRESSION AND TORSION OF SHAFT WITH VARIABLE INFLEXIBILITY 
 
Exact solution of the problem about compression and torsion of a shaft with constant 
inflexibility on the basis of conception of quasi-derivatives is obtained. The approxima-
te solution of the eigenvalues-problem for the shaft with variable inflexibility is found.  
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³ì. Â. Ñòåôàíèêà, ²â.-Ôðàíê³âñüê 26.01.07 
 


