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ÓÄÊ 539.3 
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КЕРУВАННЯ ФОРМОЮ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ПОРОЖНИНИ ЗА УМОВ  
ПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ ТІЛА З РЕОЛОГІЧНИМИ ШАРАМИ 
 

Ïîáóäîâàíî íåêëàñè÷íó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ ïðóæíîãî ïðî-
ñòîðó ç öèë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ ïðè ÷àñòêîâî äåòåðì³íîâàíîìó ðàä³àëü-
íîìó íàâàíòàæåíí³ ¿¿ ïîâåðõí³ çà óìîâ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ïðè öüîìó ç’ÿñî-
âàíî, ùî ïðèïóùåííÿ ïðî ³ñíóâàííÿ ïîâåðõíåâîãî òà ïðÿìîë³í³éíîãî âíóò-
ð³øíüîãî ìåæîâèõ ðåîëîã³÷íèõ øàð³â äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó ïðî 
êåðóâàííÿ ðàä³àëüíèìè ïåðåì³ùåííÿìè ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè. Çíàéäåíî çàêîí 
ðîçïîä³ëó ïàðàìåòð³â ðåîëîã³÷íèõ øàð³â, çà ÿêîãî ö³ ïåðåì³ùåííÿ º äîâ³ëüíî 
çàäàíèìè, çîêðåìà, íóëüîâèìè. 

 
 Ó ïðàö³ [2] çàïðîïîíîâàíî íîâó ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ ò³ë, â ÿê³é ïîñòó-
ëþºòüñÿ ³ñíóâàííÿ çîâí³øíüîãî òà âíóòð³øíüîãî ìåæîâèõ øàð³â íà ïîâåðõí³ 
òð³ùèíè òà ¿¿ ïðîäîâæåíí³. Öå – òîíê³ ïë³âêè ç ïåâíèìè ðåîëîã³÷íèìè âëàñ-
òèâîñòÿìè, ÿê³ ó âèïàäêó ò³ëà ç òð³ùèíîþ óìîæëèâëþþòü âèêîíàííÿ íà 
â³ñòð³ òð³ùèíè ô³çè÷íî îá´ðóíòîâàíî¿ âèìîãè íåïåðåðâíîñò³ êîìïîíåíò âåê-
òîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó 0.5 rot= u  ³ â³äòàê ¿¿ ãëàäêå (áåç 
çëàì³â) ðîçêðèòòÿ, ùî îáóìîâëþº ðåãóëÿðíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 
ñòàí. Çà âèêîíàííÿ ö³º¿ âèìîãè ïîâåðõíåâèé ìåæîâèé øàð ïðîäîâæóºòüñÿ ó 
ïëîùèí³ ù³ëèíè ïîçà ¿¿ ìåæ³, äå ïîñòóëþºòüñÿ çàíèêàþ÷èé çà â³äïîâ³äíèì 
çàêîíîì íà áåçìåæíîñò³ âíóòð³øí³é ðåîëîã³÷íèé øàð – ïîâåðõíÿ ðîçðèâó 
ïàðàìåòð³â ïîëÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó [4]. Ïðè öüîìó ñòðèáîê ïðóæíèõ êóò³â 
ïîâîðîòó ³ â³äïîâ³äíî äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ñë³ä òðàêòóâàòè ÿê õàðàêòåðíó 
âëàñòèâ³ñòü ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ âíóòð³øíüîãî ðåîëîã³÷íîãî øàðó. 

Öþ ìîäåëü ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòàòè äëÿ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ ïðî 
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó íåîáìåæåíîìó ò³ë³ ç ðåîëîã³÷íèìè øàðà-
ìè òà öèë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ ðàä³óñà R  çà óìîâè ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ 
ïðè ÷àñòêîâî äåòåðì³íîâàíîìó ðàä³àëüíîìó íàâàíòàæåíí³ ¿¿ ïîâåðõí³. 

Ïîäàííÿ ðîçâ’ÿçê³â ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ó ïîëÿðí³é ñèñ-
òåì³ êîîðäèíàò ÷åðåç ³íòåãðàëè Ôóð’º. Îäíîð³äíå ïðóæíå ò³ëî â³äíåñåìî 
äî áåçðîçì³ðíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( , , )R Rα β γ : 

 sin ,        1x R= α β ≤ α < ∞ , 

 cos ,     y R= α β − π ≤ β ≤ π , 

 ,              0z R= γ ≤ γ < ∞ , 
³ áóäåìî ââàæàòè, ùî ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ó íüîìó ðåàë³çó-
ºòüñÿ ïëîñêî-äåôîðìîâàíèé ñòàí. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà ð³âíÿíü ð³âíî-
âàãè ñòîñîâíî ôóíêö³é îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ ( , )θ α β  ³ ºäèíî¿ íåíóëüîâî¿ êîì-

ïîíåíòè ( , )γω α β  âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó 0.5 rot= u  ìà-

òèìå íàñòóïíèé âèãëÿä: 

 2 22 0,             2 0k kγ γ∂ω ∂ω∂θ ∂θ− = + α =
∂α α ∂β ∂β ∂α

, (1) 

äå 2 ( 2 ) 2(1 )
(1 2 )

k
λ + µ − ν= =

µ − ν
; λ  ³ µ  – ïðóæí³ ñòàë³ Ëÿìå; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïó-

àññîíà. Âåëè÷èíè ( , )θ α β  ³ ( , )γω α β  ó ôîðìóëàõ (1) ïîäàþòüñÿ ÷åðåç íåíó-

ëüîâ³ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ ( , , 0)Ru Ruα β=u u  òàê: 

 1 1div ( )
u

u β
α

∂∂θ ≡ = α +
α ∂α α ∂β

u , 

 1 1 1(0.5 rot ) ( )
2

u
u α

γ γ β
∂∂ ω ≡ = α − α ∂α α ∂β 

u . (2) 
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Ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) ó ïðîñòîð³ ç öèë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ çà 
íàâàíòàæåííÿ, êîëè îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ º ïàðíîþ ôóíêö³ºþ, ìîæíà ïîäàòè 
ó âèãëÿä³ òàêèõ ³íòåãðàë³â Ôóð’º: 

 
0

( , ) 4 ( 1) ( ) cos ( )G d
∞

−ξθ α β = ξ − ξ α ξβ ξ∫ , 

 2

0

( , ) 2 ( 1) ( ) sin ( )k G d
∞

−ξ
γω α β = − ξ − ξ α ξβ ξ∫ , (3) 

äå ( )G ξ  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, ÿêà çàáåçïå÷óº ³ñíóâàííÿ ³ îáìåæåí³ñòü â³äïî-

â³äíèõ ³íòåãðàë³â. Çà â³äîìèìè âåëè÷èíàìè ( , )θ α β  ³ ( , )γω α β  ³ç ñèñòåìè äè-

ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (2) çíàéäåìî êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³-
ùåííÿ ³ çàïèøåìî ¿õ òàê: 

 
0

1( , ) ( ) cos ( )u W d
∞

−ξ
α α β = ξ ξ α ξβ ξ +

α ∫  

 2

0

(1 ) 2 ( ) cos ( )k G d
∞

−ξ + α − ξ − ξ α ξβ ξ ∫ , (4) 

 
0

1( , ) ( ) sin ( )u W d
∞

−ξ
β α β = ξ ξ α ξβ ξ +

α ∫  

 2 2

0

(1 ) 2 ( ) sin ( )k k G d
∞

−ξ + α − ξ + ξ α ξβ ξ ∫ , (5) 

äå ( )W ξ  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ. Â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü (4) ³ (5) çà çàêîíîì Ãóêà 
çàïèøåìî íåíóëüîâ³ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü 

 2

0

( , ) 2 ( 1) ( 1)( 2) ( ) cos ( )k G d
∞

−ξ
αα

σ α β = µ − ξ − ξ + ξ α ξβ ξ −
 ∫  

 
2

0

1 ( 1) ( ) cos ( )W d
∞

−ξ − ξ ξ + ξ α ξβ ξ
α ∫ , (6) 

 2

0

( , ) 2 ( 1) ( 1)( 2) ( ) cos ( )k G d
∞

−ξ
ββ

σ α β = µ − − ξ − ξ − ξ α ξβ ξ +
 ∫  

 
2

0

1 ( 1) ( ) cos ( )W d
∞

−ξ + ξ ξ + ξ α ξβ ξ
α ∫ , (7) 

 2

0

( , ) 4 ( 2) ( 1) ( ) cos ( )k G d
∞

−ξ
γγσ α β = µ − ξ − ξ α ξβ ξ∫ , (8) 

 2

0

( , ) 2 ( 1) ( 1) ( ) sin ( )k G d
∞

−ξ
αβ

σ α β = µ − ξ ξ − ξ α ξβ ξ −
 ∫  

 
2

0

1 ( 1) ( ) sin ( )W d
∞

−ξ − ξ ξ + ξ α ξβ ξ
α ∫ , (9) 

äå äîâ³ëüí³ ôóíêö³¿ ( )G ξ  ³ ( )W ξ  âèçíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíèìè êðàéîâèìè 
óìîâàìè.  

Çàñòîñóºìî îòðèìàí³ âèùå ïîäàííÿ òà çàïðîïîíîâàíó ô³çè÷íó ìîäåëü 
äî äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïðóæíîãî ïðîñòîðó ç öè-
ë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ ðàä³óñà R , ùî ïåðåáóâàº â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîð-
ìàö³¿, ïðè ÷àñòêîâî äåòåðì³íîâàíîìó ðàä³àëüíîìó íàâàíòàæåíí³ ïîâåðõí³ 
ïîðîæíèíè. 
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ òà ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ ìåòîäîì ðîçðèâíèõ ³íòåãðà-
ë³â Ôóð’º. Äëÿ ïðîñòîðó ç öèë³íäðè÷íîþ 
ïîðîæíèíîþ, ùî ïåðåáóâàº â óìîâàõ ïëîñ-
êî¿ äåôîðìàö³¿, ïîñòóëþâàòèìåìî ³ñíóâàííÿ 
ðåîëîã³÷íèõ çîâí³øíüîãî ìåæîâîãî øàðó 
íóëüîâî¿ òîâùèíè íà ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè 
òà ïðÿìîë³í³éíîãî âíóòð³øíüîãî øàðó íà 
ë³í³¿ β = ±π , 1.α >  Ó ðîçãëÿäóâàí³é çàäà÷³ 
ðàä³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè 
ìîæóòü áóòè äîâ³ëüíî çàäàíèìè, çîêðåìà, 
íóëüîâèìè. Âèìàãàþ÷è íåçì³íí³ñòü ä³àìåòðà 
ïîðîæíèíè çà íàâàíòàæåííÿ ¿¿ ïîâåðõí³ 
ðàä³àëüíèì ÷àñòêîâî äåòåðì³íîâàíèì çóñèë-
ëÿì (ðèñ. 1), ñôîðìóëþºìî ïðàêòè÷íî âàæ-
ëèâó çàäà÷ó êåðóâàííÿ ç òàêèìè êðàéîâèìè 
óìîâàìè: 
 0 0(1, ) 2 ,          0Pαασ β = − µ ≤ β ≤ β , 

 2
0     (1, ) ( ),      gαασ β = β β ≤ β ≤ π , (10) 

 (1, ) 0,                 0uα β = ≤ β ≤ π , (11) 

äå ôóíêö³þ 2( )g β  áóäåìî íàçèâàòè êîðèãóâàëüíîþ ôóíêö³ºþ, ÿêà çàáåçïå-

÷óº íåïåðåðâí³ñòü êîìïîíåíòè ( , )αασ α β  òåíçîðà íàïðóæåíü íà êðàþ çîíè 

íàâàíòàæåííÿ: 

 
0 00 0

lim (1, ) lim (1, )αα ααβ→β − β→β +
σ β = σ β . (12) 

Çàóâàæèìî, ùî çà âèêîíàííÿ òàêî¿ óìîâè óñ³ ³íø³ õàðàêòåðèñòèêè íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, çîêðåìà, ³ ºäèíà íåíóëüîâà êîìïîíåíòà γω  âåê-

òîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó òàêîæ áóäóòü íåïåðåðâíèìè íà êðàþ 
çîíè íàâàíòàæåííÿ. 

Â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü (4) ³ (6) òà êðàéîâèõ óìîâ (10) ³ (11) äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ ôóíêö³é ( )G ξ  ³ ( )W ξ  îäåðæèìî òàê³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà 
ïåðøîãî ðîäó: 

 2
0

0

2 ( 1)( 1)( 2) ( ) ( 1) ( ) cos ( ) 2k G W d P
∞

 µ − ξ − ξ + ξ − ξ ξ + ξ ξβ ξ = − µ ∫ , 

 00 ≤ β ≤ β , 

 2

0

( ) (1 ) 2 ( ) cos ( ) 0,          0W k G d
∞

 ξ ξ + − ξ − ξ ξβ ξ = ≤ β ≤ π ∫ [ ] . 

ßêùî 

 2( ) (1 ) 2 ( )W k Gξ ξ = − − ξ − ξ[ ] ,  (13) 
òî äðóãå ð³âíÿííÿ âèêîíóºòüñÿ òîòîæíî, à ïåðøå ï³ñëÿ â³äïîâ³äíèõ ñïðî-
ùåíü íàáóäå âèãëÿäó  

 2 0
0

0

( ) ( )cos ( ) ,           0
2

P
k G d

∞

+ ξ ξ ξβ ξ = ≤ β ≤ β∫ . (14) 

²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó (14) ðîçâ’ÿæåìî ìåòîäîì 
ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Ôóð’º [1], â³äïîâ³äíî ç ÿêèì ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ 
ïîäàìî ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Íåéìàíà 

 
2 1 02

0

( )
( ) ( )

n q
n q

n

J
k G a

∞
− +

=

β ξ
+ ξ ξ =

ξ
∑  (15) 

ç íàïåðåä íåâèçíà÷åíèìè êîåô³ö³ºíòàìè na  ³ ïàðàìåòðîì .q  

 
Рис. 1 
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Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ ´ðóíòóâàòèìóòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ðîçðèâíîãî 

³íòåãðàëà Ôóð’º [3] (äëÿ 1 1
2

< λ < ν + ): 

 0

0

( )cos ( )J
d

∞
ν

λ

β ξ ξβ
ξ =

ξ∫  

 

2
1

0 2
0

0

1 1 1 1; ; ;
2 2 2 2

,     0
12

2

Fλ −

λ

β−λ+ν −λ +ν −λ−ν   Γ β   
   β

= ≤ β ≤ β
ν + λ + Γ  

 

, 

 0

0

( )cos ( )J
d

∞
ν

λ

β ξ ξβ
ξ =

ξ∫  

 
( )

2
0

0 2

0
1

1 1 2; ; 1;
2 2 2

,     
2 1

2

Fν

ν −λ +λ

β−λ+ν −λ+ν −λ +ν   πΓ β ν+   
   β= β ≥ β

λ − ν Γ ν + Γ β 
 

, (16) 

 0

0

( ) sin ( )J
d

∞
ν

λ

β ξ ξβ
ξ =

ξ∫  

 

2

2
0

0
1 2

0

2 2 2 3; ; ;
2 2 2 2

,         0
2

2

F

λ − −λ

β−λ+ν −λ+ν −λ−ν   Γ β   
   β

= ≤ β ≤ β
ν + λ β Γ  

 

, 

  0

0

( ) sin ( )J
d

∞
ν

λ

β ξ ξβ
ξ =

ξ∫  

 

2
0

0 2

0
1

2 2 1; ; 1; sgn
2 2 2

,  
12 ( 1)

2

Fν

ν −λ +λ

β−λ+ν −λ+ν −λ +ν   πΓ β ν+ β   
   β= β ≥ β

+ λ − ν Γ ν + Γ β 
 

. (17) 

Ó öèõ âèðàçàõ ( )xΓ  – ´àììà-ôóíêö³ÿ Åéëåðà, 2( ; ; ; )F a b c x  – ã³ïåðãåî-
ìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà, çàäàíà ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì 

 
2

2

0

( ) ( ) ( )
( ; ; ; )

( ) ( ) ( ) !

k

k

c a k b k xF a b c x
a b c k k

∞

=

Γ Γ + Γ +=
Γ Γ Γ +∑ , (18) 

ÿêèé çá³ãàºòüñÿ ïðè 1x ≤  (ìàº îäèíè÷íèé ðàä³óñ çá³æíîñò³) çà óìîâè 

0c a b− − > . ßêùî æ 0c a b− − = , ðÿä çá³ãàºòüñÿ â êðóç³ 1x <  ³ ìàº ïðè 

1x =  ìàº ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü. Çàóâàæèìî, ùî ïðè a k= −  àáî 
b k= − , äå 0k ∈   ã³ïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä çâîäèòüñÿ äî ïîë³íîìà ñòåïåíÿ 

2k , ÿêèé ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ïîë³íîìè ßêîá³. 
Äëÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ ôîðìóëè ï³äñóìî-

âóâàííÿ:  

 
( ) ( )

( ; ; ;1) ,             0
( ) ( )
c c a b

F a b c c a b
c a c b

Γ Γ − −= − − >
Γ − Γ −

, 

 2 2 2( ; ; ; ) (1 ) ( ; ; ; )c a bF a b c x x F c a c b c x− −= − − − . 
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Çàóâàæèìî, ùî ³íòåãðàëè Ôóð’º íåïåðåðâí³ â òî÷êàõ 0β = β  çà óìîâè 

1
2

λ >  ³ äîð³âíþþòü íóëåâ³ â îáëàñò³ 0β > β  â³äïîâ³äíî ïðè 2kλ − ν = −  àáî 

1 2kλ − ν + = − , 0k ∈  . 

Ï³äñòàâèâøè ïîäàííÿ (15) â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (14) òà ïîì³íÿâøè 
ïîðÿäîê ï³äñóìîâóâàííÿ òà ³íòåãðóâàííÿ, îäåðæèìî, ùî 

 
2 1 0 0

0
0 0

( )cos ( )
,           0

2
n q

n q
n

J P
a d

∞∞
− +

=

β ξ ξβ
ξ = ≤ β ≤ β

ξ
∑ ∫ . 

Îá÷èñëèâøè ðîçðèâíèé ³íòåãðàë â îáëàñò³ 00 ≤ β ≤ β , îòðèìóºìî àëãåáðè÷-

íå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â na : 

 

2
1

0 2
0 0

0

1( 1) 1; ; ;
2

22 ( 1)

q

n q
n

n q F n q n
P

a
n

−
∞

=

β Γ − + β − + − 
 β

=
Γ +

∑ . (19) 

Îñê³ëüêè ã³ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà 
2

2
0

11; ; ;
2

F n q n
β − + − 

 β
 äðóãèì ïà-

ðàìåòðîì ìàº â³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî, òî âîíà º ïîë³íîìîì ñòåïåíÿ 2n  ³ â òàêî-
ìó âèïàäêó â³äïîâ³äíî äî àïðîêñèìàö³éíî¿ òåîðåìè Âåéºðøòðàññà ïðî íà-
áëèæåííÿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ íà ñê³í÷åííîìó ³íòåðâàë³ ñèñòåìîþ ïîë³íî-
ì³â ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (19) º òàêèì: 
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0 1

0
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,         0       

2 (1 )

q
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P
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q−

⋅
= = ∀ ∈

β Γ −
 . 

Òîìó â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (15) ³ ð³âíîñò³ (13) ôóíêö³¿ ( )G ξ  òà ( )W ξ  ìàòè-
ìóòü òàêèé âèãëÿä: 
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, 

³ çã³äíî ç ³íòåãðàëüíèìè çîáðàæåííÿìè (3)–(9) ìîæåìî çàïèñàòè óñ³ 
õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, çîêðåìà: 
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. (20) 

Â³äïîâ³äíî äî ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ íà êðàþ çîíè íàâàíòàæåííÿ 0β = β  

óñ³ õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, çîêðåìà, êîìïîíåíòè 
(1, )αασ β  òåíçîðà íàïðóæåíü ³ (1, )γω β  âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâî-

ðîòó ïîâèíí³ áóòè íåïåðåðâíèìè çã³äíî ç ô³çè÷íî îá´ðóíòîâàíîþ âèìîãîþ 
(12). Äëÿ âñòàíîâëåííÿ óìîâ, ùî çàáåçïå÷óþòü òàêó íåïåðåðâí³ñòü, îá÷èñëè-
ìî ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ íà êîíòóð³ 1α = , äå âîíè âèðîäæóþòüñÿ â ðîç-
ðèâí³ ³íòåãðàëè Ôóð’º, çà ôîðìóëàìè (16), (17): 
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,             
1(2 )
2

q

q

F q q q

P
q q

−

−

β π β − − − 
 β= − β ≥ β

 Γ − Γ − β 
 

. 

Àíàë³ç öèõ ôîðìóë âêàçóº íà òå, ùî ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ ìàþòü ð³çí³ 
àíàë³òè÷í³ âèðàçè â îáëàñòÿõ 00 ≤ β ≤ β  òà 0β ≥ β  ³ âèçíà÷åí³ ã³ïåðãåîìåò-

ðè÷íèì ðÿäîì (18), ÿêèé º çá³æíèì ó òî÷êàõ 0β = β  çà óìîâè 0c a b− − > . 

Çã³äíî ç ö³ºþ íåð³âí³ñòþ òà óìîâîþ ³ñíóâàííÿ ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â íà ïà-
ðàìåòð q  îäåðæóºìî òàêå îáìåæåííÿ: 

 0.5 1q< < . (21) 

Çà âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ (21) óñ³ õàðàêòåðèñòèêè, îçíà÷åí³ ïîäàííÿìè 
(20), íåïåðåðâí³ íà ìåæ³ îáëàñò³ íàâàíòàæåííÿ 0β = β  ³ çàëåæàòü â³ä ïàðà-

ìåòðà ,q  ÿêèé áóäåìî ââàæàòè çâåäåíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìåæîâîãî øàðó. 
Çà âèêîíàííÿ óìîâ (12) ³ (21) äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ó ìåæîâîìó øàð³ òà ðà-
ä³àëüí³ íàïðóæåííÿ ïîçà îáëàñòþ íàâàíòàæåííÿ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íå-
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îáõ³äíå äîâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæíèíè ó ïðóæíîìó ïðî-
ñòîð³ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íåçì³ííîñò³ ¿¿ ä³àìåòðà.  

²íòåãðàëè ó âèðàçàõ (20) ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. 

×èñëîâèé àíàë³ç. Çà ôîðìóëàìè (20) äëÿ çíà÷åíü 0 0.2 , 0.5 , 0.8 ,β = π π π π  

âèêîíàíî ðîçðàõóíêè òà ïîáóäîâàíî ãðàô³êè ðîçïîä³ëó ðàä³àëüíèõ (ðèñ. 2) ³ 
ê³ëüöåâèõ (ðèñ. 3) íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè 1α =  (ïóíêòèðíîþ 
ë³í³ºþ ïîêàçàíî íàïðóæåííÿ ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ïðè π=β0 ). 

  
 Рис. 2 Рис. 3 

  
 Рис. 4 Рис. 5 

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó ìåæîâîìó øàð³ íà 
ïîâåðõí³ öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæíèíè äëÿ òèõ ñàìèõ çíà÷åíü 0β  (ïóíêòèðíà 

ë³í³ÿ â³äïîâ³äàº 0β = π ).  

Çà ³ñíóâàííÿ âíóòð³øíüîãî ìåæîâîãî øàðó äîòè÷íå íàïðóæåííÿ 
( , )αβσ α β  ñòðèáêîïîä³áíî çì³íþº çíàê íà ïðîòèëåæíèé ó òî÷êàõ β = ±π , 

ä³àìåòðàëüíî ïðîòèëåæí³é â³äíîñíî òî÷êè ñèìåòð³¿ íàâàíòàæåííÿ 0β = , ³ 
öåé ñòðèáîê â³äïîâ³äíî äî ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ ïîøèðþºòüñÿ ó ò³ë³ âçäîâæ 
ä³àìåòðà β = ±π , 1α > , äå º âíóòð³øí³é ðåîëîã³÷íèé øàð (ðèñ. 5). Ãðàô³êè â 
öüîìó âèïàäêó ïîáóäîâàíî ïðè 

0 0.2β = π . 

Óñ³ îá÷èñëåííÿ äëÿ âèùåïîáó-
äîâàíèõ ãðàô³ê³â íà ðèñ. 1–5 âèêî-
íàíî ïðè 0.75q = . Äîñë³äæåíî òàêîæ 
çàëåæí³ñòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíî-
ãî ñòàíó â³ä çâåäåíî¿ õàðàêòåðèñòèêè 
ìåæîâîãî øàðó q . Íà ðèñ. 6 ïîáó-
äîâàíî ãðàô³êè äîòè÷íèõ íàïðóæåíü 
ó âíóòð³øíüîìó ðåîëîã³÷íîìó øàð³ 
(β = ±π ) ïðè çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà 

0.6, 0.75, 0.9q = . 
 

Рис. 6 
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Çðîáèìî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ö³º¿ çàäà÷³ ³ç ïëîñêîþ çàäà÷åþ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ïðî íàâàíòàæåííÿ ïðîñòîðó ç öèë³íäðè÷íîþ ïîðîæíèíîþ ëîêà-
ë³çîâàíèì ðàä³àëüíèì çóñèëëÿì çà óìîâ ³ñíóâàííÿ ìåæîâîãî øàðó òà ð³â-
íîñò³ íóëåâ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè, òîáòî ³ç çàäà÷åþ 
ç òàêèìè êðàéîâèìè óìîâàìè: 

 0 0(1, ) 2 ,        0Pαασ β = − µ ≤ β ≤ β , 

 (1, ) 0,               0αβσ β = ≤ β ≤ π . 

ßê ³ â ïîïåðåäí³é çàäà÷³, çàäîâîëüíèâøè êðàéîâ³ óìîâè, îäåðæèìî ³í-
òåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó: 
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− ξ ξ − ξ − ξ ξ + ξ ξβ ξ = ≤ β ≤ π∫ [ ] . 

ßêùî 

 2( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )k G W− ξ ξ − ξ = ξ ξ + ξ , (22) 
òî äðóãå ð³âíÿííÿ âèêîíóºòüñÿ òîòîæíî, à ïåðøå ï³ñëÿ â³äïîâ³äíèõ ñïðî-
ùåíü íàáóäå âèãëÿäó  
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²íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó (23) ðîçâ’ÿæåìî ìåòîäîì 
ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Ôóð’º [1], â³äïîâ³äíî ç ÿêèì ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ 
ïîäàìî ó âèãëÿä³ óçàãàëüíåíîãî ðÿäó Íåéìàíà 
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ç íàïåðåä íåâèçíà÷åíèìè êîåô³ö³ºíòàìè nb  ³ ïàðàìåòðîì .q  

Ï³äñòàâèâøè ïîäàííÿ (24) â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (23) òà ïîì³íÿâøè ïî-
ðÿäîê ï³äñóìîâóâàííÿ òà ³íòåãðóâàííÿ, îäåðæèìî, ùî 

 
2 1 0 0

0
0 0

( )cos ( )
,          0

2
n q

n q
n

J P
b d

∞∞
− +

=

β ξ ξβ
ξ = − ≤ β ≤ β

ξ
∑ ∫ . 

Îá÷èñëèâøè ðîçðèâíèé ³íòåãðàë â îáëàñò³ 00 ≤ β ≤ β , îòðèìóºìî àëãåáðè÷-

íå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â nb : 
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Îñê³ëüêè ã³ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà 
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ðàìåòðîì ìàº â³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî, òî âîíà º ïîë³íîìîì ñòåïåíÿ 2n  ³ â òàêî-
ìó âèïàäêó â³äïîâ³äíî äî àïðîêñèìàö³éíî¿ òåîðåìè Âåéºðøòðàññà ïðî íà-
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Òîìó â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (24) ³ ð³âíîñò³ (22) ôóíêö³¿ ( )G ξ  ³ ( )W ξ  ó ðîç-
ãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä: 
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³ â³äïîâ³äíî äî ³íòåãðàëüíèõ ïîäàíü (3)–(9) ìîæåìî çàïèñàòè óñ³ õàðàêòå-
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Íà êîíòóð³ 1α =  äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ äîð³âíþþòü íóëåâ³, à ¿õ ðîçïîä³ë 
â ìàñèâ³ ïðè 1,  ,  0.75qα > β = ±π = , 

0 0.2β = π  ïîêàçàíî íà ðèñ. 7. 

ßêùî ïîð³âíÿòè ö³ ðåçóëüòàòè ³ç 
ïîïåðåäíüîþ çàäà÷åþ (ðèñ. 5, 6), òî ó 
âèïàäêó íåçì³íþâàíîñò³ öèë³íäðè÷íî¿ 
ïîðîæíèíè ìàêñèìóì ñòðèáêà äîòè÷-
íèõ íàïðóæåíü º íà ïîâåðõí³ ïîðîæ-
íèíè. À ó âèïàäêó ð³âíîñò³ íóëåâ³ äî-
òè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ ìàê-
ñèìóì ¿õ ñòðèáêà º â ìàñèâ³ ó âíóò-
ð³øíüîìó ðåîëîã³÷íîìó øàð³ íà ïåâ-
í³é â³äñòàí³ ïîâåðõí³ (ðèñ. 7). 

 
Рис. 7 



190 

 Òàêèì ÷èíîì, çàïðîïîíîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äîçâîëÿº ðîçâ’ÿçàòè 
çàäà÷ó ïðî íåçì³íþâàí³ñòü ä³àìåòðà öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæíèíè ïðè ÷àñòêîâî 
äåòåðì³íîâàíîìó íàâàíòàæåíí³ ¿¿ ïîâåðõí³ çà óìîâ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. 
Ôàêòè÷íî äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ: ó ìåæàõ ïðèïóùåíü ô³çè÷íî òà ãåî-
ìåòðè÷íî ë³í³éíî¿ ìîäåë³ äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà çà óìîâ ïëîñêî¿ äå-
ôîðìàö³¿ ³ ÷àñòêîâî äåòåðì³íîâàíîãî ðàä³àëüíîãî íàâàíòàæåííÿ öèë³íäðè÷-
íî¿ ïîðîæíèíè çàâæäè ³ñíóº çàêîí ðîçïîä³ëó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó ìåæî-
âîìó øàð³ íà ¿¿ ïîâåðõí³ òà âíóòð³øíüîìó ðåîëîã³÷íîìó øàð³, çà ÿêîãî ðàä³-
àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ïîâåðõí³ º äîâ³ëüíî çàäàíèìè, çîêðåìà, íóëüîâèìè, 

(1, ) 0uα β = . Ïðè öüîìó ç’ÿñîâàíî, ùî çà ³ñíóâàííÿ ïîâåðõíåâîãî òà âíóò-

ð³øíüîãî ìåæîâèõ ðåîëîã³÷íèõ øàð³â ê³ëüöåâà ñêëàäîâà (1, )uβ β  âåêòîðà u  

ñòðèáêîïîä³áíî çì³íþº çíàê íà ïðîòèëåæíèé ó òî÷ö³ β = ±π , ä³àìåòðàëüíî 

ïðîòèëåæí³é â³äíîñíî òî÷êè ñèìåòð³¿ íàâàíòàæåííÿ 0β = , ³ öåé ñòðèáîê 
â³äïîâ³äíî äî ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ ïîøèðþºòüñÿ ó ò³ë³ âçäîâæ ä³àìåòðà 
β = ±π , 1α > , äå º âíóòð³øí³é ðåîëîã³÷íèé øàð, óòâîðþþ÷è ïîâåðõíþ 
ðîçðèâó ïàðàìåòð³â ïîëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó [4]. Ïðè öüîìó êîìïîíåíòà 

( , )γω α β  âåêòîðà   ³ äîòè÷íå íàïðóæåííÿ ( , )αβσ α β  òàêîæ ñòðèáêîïîä³áíî 

çì³íþþòü çíàê ï³ä ÷àñ ïåðåõîäó ä³àìåòðà β = ±π  ³ öåé ñòðèáîê ìîæíà 
òðàêòóâàòè ÿê ìåõàí³÷íèé åôåêò ìåæîâîãî øàðó. 
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УПРАВЛЕНИЕ ФОРМОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ В УСЛОВИЯХ  
ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ ТЕЛА С РЕОЛОГИЧЕСКИМИ СЛОЯМИ 
 
Ïîñòðîåíà íåêëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîãî 
ïðîñòðàíñòâà ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ïðè ÷àñòè÷íî äåòåðìèíèðîâàííîé ðà-
äèàëüíîé íàãðóçêå åå ïîâåðõíîñòè â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Ïðè ýòîì ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïîâåðõíîñòíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî 
âíóòðåííåãî ïîãðàíè÷íûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ñëîåâ äàåò âîçìîæíîñòü ðåøèòü çàäà÷ó 
îá óïðàâëåíèè ðàäèàëüíûìè ïåðåìåùåíèÿìè ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè. Íàéäåí çàêîí 
ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåîëîãè÷åñêèõ ñëîåâ, ïðè êîòîðîì ýòè ïåðåìåùåíèÿ 
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííûìè, â ÷àñòíîñòè, íóëåâûìè. 
 
FORM MANAGEMENT OF CYLINDRICAL CAVITY UNDER PLANE STRAIN CONDITIONS FOR 
BODY WITH RHEOLOGICAL LAYERS 
 
A non-classical mathematical model of deformation of elastic space with cylindrical 
cavity under partially determinate radial loading of its boundary with the plane strain 
conditions has been constructed. It has been cleared up, that a supposition about 
existence of the external and the rectilinear internal boundary layers enables to solve the 
problem regarding the radial displacements management of the cavity boundary. The 
distribution law of the rheological layers parameters, when these displacements are 
arbitrarily assigned, in particular, zero, has been found. 
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