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ПРОКОВЗУВАННЯ ТІЛ В ОКОЛІ РОЗШАРУВАННЯ ЗА ДІЇ  
ЗОСЕРЕДЖЕНОЇ ПРИПОВЕРХНЕВОЇ СИЛИ 
 

Ðîçãëÿíóòî âçàºìîä³þ äâîõ ïðóæíèõ ï³âïëîùèí ç îäíàêîâèõ ìàòåð³àë³â, ùî 
êîíòàêòóþòü ï³ä ä³ºþ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ íà íåñê³í÷åííîñò³ íàâàíòà-
æåíü ³ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè, ïðèêëàäåíî¿ ó âíóòð³øí³é òî÷ö³ âåðõíüî¿ ï³âïëî-
ùèíè ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ë³í³¿ ¿õ ñïðÿæåííÿ. Ïðè ïåâí³é âåëè÷èí³ ñèëè âèíè-
êàº ðîçøàðóâàííÿ ãðàíèöü ï³âïëîùèí ³ ì³æ íèìè âèíèêàº çàçîð. Â éîãî îêîë³ 
ïîÿâëÿþòüñÿ ä³ëÿíêè ïðîêîâçóâàííÿ, äå ä³º êóëîí³âñüêå òåðòÿ. Ðîçøàðóâàí-
íÿ ³ ïðîêîâçóâàííÿ çìîäåëüîâàíî ñòðèáêàìè íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ ïåðåì³-
ùåíü, ÷åðåç ÿê³ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â âèçíà÷åíî 
íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ï³âïëîùèí. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòðèáê³â îòðè-
ìàíî ñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ ðîçâ’ÿçàíî àíàë³òè÷íî. Ðîçì³ðè ä³-
ëÿíêè ðîçøàðóâàííÿ çíàéäåíî ç óìîâè îáìåæåíîñò³ íîðìàëüíèõ êîíòàêòíèõ 
íàïðóæåíü, à ä³ëÿíîê ïðîêîâçóâàííÿ – ç óìîâè íåïåðåðâíîñò³ äîòè÷íèõ ïåðå-
ì³ùåíü ó ¿õ âåðøèíàõ. 

 
 Âñòóï. Äëÿ ìàøèíîáóäóâàííÿ, ãåîìåõàí³êè, á³îìåõàí³êè òà òðèáîëîã³¿ 
âàæëèâèì º äîñë³äæåííÿ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ ò³ë ç óðàõóâàííÿì ç÷åïëåííÿ 
òà ïðîêîâçóâàííÿ, ÿêå ìîæå ³ñòîòíî âïëèâàòè íà êîíòàêòíó ì³öí³ñòü ³ 
æîðñòê³ñòü âóçë³â ³ ç’ºäíàíü [2]. Âïëèâ ç÷åïëåííÿ ³ ïðîêîâçóâàííÿ íà 
âçàºìîä³þ ò³ë çäåá³ëüøîãî âèâ÷àâñÿ äëÿ ò³ë ç íåóçãîäæåíèìè ãðàíèöÿìè [1, 
10, 11, 14]. Îñòàíí³ì ÷àñîì äîñë³äæåíî ìåõàí³÷íèé êîíòàêò ï³âïëîùèí ç 
óçãîäæåíèìè ïîâåðõíÿìè, êîëè ä³ëÿíêè ôðèêö³éíîãî ïðîêîâçóâàííÿ 
âèíèêàþòü â îêîë³ ì³æïîâåðõíåâèõ çàçîð³â [4–6], çóìîâëåíèõ ïëèòêèìè 
ïîâåðõíåâèìè âè¿ìêàìè. Òàê³ êîíòàêòí³ åôåêòè ìîæóòü ñïîñòåð³ãàòèñÿ ³ ï³ä 
÷àñ âçàºìîä³¿ ò³ë ç óçãîäæåíèìè ìåæàìè çà ä³¿ ï³äïîâåðõíåâèõ ñèë. 
Ðîçøàðóâàííÿ ò³ë çîñåðåäæåíèìè ñèëàìè ç óçãîäæåíèìè ãðàíèöÿìè çà 
áåçôðèêö³éíîãî êîíòàêòó âèâ÷åíî ó ïðàöÿõ [7, 9]. Ðîçãëÿíóòî ëîêàëüíå 
ïðîêîâçóâàííÿ íà êîíòàêòí³é ïîâåðõí³ øàðó ³ ï³âïðîñòîðó ç îäíàêîâèõ 
ìàòåð³àë³â, çóìîâëåíå ïðèêëàäåíîþ äî ãðàíèö³ øàðó çîñåðåäæåíîþ ñèëîþ 
[12, 13]. Ó ïðàö³ [3] äîñë³äæåíî óìîâè, çà ÿêèõ çîñåðåäæåí³ ñèëîâ³ ÷èííèêè 
ïðèâîäÿòü äî ïîÿâè ä³ëÿíîê ëîêàëüíîãî ïðîêîâçóâàííÿ ï³ä ÷àñ êîíòàêòó ò³ë 
ç ð³çíèõ ìàòåð³àë³â. 

Ó ö³é ñòàòò³ äîñë³äæåíî êîíòàêòíó âçàºìîä³þ äâîõ ïðóæíèõ ï³âïëîùèí 
ç îäíàêîâèõ ìàòåð³àë³â çà îäíî÷àñíîãî âèíèêíåííÿ ³ ðîçøàðóâàííÿ, ³ 
ä³ëÿíîê ïðîêîâçóâàííÿ â éîãî îêîë³ ï³ä ÷àñ íàâàíòàæåííÿ çîñåðåäæåíîþ 
ñèëîþ. 
 1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî äâ³ ïðóæí³ ï³âïëîùèíè 1D  (íèæ-

íÿ) ³ 2D  (âåðõíÿ), ùî ìàþòü îäíàêîâ³ ìîäóë³ çñóâó ( 1 2G G G= = ) òà êîåô³-

ö³ºíòè Ïóàññîíà ( 1 2ν = ν = ν ) ³ êîíòàêòóþòü çà óìîâ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Íà 
áåçìåæíîñò³ ï³âïëîùèíè ï³ääàí³ ä³¿ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ íîðìàëüíèõ 
ñòèñêàëüíèõ çóñèëü P . Ó òî÷ö³ 0 0(0, )z y  

âåðõíüî¿ ï³âïëîùèíè ïåðïåíäèêóëÿðíî 
äî ë³í³¿ ñïðÿæåííÿ ïðèêëàäåíî çîñåðåä-
æåíó ñèëó (0, )QQ , ùî ïðèçâîäèòü äî 
ïîÿâè ì³æêîíòàêòíîãî ðîçøàðóâàííÿ 
âèñîòè ( )h x  òà çàâäîâæêè 2a , ÿê³ çà-
çäàëåã³äü íåâ³äîì³. Â îêîë³ ðîçøàðóâàí-
íÿ âèíèêàþòü äâ³ ä³ëÿíêè ïðîêîâçóâàí-
íÿ ( , )c a− − , ( , )a c  íà ÿêèõ ä³þòü ñèëè 
òåðòÿ ( )xτ , ùî çâ’ÿçàí³ ç êîíòàêòíèì 
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òèñêîì ( )P x  çàêîíîì Êóëîíà – Àìîíòîíà ( ) ( )x f P xτ = ⋅ , äå f  – êîåô³ö³ºíò 

òåðòÿ. Çîâí³ ä³ëÿíîê ïðîêîâçóâàííÿ, äå ( ) ( )x f P xτ < ⋅ , ç÷åïëåííÿ ï³âïëî-
ùèí íå ïîðóøóºòüñÿ, òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî êîí-
òàêòó. Ïîòð³áíî âèçíà÷èòè ðîçì³ðè ðîçøàðóâàííÿ òà ä³ëÿíîê ïðîêîâçóâàí-
íÿ, à òàêîæ ¿õ âïëèâ íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ï³âïëîùèí. 
 Ãðàíè÷í³ óìîâè ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ìàòèìóòü âèãëÿä 
 – íà ä³ëÿíö³ ðîçøàðóâàííÿ ( 0y = , x a< ): 

    ( ,0) ( ,0),           ( ,0) 0y y yx x x− + −σ = σ σ = , (1) 

 ( ,0) ( , 0),            ( ,0) 0xy xy xyx x x− + −τ = τ τ = ; (2) 

– íà ä³ëÿíêàõ ïðîêîâçóâàííÿ ( 0y = , a x c≤ ≤ ): 

 ( ,0) ( ,0),              ( ,0) ( ,0)y y xy xyx x x x− + − +σ = σ τ = τ , (3) 

 ( ,0) ( , 0) 0,          ( ,0) sgn ( ) ( , 0)xy yv x v x x f x x− + − −− = τ = σ ; (4) 

 – íà ä³ëÿíêàõ êîíòàêòó ( 0y = , x c> ): 

 ( ,0) ( ,0),             ( ,0) ( ,0)y y xy xyx x x x− + − +σ = σ τ = τ , (5) 

      ( ,0) ( ,0),         ( , 0) ( ,0)u x u x v x v x− + − += = ; (6) 

– íà íåñê³í÷åííîñò³ â êîæí³é ç ï³âïëîùèí ,  1,2kD k = : 

 ( , ) ,     ( , ) ( , ) 0,     ( , ) 0y xy xy xx P x y yσ ±∞ = − τ ±∞ = τ ±∞ = σ ±∞ = . (7) 

Òóò , ,y x xyσ σ τ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; u , v  – êîìïîíåíòè âåê-

òîðà ïåðåì³ùåíü; ³íäåêñàìè « − », « + » ïîçíà÷åíî ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ ôóíê-
ö³é íà ë³í³¿ ñïðÿæåííÿ ó ï³âïëîùèíàõ 1D , 2D . 

 2. Çâåäåííÿ çàäà÷³ äî ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Ïîäàìî íà-
ïðóæåííÿ ³ ïîõ³äí³ â³ä ïåðåì³ùåíü ÷åðåç êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè Êîëîñîâà –
Ìóñõåë³øâ³ë³ ó âèãëÿä³ [8], ùî âðàõîâóº çàäàí³ óìîâè íà áåçìåæíîñò³ (7) òà 
îñîáëèâîñò³ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â îêîë³ òî÷êè ïðèêëàäàííÿ 
ñèëè: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y xy k k ki z z z z z A z P′σ − τ = Φ − Φ − − Φ + − , 

 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   ,   1,2k k k k kG u iv z z z z z B z z D k′ ′ ′+ = Φ + Φ − − Φ + ∈ =æ , (8) 

äå ( )k zΦ  – êóñêîâî-àíàë³òè÷í³ ôóíêö³¿, ùî çàíèêàþòü íà íåñê³í÷åííîñò³ 

( ( ) 0kΦ ∞ = , 1, 2);  ;  3 4k z x ³y= = + = − νæ ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),      ( ) (1 ) ( ) ( )A z S z S z zS z R z B z S z A z′= + + + = + −æ , 

 0
2

0 0 0

( ) ,      ( )
( )

z iQiQ iQ
S z R z

z z z z z z

∗
∗  = − = − − − −

æ ææ . (9) 

Òóò 1
8 (1 )

∗ =
π − ν

æ , 0 0z iy= . 

 Ðîçãëÿíåìî äîïîì³æíó çàäà÷ó ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ï³â-
ïëîùèí ï³ä ä³ºþ çàäàíî¿ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè òà íàâàíòàæåíü íà íåñê³í÷åí-
íîñò³, êîëè íà ë³í³¿ ñïðÿæåííÿ âèêîíóþòüñÿ òàê³ óìîâè: 

 ( ,0) ( ,0),           ( ,0) ( ,0)y y xy xyx x x x− + − +σ = σ τ = τ , 

 ( ,0) ( ,0) ( ),   ( ,0) ( , 0) ( ),    u x u x U x v x v x V x x− + − +− = − = < ∞ , (10) 

äå ( ) 0U x =  ïðè x c≥ , 
( ), ,

( )
0, .

h x x a
V x

x a
− ≤=  >
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 Ôóíêö³ÿ ( )U x  îïèñóº ñòðèáîê äîòè÷íèõ ïåðåì³ùåíü íà çàçîð³ òà ä³ëÿí-
êàõ ïðîêîâçóâàííÿ, à ( )V x  – ñòðèáîê íîðìàëüíèõ ïåðåì³ùåíü ìåæ ï³âïëî-
ùèí íà ä³ëÿíö³ çàçîðó. Ùîá çàáåçïå÷èòè íåïåðåðâí³ñòü ïåðåì³ùåíü ïðè 
ðóñ³ âçäîâæ ë³í³¿ êîíòàêòó, ââåäåí³ ôóíêö³¿ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè óìîâè 

 ( ) 0,        ( ) 0,        ( ) ( ) 0U c U c V a h a− = = ± = − ± = . 

 Çàäîâîëüíèâøè óìîâè (10) çà äîïîìîãîþ âèðàç³â (8) ³ (9), îäåðæèìî 
íèçêó çàäà÷ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ, ðîçâ’ÿçàâøè ÿê³ çíàéäåìî êîìïëåêñí³ 
ïîòåíö³àëè ( ),  1,2k z kΦ = : 

 1 2
( ) ( )

( ) ,          
(1 )

c a

c a

U t dt V t dtGz i z D
i t z t z

− −

′ ′  Φ = + ∈ π + − −  
∫ ∫æ

, 

 1 1
( ) ( )

( ) ,        
(1 )

c a

c a

U t dt V t dtGz i z D
i t z t z

− −

′ ′  Φ = − + ∈ π + − −  
∫ ∫æ

, 

 2 1 1 2( ) ( ),                                             z z z D DΦ = − Φ ∈  . (11) 

 Ïîð³âíÿâøè ãðàíè÷íî-êîíòàêòí³ óìîâè (10) ç óìîâàìè (1)–(6), ìîæåìî 
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïîäàííÿ (9), (11) çàäîâîëüíÿþòü óñ³ âèõ³äí³ óìîâè 
îñíîâíî¿ çàäà÷³, çà âèíÿòêîì òðüîõ – (12), (22) ³ (42). Ñàìå ¿õ âèêîðèñòàºìî 
äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ôóíêö³é ( ) ( )V x h x= −  ³ ( )U x . 
 Äëÿ öüîãî ç (8) òà (11) çíàéäåìî ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ êîíòàêòíèõ íîð-
ìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ë³í³¿ ðîçìåæóâàííÿ ï³âïëîùèí: 

 
2

0 0
2 2 2 2

0 0

4( )2( ,0) 1
(1 )

a

y
a

Qy yh t dtGx P
t x x y x y

∗
−

−

′  σ = + − + − π + −  + +∫
æ

æ
æ

, (12) 

 
2
0

2 2 2 2
0 0

4( )2( ,0) 1
(1 )

c

xy
c

yU t dt QxGx
t x x y x y

∗
−

−

′  τ = − + − − π + −  + +∫ æ æ
æ

. (13) 

 Çàäîâîëüíèâøè ñïî÷àòêó íåâðàõîâàíó â (10) óìîâó (12), âèêîðèñòàâøè 
ïîäàííÿ (12), îäåðæèìî ñèíãóëÿðíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (Ñ²Ð) â³äíîñíî ïî-
õ³äíî¿ â³ä âèñîòè ðîçøàðóâàííÿ ( )h x′ : 

 
2

0 0
2 2 2 2

0 0

4( )1 1 1 ,    
2

a

a

Qy yh t dt
P x a

t x G x y x y

∗

−

′  +  = − − + ≤  π −  + + ∫
ææ æ . (14) 

 Âèçíà÷àòèìåìî îáìåæåíèé ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ, òîáòî òàêèé, ùî 
( ) 0h a′ ± = , îñê³ëüêè çã³äíî ç ôîðìóëîþ (12) â³í ãàðàíòóâàòèìå îáìåæåí³ñòü 

êîíòàêòíèõ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü. 
 Çà âèêîíàííÿ óìîâè 

 
2 2

( )
0

a

a

F t dt

a t−

=
−

∫  (15) 

îáìåæåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (14) ìàº âèãëÿä 

 
2 2

2 2

( )
( ) ,       

( )

a

a

F t dta xh x x a
t x a t−

−′ = − ≤
π − −

∫ , (16) 

äå 
2

0 0
2 2 2 2

0 0

41( ) 1
2

Qy y
F x P

G x y x y

∗
 +  = − − +   + + 

ææ æ  – ïðàâà ÷àñòèíà Ñ²Ð (14). 

 Îá÷èñëèâøè àíàë³òè÷íî ³íòåãðàëè â (15) ³ (16), âèçíà÷èìî âèñîòó ðîç-
øàðóâàííÿ 
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2 2 2 3 2

2 20
2 2 2 22 2

0 00

2 ( )
( ) (1 )

( )( )4

y a xQ
h x a x

a y x yG a y

 −= − − + + − + + +π + 
æ

/

 

 
2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2
0

ln ,      
2

a y a x a y
x a

a x a y

+ − − + + ≤ − + +  
, (17) 

òà ï³âäîâæèíó ðîçøàðóâàííÿ a : 

 
2

23 3
06

Q
a S T S T y

P
 = + + − + − π 

, (18) 

äå 
2 22

2 4 20
0 03 2 3 2

2
,  ( )

(6 ) (6 )

y QQ Q Q
S y T y

P PP P

∗
∗ ∗ = + = + 

 π π

æ
æ æ . 

 Ïðè îòðèìàíí³ ôîðìóëè (17) âðàõîâàíî óìîâó ( ) ( ) 0V a h a± = − ± = . 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è (17) ³ (12), çàïèøåìî íîðìàëüí³ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ 
çîâí³ ðîçøàðóâàííÿ: 

 
2 22 2
0 0

2 2 2 22 2 2 2
0 00 0

2 4
( ,0) 1 ,   

( )
y

y yQ x x a
x x a

a y x ya y x y

∗
± −  σ = − + + + ≥ 

 + ++ +

æ
æ . (19) 

 Ôîðìóëè (17)–(19) çàñâ³ä÷óþòü, ùî í³ ãåîìåòðè÷í³ ðîçì³ðè ðîçøàðó-
âàííÿ, í³ íîðìàëüí³ êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ íå çàëåæàòü â³ä ïîÿâè ä³ëÿíîê 
ïðîêîâçóâàííÿ, à âèçíà÷àþòüñÿ âåëè÷èíîþ ³ ëîêàë³çàö³ºþ çîñåðåäæåíî¿ ñè-
ëè òà òèñêîì íà íåñê³í÷åííîñò³. 
 Çàäîâîëüíèâøè íåâðàõîâàí³ â (10) óìîâè (22) ³ (42) ³ âèêîðèñòàâøè 
ïîäàííÿ (13), îäåðæèìî Ñ²Ð â³äíîñíî ïîõ³äíî¿ ñòðèáêà äîòè÷íèõ ïåðå-
ì³ùåíü ãðàíèöü ï³âïëîùèí ( )U x′  íà ðîçøàðóâàíí³ òà ä³ëÿíêàõ ïðîêîâçó-
âàííÿ: 

 
2
0

2 2 2 2
0 0

4( )1 1 ( ),    
4 ( )

c

c

yU t dt Qx
L x x c

t x G x y x y−

′  = − − + ≤ π −  π + +∫ æ , (20) 

äå 1( ) sgn ( ) ( ,0)
2 yL x f x x
G

±+= − σæ . 

 Îñê³ëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (20) º íåïàðíîþ ôóíêö³ºþ, óìîâà ³ñ-
íóâàííÿ éîãî îáìåæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäîâîëüíÿºòüñÿ òîòîæíî. Òîìó òàêèé 
ðîçâ’ÿçîê çàâæäè ³ñíóº ³ ìàº âèãëÿä 

 
2 2 22 2

0 0

2 2 2 2 2
0

(1 )( ) 4
( )

4 ( ) ( )

c

c

Qt t y y dtc xU x
G t y c t t x−

 − + −−′ = − +π π + − −
∫

æ[ ]
 

       
2 2

( )
,

( )

a c

c a

L t dt
x c

c t t x

−

−

 + + ≤    − − 
∫ ∫ . (21) 

 Ïåðøèé ³íòåãðàë ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ Ñ²Ð (21) îá÷èñëþºòüñÿ àíàë³òè÷íî, à 
íàñòóïí³ äâà ³íòåãðàëè çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâî¿ ïðîöåäóðè. Äëÿ 
öüîãî ïðîì³æîê ³íòåãðóâàííÿ , ,c a a c− − [ ] [ ]  ðîçáèâàºìî íà N  îäíàêîâèõ 

â³äð³çê³â, íà êîæíîìó ç ÿêèõ ôóíêö³þ ( )L x  àïðîêñèìóºìî êóñêîâî-ë³í³éíîþ: 

 1
2( ) ,      , ,          i i i i i
cL x A x B x x x x c i

N+= + ∈ = − + [ ] ,  

 1

1

( ) ( )
 ,     ( ) ,        0,1,2, ,i i

i i i i i
i i

L x L x
A B L x A x i N

x x
+

+

−
= = − =

−

 
  .  
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Âðàõóâàâøè öþ àïðîêñèìàö³þ òà îá÷èñëèâøè ³íòåãðàëè â ïðàâ³é ÷àñòèí³ 
Ñ²Ð (21), îòðèìàºìî 

 
2 2 22

0 0
2 2 2 22 2 2 2

0 00 0

42( ) 1
4 ( )

Qy c x ycU x
c y x yG c y x y

−  ′ = − − + − − 
 + +π + +

æ  

 2 2 1

0

1 arcsin arcsin
N

i i
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x x
A c x

c c
+

=

 − − − − π   ∑  

 1( , , ) ( , , )
2

i i
i i

A x B
c x x c x x+

+ − Γ − Γ 
[ ] ,  

äå 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( )( )
( , , ) ln

( )( )

c tx c x c t
c t x

c tx c x c t

− + − −Γ =
− − − −

. 

 Ïðî³íòåãðóâàâøè îñòàííþ ð³âí³ñòü òà âðàõóâàâøè óìîâó ( ) 0U c− = , 
îòðèìóºìî ñòðèáîê äîòè÷íèõ çì³ùåíü ãðàíèöü ò³ë: 
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 2 2 2 2
12 arcsin ,   

2 i i
x c x c x a x c
c +

π   + + − − − < <        
. (22) 

 Çàäîâîëüíèâøè óìîâó ( ) 0U c = , îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ä³ëÿíêè ïðîêîâçóâàííÿ: 
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 2 2 2 2
1 0i i iB c x c x+

 − − − − =  
. (23) 

 Âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ (22) òà (13), çíàéäåìî äîòè÷í³ êîíòàêòí³ íàïðó-
æåííÿ íà ë³í³¿ ñïðÿæåííÿ ïîçà ðîçøàðóâàííÿì: 
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 3. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â òà âèñíîâêè. ×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè ïðîâåäåíî äëÿ 

áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí 0x x a= / , 0 0 0y y a= / , 0a a a= / , 0c c a= / , 0h h a= / , 

0U U a= / , P P G= / , xy xy Gτ = τ / , y y Gσ = σ / , äå 0 (2 )a Q P= π/  – äîâæèíà 

ðîçøàðóâàííÿ, êîëè çîñåðåäæåíà ñèëà ïðèêëàäåíà äî ìåæ³ ( 0 0y = ). 

 Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü 
ï³âäîâæèíè ä³ëÿíêè ðîçøàðóâàííÿ a  
â³ä òî÷êè ïðèêëàäàííÿ çîñåðåäæåíî¿ 
ñèëè 0y  äëÿ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â Ïó-

àññîíà 0, 0.25, 0.5ν = . Áà÷èìî, ùî ó ðà-

ç³ íåñòèñëèâèõ ( 0.5ν = ) àáî áëèçüêèõ 
äî íèõ ìàòåð³àë³â âåëè÷èíà a  ìàº ëî-
êàëüíèé ìàêñèìóì ïðè 0 0y > . Öå 

îçíà÷àº, ùî äëÿ òàêèõ ìàòåð³àë³â äîâ-
æèíà çàçîðó áóäå ìàêñèìàëüíîþ, ÿêùî 
ñèëà ïðèêëàäåíà íà äåÿê³é â³äñòàí³ â³ä 
ãðàíèö³, à íå äî íå¿. 

  
 Рис. 3 Рис. 4 

 
Рис. 2 
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Íà ðèñ. 3 ïðî³ëþñòðîâàíî ñòðèáîê äîòè÷íèõ ïåðåì³ùåíü ( )U x  ïðè êî-

åô³ö³ºíò³ Ïóàññîíà 0.25ν =  òà çîâí³øíüîìó òèñêó 0.1P =  äëÿ ð³çíèõ â³ä-
ñòàíåé â³ä òî÷êè ïðèêëàäàííÿ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè äî ïîâåðõí³ 0 1.6, 0.9y = , 

0.6  (êðèâ³ 1–3), ÿêèì â³äïîâ³äàþòü òàê³ ï³âäîâæèíè ä³ëÿíîê ïðîêîâçóâàííÿ: 
6.66, 6.25, 5.81c = . 

 Áà÷èìî, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñòðèáêà äîòè÷íèõ ïåðåì³ùåíü çðîñ-
òàº ç³ çá³ëüøåííÿì çàçîðó ³ äîñÿãàºòüñÿ íà ä³ëÿíö³ ïðîêîâçóâàííÿ ïîáëèçó 
êðà¿â çàçîðó. 

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë êîíòàêòíèõ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü xyτ  ïðè 

êîåô³ö³ºíò³ Ïóàññîíà 0.25ν =  òà çîâí³øíüîìó òèñêó 0.1P =  äëÿ òèõ ñàìèõ 
çíà÷åíü ï³âäîâæèíè ä³ëÿíîê ïðîêîâçóâàííÿ 6.66, 6.25, 5.81c =  (â³äïîâ³äíî 
êðèâ³ 1–3). Ç ãðàô³êà âèäíî, ùî äëÿ êîæíî¿ êðèâî¿ êîíòàêòí³ äîòè÷í³ íà-
ïðóæåííÿ äîð³âíþþòü íóëåâ³ íà ä³ëÿíö³ ðîçøàðóâàííÿ, ñïàäàþòü íà ïðàâ³é 
ä³ëÿíö³ ïðîêîâçóâàííÿ òà çðîñòàþòü íà ë³â³é, çàëèøàþ÷èñü çà àáñîëþòíîþ 
âåëè÷èíîþ ð³âíèìè íîðìàëüíèì íàïðóæåííÿì, ïîìíîæåíèì íà êîåô³ö³ºíò 
òåðòÿ, ³ äîñÿãàþòü ñâîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó òà ì³í³ìóìó íà êðàÿõ ä³ëÿ-
íîê ïðîêîâçóâàííÿ. Ïðè â³ääàëåíí³ â³ä íå¿ êîíòàêòí³ äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ 
àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóþòü äî íóëÿ, çàëèøàþ÷èñü çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ 
ìåíøèìè â³ä íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü, ïîìíîæåíèõ íà êîåô³ö³ºíò òåðòÿ. 
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ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕ ТЕЛ В ОКРЕСТНОСТИ РАССЛОЕНИЯ ПРИ ДЕЙСТВИИ 
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ ПРИПОВЕРХНОСТНОЙ СИЛЫ 
 
Ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ óïðóãèõ ïîëóïëîñêîñòåé èç îäèíàêîâûõ ìàòå-
ðèàëîâ, êîòîðûå êîíòàêòèðóþò ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà 
áåñêîíå÷íîñòè íàãðóçîê è ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, ïðèëîæåííîé âî âíóòðåííåé 
òî÷êå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ëèíèè èõ ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè 
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíå ñèëû ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòåé ðàññëàèâàþòñÿ è ìåæäó íè-
ìè îáðàçóåòñÿ çàçîð. Â åãî îêðåñòíîñòè âîçíèêàþò ó÷àñòêè ïðîñêàëüçûâàíèÿ, íà 
êîòîðûõ äåéñòâóåò òðåíèå Êóëîíà. Ðàññëîåíèå è ïðîñêàëüçûâàíèå ñìîäåëèðîâàíî 
ñêà÷êàìè íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé, ÷åðåç êîòîðûå ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëåíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå 
ñîñòîÿíèå ïîëóïëîñêîñòåé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñêà÷êîâ ïîëó÷åíû ñèíãóëÿðíûå èí-
òåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ðåøåíû àíàëèòè÷åñêè. Ðàçìåðû ó÷àñòêà ðàññëî-
åíèÿ îïðåäåëåíû èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè íîðìàëüíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæå-
íèé, à ðàçìåðû ó÷àñòêîâ ïðîñêàëüçûâàíèÿ – èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëü-
íûõ ïåðåìåùåíèé â èõ âåðøèíàõ. 
 
SLIP OF BODIES IN VICINITY OF EXFOLIATION UNDER ACTION 
OF CONCENTRATED SURFACE FORCE 
 
The contact frictional interaction of two elastic half-planes having identical mechanical 
properties is studied. The half-planes are subjected to pressure at infinity and concen-
trated force applied at internal point of one of the solids directed perpendicularly to the 
surface of contact. For certain range of magnitude of the concentrated force the local 
separation can occur. In the vicinity of separation zone the partial sliding of mated sur-
faces, governed by Coulomb’s friction law, is initiated. The separation and slip are mo-
deled by both jumps of normal and tangential displacements, by means of which the 
stress and strain state of the mated bodies are represented. The singular integral equa-
tions for these jumps are derived. Their solutions are obtained analytically. The sizes of 
separation zone and the slip zones are determined from condition of boundedness of 
contact normal stresses and condition of continuity of tangential displacements. 
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