
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2007. – 50, ¹ 4. – Ñ. 165-172. 165 

ÓÄÊ 539.3 Ïðîôåñîðîâ³ Â. Ì. Â³ãàêó  
 ïðèñâÿ÷óºòüñÿ 
А. В. Ричагівський, В. С. Попович 
 
СПІВВІДНОШЕННЯ МІЖ ЗУСИЛЛЯМИ Й ПЕРЕМІЩЕННЯМИ НА ГРАНИЦІ 
ПІВПЛОЩИНИ ДЛЯ ПЛОСКОЇ ЗАДАЧІ ПРУЖНОСТІ Й ТЕРМОПРУЖНОСТІ 
 

Íà ï³äñòàâ³ ìåòîäó ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü òåðìîïðóæíîñò³ â íà-
ïðóæåííÿõ çíàéäåíî íåïåðåðâí³ é ³íòåãðîâí³ ðîçâ’ÿçêè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ â ï³âïëîùèí³, êîëè íà ãðàíèö³ çàäàíî 
çóñèëëÿ, ïåðåì³ùåííÿ àáî çì³øàí³ óìîâè. Âñòàíîâëåíî âçàºìíî îäíîçíà÷í³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ çóñèëëÿìè é ïåðåì³ùåííÿìè íà ãðàíèö³. Âèâåäåíî íåîá-
õ³äí³ ³íòåãðàëüí³ óìîâè ð³âíîâàãè äëÿ çóñèëü, óìîâè ñóö³ëüíîñò³ äëÿ ïåðåì³-
ùåíü òà óìîâó òåïëîâîãî áàëàíñó, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü êîðåêòí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â 
çàäà÷ ïðóæíîñò³, òåðìîïðóæíîñò³ é òåïëîïðîâ³äíîñò³. 

 
Ë³í³éíà òåîð³ÿ ïðóæíîñò³ ´ðóíòóºòüñÿ íà âçàºìíî îäíîçíà÷í³é çàëåæ-

íîñò³ ì³æ íàïðóæåííÿìè (äåôîðìàö³ÿìè) ³ ïåðåì³ùåííÿìè âñåðåäèí³ äå-
ôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà. Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ³ñíóþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ 
ì³æ çóñèëëÿìè é ïåðåì³ùåííÿìè íà ãðàíèö³ ò³ëà, ÿê³ ìàþòü ì³ñöå äëÿ îäíî-
âèì³ðíèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ â ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ [6]. 
ßêùî æ ³ñíóþòü òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, òî çíèêàº ïîòðåáà ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîõ 
çàäà÷ ïðóæíîñò³ – îêðåìî ³ç çàäàíèìè çóñèëëÿìè ³ îêðåìî ³ç çàäàíèìè ïå-
ðåì³ùåííÿìè íà ãðàíèö³. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî é çàäà÷à ç³ çì³øàíèìè ãðà-
íè÷íèìè óìîâàìè ïîâèííà ìàòè ñïîñ³á åôåêòèâí³øîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ. 

Ó ñòàòò³ íà ï³äñòàâ³ ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ïëîñêî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ äëÿ îäíîð³ä-
íî¿ ³çîòðîïíî¿ ï³âïëîùèíè [5] àíàëîã³÷íî, ÿê ó ñòàòò³ Â. Ì. Â³ãàêà [3] äëÿ 
çàäà÷³ ïðóæíîñò³, çíàéäåíî âçàºìíî îäíîçíà÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ çóñèë-
ëÿìè é ïåðåì³ùåííÿìè íà ãðàíèö³ îáëàñò³. Ïîñëóãîâóþ÷èñü ðîçâ’ÿçêîì çà-
äà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ, çà äîïîìîãîþ öèõ ñï³ââ³äíîøåíü ìîæ-
íà çâåñòè çàäà÷ó ³ç çàäàíèìè ïåðåì³ùåííÿìè àáî çì³øàíèìè óìîâàìè íà 
ãðàíèö³ ï³âïëîùèíè äî â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ ³ç çàäàíèìè íà ãðàíèö³ çóñèëëÿ-
ìè. Ïðè öüîìó çàäàí³ çóñèëëÿ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè îòðèìàí³ íåîáõ³äí³ ³í-
òåãðàëüí³ óìîâè ð³âíîâàãè, ïåðåì³ùåííÿ – ³íòåãðàëüí³ óìîâè ñóö³ëüíîñò³, à 
äæåðåëà òåïëà é òåïëîâ³ ïîòîêè íà ãðàíèö³ – óìîâó òåïëîâîãî áàëàíñó. 

Ïëîñêèé êâàç³ñòàòè÷íèé ïðóæíèé ³ òåðìîïðóæíèé ñòàí â îäíîð³äí³é 
³çîòðîïí³é ï³âïëîùèí³ ( , ),  [0, )D x y= ∈ −∞ ∞ ∈ ∞{ }  çà â³äñóòíîñò³ ìàñîâèõ 
ñèë îïèñóºòüñÿ [1, 11]: 

– ð³âíÿííÿìè ð³âíîâàãè 
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– ô³çè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè òåðìîïðóæíîñò³, íàïðèêëàä, äëÿ ïëîñ-
êî¿ äåôîðìàö³¿ ( 0ze = ) 
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– ñï³ââ³äíîøåííÿìè Êîø³ 
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; (4) 

– çàäàíèìè çóñèëëÿìè íà ãðàíèö³ 

 ( ,0) ( ), ( ,0) ( )y xyx p x x q xσ = − σ = . (5) 
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Òóò ,x y  – áåçðîçì³ðí³ êîîðäèíàòè; , , , ,  i xyi x y zσ = σ , òà , , ,ie i x y z= , xye  

– êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é; ,  ,  ,  E G ν α  – â³äïîâ³äíî 
ìîäóë³ ïðóæíîñò³ òà çñóâó, êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà òà ë³í³éíîãî òåìïå-
ðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ; ,  ;  ,  u u v v u v∗ ∗ ∗ ∗= =/ /   – êîìïîíåíòè âåêòîðà ïå-

ðåì³ùåíü;   – äåÿêèé õàðàêòåðíèé ðîçì³ð; ( , , )T T x y= τ  – òåìïåðàòóðíå ïî-
ëå â ï³âïëîùèí³, ÿêå îïèñóºòüñÿ êðàéîâîþ çàäà÷åþ òåïëîïðîâ³äíîñò³ [4, 9] 

 
0

0

,          ,       
y

T TT W q T f
y τ==

∂ ∂∆ + = = =
∂τ ∂

, (6) 

äå τ  – áåçðîçì³ðíèé ÷àñ; q  ³ W  – òåïëîâèé ïîò³ê ³ ãóñòèíà ïîòóæíîñò³ 
âíóòð³øí³õ äæåðåë òåïëà (ðîçì³ðíîñòåé òåìïåðàòóðè). 

Íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî íàïðóæåííÿ, äåôîðìàö³¿, ïåðåì³ùåííÿ, çó-
ñèëëÿ, òåìïåðàòóðíå ïîëå, òåïëîâ³ ïîòîêè ³ ïîòóæí³ñòü äæåðåë òåïëà çàíè-
êàþòü ïðè ,  x y→ ∞ → ∞ . 

Ïîñòàâèìî çàâäàííÿ çíàéòè êîðåêòí³, òîáòî íåïåðåðâí³ òà îáìåæåí³, 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ (1)–(5) é òåïëîïðîâ³äíîñò³ (6) ç ìåòîþ âè-
çíà÷åííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ³ âåêòîðà ïåðåì³ùåíü òà òåìïåðà-
òóðíîãî ïîëÿ â ï³âïëîùèí³ çà óìîâè ³íòåãðîâíîñò³ øóêàíèõ ôóíêö³é â îá-
ëàñò³ âèçíà÷åííÿ. Òàê³ âèìîãè çóìîâëåí³, çîêðåìà, îáìåæåíîþ åíåðã³ºþ òåð-
ìîïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ ³ òåïëîâîþ åíåðã³ºþ â ðåàëüíîìó ò³ë³. Îêð³ì öüîãî, 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(5) íå ïîâèíåí âèõîäèòè çà ìåæ³ â³äïîâ³äíî¿ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ìîäåë³ äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà, òîáòî ìóñÿòü çàäîâîëüíÿòèñÿ âè-
âåäåí³ íèæ÷å ³íòåãðàëüí³ óìîâè ð³âíîâàãè äëÿ íàïðóæåíü òà ³íòåãðàëüí³ 
óìîâè ñóö³ëüíîñò³ äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ äåôîðìàö³é. 

Ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü Ôóð’º [12], âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïðÿìîãî ³íòåã-
ðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (1), (2) ³ âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (5), 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(3), (5) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ [5] 

 ,       2 exp ( )
1x y

s aEp i q s y T
s

  σ = σ − σ σ = − + − − −  − ν  
 

 
0

2 exp ( ) ,         1s T s y d i
∞

− − + ξ ξ ≡ −
∫ ( ) , 

 exp ( )y

s
p p i q s y s y

s
  σ = − + + − +    

 

 
0

(1 2 ) exp ( ) exp
2(1 )
aE s

T s y s y s y d
∞

+ + − + ξ − − − ξ ξ
− ν ∫ ( ) ( )[ ] , 

 exp ( )xy

s
q q i p s y s y

s
  σ = − − − +    

 

 
0

(1 2 ) exp ( )
2(1 )
iaEs T s y s y

∞
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äå ðèñêîþ çâåðõó ïîçíà÷åíî çîáðàæåííÿ Ôóð’º â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿, s  – 
ïàðàìåòð öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. Íàïðóæåííÿ (7) ëåãêî çàïèñàòè â îðèã³íà-
ëàõ [12]. 

²íòåãðîâí³ñòü ôóíêö³é òà ³ñíóâàííÿ ïîâòîðíèõ ³íòåãðàë³â â³ä êîìïîíåíò 
òåíçîðà íàïðóæåíü [13] âèìàãàþòü ïðèíàëåæíîñò³ öèõ ôóíêö³é äî êëàñó 

( )L D , òîáòî êëàñó àáñîëþòíî ³íòåãðîâíèõ ôóíêö³é â îáëàñò³ ¿õ âèçíà÷åííÿ 
D . Íà ö³é ï³äñòàâ³ çà äîïîìîãîþ ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè (1) ç óðà-
õóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ (5) ó ïðàö³ [8] äîâåäåíî, ùî êîìïîíåíòè òåíçîðà 
íàïðóæåíü ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè íåîáõ³äí³ ³íòåãðàëüí³ óìîâè ð³âíîâàãè 
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2 sgn ( ) ,         0x y ydy q x d dx x dx
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

σ = − η η σ = σ =∫ ∫ ∫ ∫ , 

 
0

2 ,       0   x xyy dy p x d dx
∞ ∞ ∞

−∞ −∞

σ = − − η η σ =∫ ∫ ∫ , 

 
0

2 sgn ( )xy dy p x d
∞ ∞

−∞

σ = − − η η∫ ∫ . (8) 

²ç öèõ óìîâ äëÿ íàïðóæåíü yσ  ³ xyσ  ïðè 0y =  ç âèêîðèñòàííÿì ãðàíè÷íèõ 

óìîâ (5) âèïëèâàº, ùî çóñèëëÿ ïîâèíí³ áóòè ñàìîçð³âíîâàæåíèìè: 

 0p dx xp dx q dx
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫ . (9) 

Çà äîïîìîãîþ ô³çè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü (3) çíàõîäèìî äåôîðìàö³¿ òà ³í-
òåãðóâàííÿì äâîõ ñï³ââ³äíîøåíü (4) – ïåðåì³ùåííÿ. Íàéïðîñò³øå ïåðåì³-
ùåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ïîçäîâæí³ äåôîðìàö³¿ ,  ,ie i x y= , ç ïåðøèõ 
äâîõ ð³âíÿíü (4) [7]: 

 1 1
0

2 sgn ( ) ,    2 sgn ( ) ,    ( , 0)x yu e x d v v e y d v v x
∞ ∞

−∞

= − η η = + − ξ ξ ≡∫ ∫ , (10) 

çâ³äêè â³äïîâ³äíî ïðè x → ±∞  é 0y =  îäåðæóºìî äâ³ ³íòåãðàëüí³ óìîâè 

 1
0

0,           x ye dx v e dy
∞ ∞

−∞

= = −∫ ∫ . (11) 

Ïåðøà ç öèõ óìîâ âèðàæàº óìîâó ñóö³ëüíîñò³ äëÿ äåôîðìàö³é xe , à äðóãà 

âèçíà÷àº ïåðåì³ùåííÿ 1v  ãðàíèö³ ï³âïëîùèíè ÷åðåç äåôîðìàö³¿ ye . 

Ó çâ’ÿçêó ç âèùåíàâåäåíèìè ³íòåãðàëüíèìè óìîâàìè ð³âíîâàãè é ñó-
ö³ëüíîñò³ ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ùîäî óìîâ, ÿê³ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè òåìïå-
ðàòóðíå ïîëå òà äæåðåëà òåïëà, ùî éîãî ñïðè÷èíÿþòü. 

Ç³íòåãðóâàâøè ïåðøå ð³âíÿííÿ (3) ïî îáëàñò³ D  ç óðàõóâàííÿì ïåðøî¿ 
ç óìîâ ñóö³ëüíîñò³ (11) òà ïåðøî¿ é äðóãî¿ óìîâ ð³âíîâàãè (8) ïðè 0p q= = , 
îäåðæèìî íåîáõ³äíó óìîâó 

 0,           0
D

T dxdy = τ ≥∫∫ , (12) 

ÿêó ìóñèòü çàäîâîëüíÿòè òåìïåðàòóðíå ïîëå. 
Äàë³ àíàëîã³÷íî äî [8] âèâåäåìî óìîâó òåïëîâîãî áàëàíñó. Ñïåðøó ðîç-

ãëÿíåìî ñòàö³îíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³.  
Çàïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ 

 ,            x y
T Tq q
x y

∂ ∂= =
∂ ∂

  

äëÿ òåïëîâèõ ïîòîê³â ðîçì³ðíîñòåé òåìïåðàòóðè. Ç óðàõóâàííÿì öüîãî 
ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (6) íàáóäå âèãëÿäó 

 
yx

qq
W

x y

∂∂
+ = −

∂ ∂
. (13) 

Ïðèïóñòèìî, ùî òåïëîâ³ ïîòîêè çàíèêàþòü íà áåçìåæíîñò³: 

 lim lim 0x y
x y

q q
→±∞ →∞

= = , 

íà â³äì³íó â³ä ¿õí³õ îêðåìèõ ñóìàðíèõ âåëè÷èí: 

 
0

lim 0,           lim 0x y
x y

q dy q dx
∞ ∞

→±∞ →∞
−∞

≠ ≠∫ ∫ . 

Ç³íòåãðóâàâøè ð³âíÿííÿ (13) çà x  â³ä −∞  äî ∞ , îäåðæèìî ð³âí³ñòü 
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 y
d q dx W dx
dy

∞ ∞

−∞ −∞

= −∫ ∫ ,  

çâ³äêè 

 1 sgn ( ) ,         const
2y

D

q dx W y d dx A A
∞

−∞

= − − ξ ξ + =∫ ∫∫ . (14) 

Ïîêëàâøè â (14) ïîñë³äîâíî 0y =  òà y → ∞ , çíàéäåìî 

 2 (0) limy y
y

A q dx q dx
∞ ∞

→∞
−∞ −∞

= +∫ ∫ , (15) 

 (0) limy y
y

D

W dx dy q dx q dx
∞ ∞

→∞
−∞ −∞

= +∫∫ ∫ ∫ . (16) 

Îñê³ëüêè ñóìàðíà ïî îáëàñò³ D  òåìïåðàòóðà îáìåæåíà, òî y
D

q dx dy < ∞∫∫ . 

Ç âèêîðèñòàííÿì ö³º¿ óìîâè, ç³íòåãðóâàâøè ð³âí³ñòü (14) çà y  â³ä 0  äî ∞ , 
îäåðæèìî 

 2
D

A W dx dy= ∫∫ . 

Òåïåð ç óðàõóâàííÿì öüîãî âèðàçó äëÿ ñòàëî¿ A  ç ôîðìóë (15), (16) ìàºìî 

 lim 0y
y

q dx
∞

→∞
−∞

=∫ , (17) 

 (0)y
D

W dxdy q dx
∞

−∞

=∫∫ ∫ . (18) 

Àíàëîã³÷íî, ç³íòåãðóâàâøè ð³âíÿííÿ (13) çà y  â³ä 0  äî ∞ , ìîæíà îäåðæàòè 
öþ æ óìîâó (18) òà óìîâè 

 
0

lim 0x
x

q dy
∞

→±∞
=∫ . (19) 

Îòæå, ç îãëÿäó íà (17), (19) íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå – ñóìàðí³ òåïëîâ³ 
ïîòîêè â ï³âïëîùèí³ ìóñÿòü çàíèêàòè íà áåçìåæíîñò³. Ôîðìóëà (18) âèðà-
æàº óìîâó ñóìàðíî¿ òåïëîâî¿ ð³âíîâàãè äëÿ ïîòóæíîñòåé âíóòð³øí³õ ³ çîâ-
í³øí³õ äæåðåë òåïëà, îñê³ëüêè çã³äíî ç (62) (0) (0)/yq T y q≡ ∂ ∂ =  º íå ùî 

³íøå, ÿê òåïëîâèé ïîò³ê íà ãðàíèö³ ï³âïëîùèíè. Òîä³ óìîâà (18) íàáèðàº âè-
ãëÿäó 

 
D

W dxdy q dx
∞

−∞

=∫∫ ∫ . (20) 

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ â ï³âïëîùèí³ íåîá-
õ³äíèìè óìîâàìè, ùî âèïëèâàþòü ç óìîâ îáìåæåíîñò³ ñóìàðíî¿ ïî îáëàñò³ 
òåìïåðàòóðè òà äèêòóþòüñÿ óìîâàìè ñóö³ëüíîñò³ é ð³âíîâàãè, º óìîâè òåï-
ëîâî¿ ð³âíîâàãè äëÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ (12) ³ äëÿ ïîòóæíîñòåé äæåðåë 
(20). Ëåãêî ïåðåñâ³ä÷èòèñÿ â òîìó, ùî àíàëîã³÷íèé âèñíîâîê ñïðàâåäëèâèé ³ 
äëÿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³. 

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (20) – ïðèðîäíà äëÿ ñòàö³îíàðíèõ òåïëîâèõ ïðî-
öåñ³â â îáìåæåíèõ ò³ëàõ. Îäíàê äëÿ íåñòàö³îíàðíèõ ðåæèì³â âîíà íåõàðàê-
òåðíà é íåîáîâ’ÿçêîâà, îñê³ëüêè çà óìîâè (20) ìîæëèâèé ëèøå ïåâíèé ïåðå-
ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ò³ë³ é íåìàº ìîæëèâîñò³ íàãð³âàòè éîãî äî ïåâíî¿ 
ñåðåäíüî¿ òåìïåðàòóðè. Íåîáõ³äí³ñòü âèêîíàííÿ óìîâè (20) äëÿ ï³âïëîùèíè 
òà ïëîùèíè ( 0)q =  çóìîâëåíà çàñòîñóâàííÿì ìåõàí³êè ñóö³ëüíîãî ñåðåäî-
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âèùà äî çàíàäòî ñïðîùåíî¿ ãåîìåòðè÷íî¿ ìîäåë³ ò³ëà, ùî âèìàãàº âèêîíàí-
íÿ ïåðøî¿ óìîâè (11). À âæå äëÿ îáëàñò³ ó âèãëÿä³ ñìóãè ( , )D x= ∈ −∞ ∞{ , 

[ 1,1)y ∈ − }  çãàäàíà óìîâà (11) â³äñóòíÿ, òîìó ùî ò³ëî ìîæå ïåðåì³ùóâàòèñü 

ïðè x → ∞  ³ âèêîíàííÿ óìîâ (12), (20) äëÿ íåñòàö³îíàðíîãî òåïëîâîãî ðå-
æèìó íåîáîâ’ÿçêîâå. 

Ïîâåðíåìîñÿ äî âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è ô³çè÷í³ ñï³â-
â³äíîøåííÿ (3) äëÿ ïîçäîâæí³õ äåôîðìàö³é ³ ðîçâ’ÿçîê (7) äëÿ íàïðóæåíü 
òà âðàõîâóþ÷è óìîâè (11), ïåðåì³ùåííÿ (10) âèðàæàºìî ÷åðåç çóñèëëÿ íà 
ãðàíèö³ îáëàñò³ â òàêèé ñïîñ³á: 

 14 (1 2 ) 2(1 ) exp ( )
s s

Gu p i q s y p i q s y
s s

∞

−∞

   = + − − ν − − ν − +   π   ∫  

 
0

3 4 2 exp ( )
2(1 )

E s
T s y s y

∞α
+ − ν − − + ξ +

− ν ∫ ( ) ( )[  

 exp exp ( ) dss y d isx
is

+ − − ξ ξ 


( )] , 

 1 14 2(1 ) (1 2 ) exp ( )
s s

Gv p i q y p i q s y
s ss

∞

−∞

     = + + − ν + − ν − −    π     ∫  

 
0

3 4 2 exp ( )
2(1 )

E T s y s y
∞

α− − ν + − + ξ −
− ν ∫ ( ) ( )[  

 exp sgn ( ) exp ( )s y y d isx ds
− − − ξ − ξ ξ 


]( ) . (21) 

Ö³ ôîðìóëè ñâ³ä÷àòü ïðî òå, ùî ï³ä³íòåãðàëüí³ ôóíêö³¿ ìàþòü îñîáëèâ³ñòü 
ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðè 0s = . Òîìó äëÿ ³ñíóâàííÿ ³íòåãðàë³â (21) ³ âîäíî÷àñ 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1)–(5) ³ç âèçíà÷åííÿì ïåðåì³ùåíü ó âèãëÿä³ íåïåðåðâíèõ 
³ îáìåæåíèõ ôóíêö³é ñë³ä óñóíóòè ö³ îñîáëèâîñò³. Öå ìîæëèâî ëèøå çà 
âèêîíàííÿ ð³âíîñòåé (0) (0) 0p q= = , ÿê³ åêâ³âàëåíòí³ ð³âíîñò³ íóëåâ³ ãîëîâ-
íîãî âåêòîðà çóñèëü (5), òîáòî ïåðø³é ³ òðåò³é ç óìîâ (9), à òàêîæ ð³âíîñò³ 

0

(0) 0T dy
∞

=∫  àáî óìîâ³ (12) â îðèã³íàë³. 

Îòæå, ç ð³âíÿíü ð³âíîâàãè (1) ³ ñóö³ëüíîñò³ ìàòåð³àëó âèïëèâàº, ùî äëÿ 
³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ (1)–(5) ó êëàñ³ íåïå-
ðåðâíèõ òà ³íòåãðîâíèõ ôóíêö³é çóñèëëÿ íà ãðàíèö³ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè 
óìîâè ð³âíîâàãè (9), à òåìïåðàòóðíå ïîëå – óìîâó (12), ð³âíîçíà÷íó óìîâ³ 
áàëàíñó òåïëà. ²íàêøå êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é íå³í-
òåãðîâí³, ³ ïåðåì³ùåíü ó êëàñ³ îáìåæåíèõ ôóíêö³é íå ³ñíóº. 

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ (1)–(4) ó 
ï³âïëîùèí³ ç çàäàíèìè íà ãðàíèö³ ïåðåì³ùåííÿìè 
 1 1( ,0) ( ),           ( , 0) ( )u x u x v x v x= = , (22) 

äå 1 1( ), ( )u x v x  íåïåðåðâí³ ðàçîì ç³ ñâî¿ìè ïåðøèìè ïîõ³äíèìè òà àáñîëþò-
íî ³íòåãðîâí³ ôóíêö³¿. Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (21), ó ïðîñòîð³ çîáðàæåíü 
âèðàçèìî ïåðåì³ùåííÿ íà ãðàíèö³ ÷åðåç çóñèëëÿ ³ òåìïåðàòóðó: 

 1
0

2 (1 2 ) 2(1 ) 2 exp ( )
s

Gisu p i q E s T s y dy
s

∞

− = − ν + − ν − α −∫ , 

 1
0

2 2(1 ) (1 2 ) 2 exp ( )
s

G s v p i q E s T s y dy
s

∞

= − ν + − ν − α −∫ . (23) 

Çâ³äñè çíàõîäèìî çîáðàæåííÿ çóñèëü ÷åðåç çîáðàæåííÿ ïåðåì³ùåíü ³ òåì-
ïåðàòóðè: 
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 1 1
0

2 (1 2 ) 2(1 ) exp ( )
3 4

G Ep isu s v T s s y dy
G

∞
α = − ν + − ν + − − ν  ∫ , 

 1 1
0

2 (1 2 ) 2(1 ) exp ( )
3 4

G Eq isv s u Tis s y dy
G

∞
α = − ν − − ν − − − ν  ∫ . (24) 

Ï³äñòàâèâøè âèðàçè (24) ó ôîðìóëè (7), îäåðæèìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1)–(4) 
ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (22). Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (1)–(4), (22) âíàñë³äîê âçà-
ºìíî îäíîçíà÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü (23), (24) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà-
÷³ (1)–(5). Âèêîðèñòîâóþ÷è ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º óçàãàëüíåíèõ 
ôóíêö³é [2], çàïèøåìî ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ â îðèã³íàë³: 

 1
2(1 )1 22 sgn ( ) d ln

2
Gu p x q x d

∞ ∞

−∞ −∞

− ν− ν= − − η η + − η η −
π∫ ∫  

 
2 2

0

2
( )

xE T d dy
x y

∞ ∞

−∞

− ηα− η
π − η +∫ ∫ , 

 1
2(1 )1 22 sgn ( ) d ln

2
Gv q x p x d

∞ ∞

−∞ −∞

− ν− ν= − − η η − − η η −
π∫ ∫  

 
2 2

0

2
( )

yE T d dy
x y

∞ ∞

−∞

α− η
π − η +∫ ∫ , (25) 

 1 1
2

2 2(1 2 ) (1 )
3 4 ( )

du vGp d
dx x

∞

−∞

= − ν − − ν η −− ν π − η ∫  

 
2 2

2 2 2
0

( )

( )

x yE T d dy
G x y

∞ ∞

−∞

− η − α− η π − η + ∫ ∫ ( )
, 

 1 1
2

2 2(1 2 ) (1 )
3 4 ( )

dv uGq d
dx x

∞

−∞

= − ν + − ν η −− ν π − η ∫  

 
2 2 2

0

( )2
( )

x yE T d dy
G x y

∞ ∞

−∞

− η α− η π − η + ∫ ∫ ( )
. (26) 

Çàóâàæèìî, ùî ³íòåãðàëè äðóãèõ ñêëàäîâèõ äëÿ ïåðåì³ùåíü (25) ìîæíà 
ïîäàòè, ³íòåãðóþ÷è çà ÷àñòèíàìè, ó âèãëÿä³ 

 1 1( , ) ln lim ln ( , ) ( , )
d

p q x d x p q d p q d
x

η η∞ ∞

η→∞
−∞ −∞ −∞ −∞

η− η η = − η η + η
− η∫ ∫ ∫ ∫ , 

çâ³äêè âèïëèâàº, ùî ïðè ï³äïîðÿäêóâàíí³ ôóíêö³é 1( , )p q d
η

−∞

η∫  óìîâàì 

Ãåëüäåðà ³íòåãðàëè Êîø³ ³ñíóþòü ó ñåíñ³ ãîëîâíîãî çíà÷åííÿ [10], à ãðàíèö³ 
äîð³âíþþòü íóëåâ³ çà âèêîíàííÿ óìîâ (9). ßêùî æ çóñèëëÿ íåñàìîçð³âíîâà-
æåí³, òî ö³ ãðàíèö³ äîð³âíþþòü íåñê³í÷åííîñò³, ùî ï³äòâåðäæóº ðàí³øå âè-
ñëîâëåíå òâåðäæåííÿ ùîäî íåêîðåêòíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1)–(5), ÿêùî 
ïîðóøóþòüñÿ óìîâè (9). 

Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (24) ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî çíàéäåí³ çóñèëëÿ p  ³ 
q  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ð³âíîâàãè (9) äëÿ ãîëîâíîãî âåêòîðà çóñèëü, 

îñê³ëüêè â çîáðàæåíí³ ö³ óìîâè åêâ³âàëåíòí³ ð³âíîñòÿì (0) (0) 0p q= = . 
Óìîâà (9) äëÿ ãîëîâíîãî ìîìåíòó â³ä çóñèëëÿ p  åêâ³âàëåíòíà â çîáðàæåíí³ 

ð³âíîñò³ (0) 0p′ = , äå øòðèõîì ïîçíà÷åíî ïîõ³äíó çà ïàðàìåòðîì s . Òîìó, 
âèêîðèñòàâøè ïåðøå ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (24) ³ ð³âí³ñòü (12), îäåðæèìî ïðè 

0,s →  ùî 
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 1 1
s 0

(0) 0 (1 2 ) (0) 2(1 ) lim sgn ( )p iu s v s
→

′ = = − ν + − ν ( ) . 

Îñê³ëüêè 
s 0
lim sgn 1s
→±

= ± , òî ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ îòðèìóºìî íåîáõ³äí³ñòü âè-

êîíàííÿ óìîâ 1 1(0) (0) 0u v= = , ÿê³ â îðèã³íàë³ åêâ³âàëåíòí³ óìîâàì ñóö³ëü-
íîñò³  

 1 1 0u dx v dx
∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫ . (27) 

Ïåðøà ç öèõ óìîâ äëÿ ïåðåì³ùåííÿ 1u  î÷åâèäíà, òîìó ùî ïðè x → ±∞  
ïåðåì³ùåííÿ íóëüîâå. 

Âèçíà÷èâøè âåëè÷èíó (0)q′  íà ï³äñòàâ³ äðóãîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (24), ç 
óðàõóâàííÿì ð³âíîñòåé (12) ³ (27) îäåðæèìî óìîâó 

 0xq dx
∞

−∞

=∫ , (28) 

ÿêà çã³äíî ³ç çàêîíîì ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü âèðàæàº ð³âíîä³þ-
÷èé ìîìåíò â³ä çóñèëü, ùî ä³þòü íà ïëîùèíêàõ ç íîðìàëÿìè, ïàðàëåëüíèìè 
äî îñ³ .x  

Îòæå, äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ (1)–(4), (22) ó 
êëàñ³ íåïåðåðâíèõ òà ³íòåãðîâíèõ ôóíêö³é çàäàí³ ïåðåì³ùåííÿ íà ãðàíèö³ 
ï³âïëîùèíè ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè ³íòåãðàëüí³ óìîâè ñóö³ëüíîñò³ (27). Öå íå 
îçíà÷àº, ùî ðîçâ’ÿçîê çãàäàíèõ ð³âíÿíü íå ³ñíóº ïðè ïîðóøåíí³ óìîâ (27). 
Îäíàê òàêå ïîðóøåííÿ ïðèçâîäèòü äî ïîðóøåííÿ óìîâè ñóö³ëüíîñò³ ³ ðîç-
â’ÿçîê ñòàº íåêîðåêòíèì ç òî÷êè çîðó ìîäåë³ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåð-
äîãî ò³ëà. 

Ðîçãëÿíåìî íàðåøò³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ (1)–(4) â ï³â-
ïëîùèí³, êîëè íà ¿¿ ãðàíèö³ çàäàí³ çì³øàí³ ãðàíè÷í³ óìîâè ó âèãëÿä³ ( 0q ≠ ) 

 1( ,0) ( ),    ( ,0) ( )y x p x u x u xσ = − =  àáî 1( , 0) ( )v x v x= , (29) 

÷è ó âèãëÿä³ ( 0p ≠ ) 

 1( ,0) ( ),     ( ,0) ( )xy x q x u x u xσ = =  àáî 1( , 0) ( )v x v x= . (30) 

Äëÿ ÷îòèðüîõ âàð³àíò³â çì³øàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (29), (30), âèðàçèâøè, ïî-
ñëóãîâóþ÷èñü îäíèì ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (23), îäíå ç íåâ³äîìèõ çóñèëü (çóñèë-
ëÿ q  – äëÿ âàð³àíò³â (29) ³ çóñèëëÿ p  – äëÿ âàð³àíò³â (30)) ÷åðåç çàäàí³ 
ôóíêö³¿ íà ãðàíèö³ é òåìïåðàòóðó òà ï³äñòàâèâøè éîãî âèðàç ó ðîçâ’ÿçîê 
(7), çíàéäåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ (1)–(4) äëÿ öèõ çì³øàíèõ 
óìîâ. Ïðè öüîìó çàäàí³ ôóíêö³¿ íà ãðàíèö³ ï³âïëîùèíè ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿ-
òè ³íòåãðàëüí³ óìîâè (9), (27). 

Îòæå, çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî ³íòåãðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ïëîñêèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ â ï³âïëîùèí³ çà óìîâè çàäàíèõ 
çóñèëü íà ãðàíèö³ çíàéäåíî íåïåðåðâí³ é ³íòåãðîâí³ ðîçâ’ÿçêè. Ïðè öüîìó 
îòðèìàíî íåîáõ³äí³ óìîâè ð³âíîâàãè äëÿ çàäàíèõ çóñèëü íà ãðàíèö³, óìîâè 
ñóö³ëüíîñò³ äëÿ ïåðåì³ùåíü, à òàêîæ óìîâè òåïëîâîãî áàëàíñó äëÿ äæåðåë 
òåïëà é òåïëîâèõ ïîòîê³â. Äîâåäåíî, ùî êâàç³ñòàòè÷í³ çàäà÷³ ïðóæíîñò³ é 
òåðìîïðóæíîñò³ ç çàäàíèìè íà ãðàíèö³ ï³âïëîùèíè ïåðåì³ùåííÿìè ³ ç³ 
çì³øàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè âíàñë³äîê âñòàíîâëåíèõ âçàºìíî îäíîçíà÷-
íèõ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ çóñèëëÿìè é ïåðåì³ùåííÿìè íà ãðàíèö³ îáëàñò³ 
çâîäÿòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ çàäà÷ ³ç çàäàíèìè íà ãðàíèö³ çóñèëëÿìè. 
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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ УСИЛИЯМИ И ПЕРЕМЕЩЕНИЯМИ НА ГРАНИЦЕ ПОЛУПЛОСКОСТИ 
ДЛЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ УПРУГОСТИ И ТЕРМОУПРУГОСТИ 
 
Íà îñíîâàíèè ìåòîäà ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîñòè â íà-
ïðÿæåíèÿõ íàéäåíû íåïðåðûâíûå è èíòåãðèðóåìûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé óïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè â ïîëóïëîñêîñòè ïðè çàäàííûõ íà ãðà-
íèöå óñèëèÿõ, ïåðåìåùåíèÿõ èëè ñìåøàííûõ óñëîâèÿõ. Óñòàíîâëåíû âçàèìíî îä-
íîçíà÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óñèëèÿìè è ïåðåìåùåíèÿìè íà ãðàíèöå. Âûâåäåíû 
íåîáõîäèìûå èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ óñèëèé, óñëîâèÿ ñïëîøíîñòè 
äëÿ ïåðåìåùåíèé, à òàêæå óñëîâèå òåïëîâîãî áàëàíñà, îáåñïå÷èâàþùèå êîððåêò-
íîñòü ðåøåíèé çàäà÷ óïðóãîñòè, òåðìîóïðóãîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè. 
 
RELATION BETWEEN TRACTIONS AND DISPLACEMENTS ON THE BOUNDARY 
OF SEMI-PLANE FOR PLANE ELASTICITY AND THERMOELASTICITY PROBLEMS 
 
Using the method of direct integration we found continuous and integrable solutions of 
the differential equations for plane elasticity and thermoelasticity in a semi-plane with 
traction, displacement, or mixed type boundary conditions. We obtained the single va-
lued relations between tractions and displacements on the boundary and derived integral 
equilibrium conditions for tractions and compatibility conditions for displacements as 
well as the condition of thermal balance. These necessary conditions ensure the correct-
ness of solutions for the problems of elasticity, thermoelasticity, and thermoconducti-
vity. 
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